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第 0 章 预备 知识 


本 章 的 目的 是 阐述 全 书 常用 的 某 些 概念 和 定理 ， 这 些 内 容 涉及 集合 论 ,拓扑 空间 ,测度 空间 
和 线性 空间 , 


sl. & & B 

集合 xEX 表示 x 是 集合 并 的 一 个 元 或 元 素 ; TEX 表示 2 不 是 集合 式 的 元 ， 我 们 用 {z;P) - 
表示 由 所 有 具有 性 质 卫 的 x 组 成 的 集合 ， 例 如 {内 y=2) 是 由 单独 一 个 元 素 7 组 成 的 集合 tw}, 空 
集 是 没有 元 素 的 集合 , 记 为 B， 如 果 集 合子 的 每 一 个 元 素 都 是 集合 了 的 元 素 , 则 称 开 是 工 的 一 个 
FR, 记 为 XE 了 MYX, 设 革 是 以 某 些 集合 作为 元 素 的 集合 , 则 由 所 有 属于 关中 的 某 个 六 


的 元 素 组 成 的 集合 称 为 中 的 诸 集合 X 的 并 集 ; 此 并 集 用 【 ] X 来 表示 . E vpn wee A XH 


xer 


交集 是 由 所 有 属于 区 中 的 每 一 个 X 的 元 素 + 组 成 的 集合 ; 此 交集 用 门 往来 表示 ， 如果 两 个 集 
合 的 交集 是 空 集 , 则 称 它们 是 不 相交 的 ， 如 果 某 集合 族 中 的 每 两 个 不 同 的 集合 都 是 不 相交 的 ， 则 


称 此 集合 族 是 不 相交 的 ， 如果 集 合 序列 {Xn} -ua 是 一 个 不 相交 的 集合 族 , 则 其 并 集 U X, 可 
neal 


以 写成 和 的 形式 SX 


n=l 


映射 ”术语 映射 、 函数 和 变换 将 作为 同义词 来 使 用 . 符号 :XX-> 了 表示 是 一 个 单 值 函数 ， 
它 的 定义 域 是 而 它 的 值 域 是 含 于 了 内 的 ; 对 于 每 一 个 zxEX， 函 数 了 都 确定 一 个 唯一 的 元 素 
f(7)= yE. 对 于 两 个 映射 fs XY 和 g:Y>Z, SATA AA GA) (2) =g F(2)) REM ENE 
PRAT gf XZ. FES fC) RRR A fC); xzEM)}， 叫做 到 在 映射 了 下 的 象 . 符号 FON) R 
WRA a FOEN), MBN ZEB f FER. EA 
对 所 有 的 Y Sfx) Ba Y =f) 
对 所 有 的 XSA Hh XG,- 
如 果 f: XY, 并且 对 于 每 一 个 yEf(X) 都 只 有 一 个 xEX 使 得 fCz)= 纺 那么 就 说 了 HE RF, 
RAW f EA k, k A ee A SO E RAX 它 被 方程 > 一 广 !(G9) = 
f U 所 确定 . 
映射 了 的 定义 域 和 值 域 分 别 记 为 D(]) 和 有 R(f)， 因 此 , 如果 了 有 逆 映 射 , 则 
对 所 有 的 xED( 有 ) 都 有 7!1 (f(z)) =r, E 
对 所 有 的 ERNE FCF (9)) =y. 
e je 


1109740 


如 果 f(X) = 了 , 那么 就 说 函数 了 把 了 映 到 了 上 , mik fO SY, RB FE XRAY A, ATA 
Hef ANG, WR Df) te DO) Lt DO) 中 所 有 的 x 都 用 z)=9(z)， 则 称 了 是 9 的 一 个 扩张 
( 译 者 注 : 也 译作 延 拓 ), ME g 是 了 的 一 个 限制 ， 


Zorn 5| 理 

定义 ” 设 P 是 元 素 a, 5 … 所 成 的 一 个 集合 ， 假 定 在 己 的 某 些 元 素 对 (o b) 之 间 定 义 了 某 种 

二 元 关系 , WA axb, 具有 性 质 

aG, 

如 果 a 一 2 H b~a, Ul a=b, 

WR ab H be, M ae TIERT). 
则 称 己 按 关系 一 是 半 序 的 (或 部 分 有 序 的 )， 

例 如 果 忆 是 由 集合 下 的 一 切 子 集 所 组 成 的 集合 , 则 集合 包含 关系 (4 了 就 给 出 了 三 的 一 
种 半 序 关系 ， 由 所 有 复数 z=z 十 iy, ww 十 iv,… 组 成 的 集合 ， 按 x 三 w Mya 定义 的 关系 24 
w, 是 半 序 的 ， 

定义 ” 设 己 是 一 个 半 序 集 ， 其 元 素 为 四 包 …。 如 果 a-e 和 8 到 co， 则 我 们 把 e 叫做 a 和 5 
的 一 个 上 界 . 此 外 ,如果 对 于 a 和 5 的 任何 一 个 上 界 4 都 有 cd， 则 我 们 把 c。 叫做 a M b 的 曲 
小 上 界 或 上 确 界 , 并 记 一 sup(o, 5) 或 aV5， 如 果 P 内 存在 这 种 元 素 c， 则 它 必 是 唯一 的 ， 我 们 
用 类 似 的 方法 定义 a 和 5 的 最 大 下 界 或 下 确 界 ， 并 把 它 记 为 inf (a, 5) 或 4 人 58， 如果 对 于 半 序 集 
了 内 的 每 个 元 素 对 (a,5) 都 存在 aV5 MG AS, 则 称 卫 为 一 个 格 . 

A RAB TRMMAK, UE HRAOELR MGM, ZN th PERM M, B— 
个 格 . 

定义 ”如 果 对 于 半 序 集 内 的 每 个 元 素 对 (a, 5), 不 是 ab 成 立 就 是 5-4a 成 立 ， 则 称 书 是 
全 序 的 (或 线性 有 序 的 ) . 半 序 集 书 的 子 集 本 身 , 对 于 书 的 半 序 关系 而 言 , 也 是 半 序 的 ; 而 在 该 序 关 
AY, 子 集 还 有 可 能 成 为 全 序 集 ， 设 忆 是 半 序 集 而 8 是 书 的 一 个 子 集 ， 如 果 有 某 个 mEP 使 得 对 
于 每 一 个 sES 都 有 sm, WE MES HHP LAE, P 中 的 某 元 素 几 称 为 极 大 元 素 ， 如 果 pEP 
[al mp 一 起 就 意味 着 m =p, | 

Zorn 引 理 ” 设 P 是 一 个 非 空 的 半 序 集 ,并且 的 每 一 个 全 序 子 集 都 有 含 于 的 上 界 ， 则 P 
罕 少 含有 一 个 极 大 元 素 . 

我 们 知道 , Zorn 引 理 等 价 于 集合 论 中 的 Zermelo 选择 公理 ， 


§2. 拓扑 空间 
开 集 和 闭 集 


EM ” 设 + 是 集合 XX 的 一 个 子 集 系 ， 如 果 7 含有 空 集 、 集 合 开本 身 、* 的 每 个 子 系 的 并 集 
以 及 + 的 每 个 有 限 子 系 的 交集 ， 那 么 就 说 + 在 开 中 定义 了 一 种 拓扑 ，z 内 的 集合 叫做 拓扑 空间 
e 2 + 


O, 也) 的 开 集 ; 通常 我 们 略 去 , 就 把 和 叫做 拓扑 空间 ， 除 非 作 相反 的 申明 , 我 们 总 是 假定 拓扑 空 
ja] X 要 满足 Hausdorff 的 分 离 公 理 : 

对 于 天 中 的 每 两 个 不 同 的 点 mi zs, 总 存在 着 不 相交 的 开 集 Gy, G 使 得 miEG EG, Xh 
的 点 7 的 邻 域 是 一 个 集合 ， 它 包含 某 个 含有 2 的 开 集 ，X 的 子 集 必 的 邻 域 也 是 一 个 集合 , CEM 
的 每 一 点 的 邻 域 . X 中 的 某 个 点 x AY EX FOF SRM AR rs BRR AB 如 果 z 的 每 一 个 邻 域 都 至 
少 含有 一 个 不 同 于 x 的 扎 mEM. 

定义 ” 设 歼 是 拓扑 空间 玉 的 任 一 子 集 ， 而 G 是 习 的 开 集 如果 把 到 的 形 如 MnG 的 子 集 都 
叫做 至 的 “ 开 集 ?， 则 歼 就 成 为 一 个 拓 卸 室 间 ， 瑚 的 这 种 诱导 拓扑 称 为 拓扑 空间 六 HIT RM H 
aE, 

EM ”如果 拓扑 空间 互 的 某 集合 奴 含 有 大 的 一 切 聚 点 ， WU Md Be ASE. AREA, MEM 
集 , SAM 4 Mi tbERMo=X—-MBIAR, XH, A-BREBF ABA RT BHAA, 4m 
RMSX, 则 了 内 所 有 包含 用 的 闭 子 集 的 交集 称 为 及 的 闭 包 , 记 为 M"( 此 上 标 "a” 出自 德 文 abge- 
schlossene Hiille 一 一 闭 包 的 第 一 个 字母 )， 


显然 ， MO 是 闭 集 并 且 MEM%; 容易 看 出 ， MERRE, M= M”, 


度量 空间 


定义 如果 和 和 了 都 是 集合 , 我 们 用 x 了 表示 由 一 切 有 序 对 (%, NARHRA, 其 中 , CX, 
ITXI 称 为 了 与 了 的 笛 卡 尔 乘积 ， 对 于 集合 X, 如 果 能 定义 一 个 函数 4， 其 定义 域 为 XxX 
而 值 域 含 于 实数 域 B' 内 , 且 满 足 
d(x, 22) Z0, 并 且 当 且 仅 当 2 =e hh, d, zz) =0, 
d (wi, £2) =d (2, 21), ， > 
d (a, #3) Sd (a1, 1) +d (x2, zs) (三 角 不 等 式 )， 
则 称 X 为 度量 空间 ，d 称 为 的 度量 函数 或 距离 函数 ， 对 于 每 一 个 正 数 7, 我 们 给 度量 空间 X 内 
的 每 一 点 z 瑟 上 一 个 集合 3(zo r) = (XEX; dz, 2) <r), MEERA v0 为 心 ,7 为 半径 的 开 
球 ， 度量 空间 马 的 集合 到 叫做 " 开 集 "， 当 且 仅 当 对 于 每 个 点 CM, MRAP t HY 
FR TE, 这 种 “ 开 集 "的 全 体 满 足 拓扑 空间 的 定义 中 的 开 集 公理 ， 

因此 , 度量 空间 是 一 个 拓扑 空间 .容易 看 出 ,了 的 某 个 点 和 是 下 的 一 个 聚 点 ， 当 且 仅 当 对 
于 每 一 个 8 二 0, 形 都 至 少 含有 一 个 点 mEt (Ef dm, s) <e, n 维 欧 几 里 得 空间 BR" 关于 

a 1/2 
d(x, y) ap euo) 


i=l 


是 一 个 度量 空间 ， 其 中 ， c= (£i, wees xn) 而 y= Yis ..., Yn). 


连续 映射 
定义 设 fX>Y 是 一 个 定义 在 拓 提 空间 上 并 把 X 映 入 拓扑 空间 了 内 的 映射 。 对 于 点 
TX, 如 果 了 (zo) 的 每 个 邻 域 品 都 相应 地 有 zo 的 某 个 邻 域 了 使 得 FV) SU, 则 称 了 在 点 ze 连续 


如 时 映射 了 在 它 的 定义 域 DO) = 区 的 每 一 点 都 是 连续 的 , 则 称 了 是 连续 的 . 

定理 。 设 X 和 了 都 是 拓扑 空 间 , 而 了 是 定义 在 了 上 上 且 把 亿 映 入 了 内 的 一 个 映射 。 这 时 , 了 是 
连续 的 , 当 且 仅 当 了 的 每 一 个 开 集 在 映射 了 下 的 季 象 都 是 入 的 开 集 , 

证 明 ”如果 了 是 连续 的 而 已 是 了 的 一 个 开 集 ， 于 是 了 = 访 !(C) 是 每 个 使 得 f(zo)ED 的 点 
TEX 的 邻 域 , 亦 即 太 是 玉 的 每 一 点 mw 的 邻 域 ， 因 此 ，F 是 入 的 一 个 开 集 ， 反 之 ,假定 对 于 了 的 
每 一 个 开 集 3 (zu ,集合 了 = 天 :CO) 都 是 区 的 开 集 , 则 由 定义 可 知 ,了 在 点 zoEX 是 连续 的 . 


K 性 

EX 设 (G.} 是 一 个 集合 系 , 其 中 , gE4， 如 果 集 合作 为 并 集 Use 4G。 的 一 个 子 集 而 含 于 
其 中 , 则 称 该 集合 系 是 集合 并 的 一 个 覆盖 . 

设 妈 是 拓扑 空间 互 的 一 个 子 集 ， 如 果 开 的 每 一 个 覆盖 对 的 开 集 系 都 伟 有 一 个 仍然 覆盖 戏 的 
有 限 子 系 , 则 以 叫做 紧 集 . 

命题 1 拓扑 空间 的 紧 子 集 必 是 闭 集 . 

TA ”假定 拓扑 空间 习 的 紧 集 戏 有 一 个 聚 点 zo 使 得 EM, 根据 Hausdorff 的 分 HAR, 
IHEM MEM, 总 存在 全 的 不 相交 的 开 集 Gn 2, 和 Gs,n 使 得 MEGa Elm FERCA 
《Gn,z MEM) 必 有 覆盖 M， 由 于 以 是 紧 集 ， 所 以 该 集合 系 含有 某 个 覆盖 履 的 有 限 子 集 (One 
i 二 1, 2, e,n), JE, N Gn ARG MB, 但 是 , 由 于 z。 是 对 的 一 个 聚 点 ， 所 以 开 集 门 Gn 


tml 

3xm 必 含有 某 个 不 同 于 zo 的 点 mEM， 这 是 一 个 矛盾 , 从 而 以 必 是 闭 集 

命题 2 拓扑 空间 的 紧 集 开 的 闲 子 集 2/, BERR. 

证 明 设 (Gs) 是 和 的 任 一 覆盖 J4, HRA, HHM ARR, HUM -XI 是 和 的 一 
个 开 集 ， 由 于 ;Sa, 所 以 开 集 系 (G,} 添 上 Mf? 后 就 禾 盖 了 放 ， 又 因为 是 紧 集 所 以 总 可 以 从 
《Gu 中选 出 某 个 有 限 子 系 {Gu i 二 1, 2,…,n) 使 得 此 子 系 添上 Mf 后 能 覆盖 必 ， 因 此 {G6; i 一 1 
2,…, 凡 就 覆盖 了 了 M1 

定义 “如果 拓扑 空间 的 某 子 集 的 闲 包 是 紧 集 ， 则 读 子 集 叫 做 相对 紧 集 ， 如 果 某 拓扑 空间 的 
每 一 点 都 有 一 个 紧 的 邻 域 , 则 该 空间 叫做 局 部 紧 空 间 . 四 

定理 ”任何 一 个 局 部 紧 空间 X 都 可 以 嵌入 到 这 样 一 个 只 比 六 多 一 个 点 的 紧 空间 了 了 内， 使 得 
作为 了 的 一 个 子 集 的 的 相对 拓扑 刚 好 就 是 工 原 来 的 拓扑 ， 空 间 了 称 为 页 的 一 点 紧 化 空间 . 

证 明 设 y 是 任何 一 个 不 属于 X 的 元 素 ， 又 设 (U0) EXPE ERU =X U 为 紧 集 的 开 
集 族 ， 我 们 规定 ， 开 本 身 EU)， 设 了 是 由 点 y 及 X 的 全 体 点 组 成 的 集合 ， 对 于 了 中 的 菜 个 集 
合 ,如 果 或 者 (i) 它 不 含 y 而 作为 的 一 个 子 集 是 开 集 , HG) EAH y HES XM RA) 
的 一 个 元 , 则 称 该 集合 是 了 的 一 个 开 集 ， 因 此 , 容易 看 出 ， 所 得 到 的 了 是 一 个 拓扑 空间 且 耻 的 
对 拓扑 同 它 原来 的 拓扑 是 一 至 的 ， 

BE VET MEY FBR, ELVA in U, UWE XE UCU), A 
4s 


HUMVEE, U SAX TRE, US 被 集合 系 {V XS, J, VEL}. 所 以 ， 
此 集合 系 必 含有 某 个 覆盖 US 的 有 限 P: VAX, NX, um， 从 而 Fi Va, Va EL 
UU ty} mia T Y, 这 就 证 明了 了 是 紧 的 . 


Tychonov 定理 
定义 ”假设 相应 于 指标 集合 4 的 每 一 个 & 都 给 定 了 一 个 拓扑 空间 和 ， 我 们 把 笛 卡 尔 乘积 
手 和 ,定义 为 所 有 这 种 函数 了 组 成 的 集合 : 的 定义 域 为 4 且 对 于 每 一 个 aE4 WA SEX. 我 


ad 


it f= TT SC), FH O f A a ae, 当 4 是 整数 集 (1,2,…, nn) 时 , TX 通常 记 
k=1 


aca 


为 ,XX x … xX,。 我 们 在 乘积 空间 本 X。 中 引入 一 种 ( 弱 ) 拓扑 , HEI TT] G. 的 如 下 集合 


aca acta 


都 叫做 该 空间 的 “ 开 集 "其 中 , X。 的 开 集 G6, 除去 有 限 个 a 之 外 都 与 ,重合 
Tychonov 定理 ” 诸 紧 拓扑 空间 X. WR HRB X= JX. 也 是 紧 的 . 


注 众所周知 ， 实 数 轴 R 上 的 有 界 闭 集 对 由 距离 d(x, y) = |z 一 y| 所 确定 的 拓扑 是 紧 的 
(Bolzano- Weierstrass 定理 )， 顺 便 指出 , WR RS aM 能 被 该 空间 的 某 个 球 S (zo, 7) 
所 包含 , 则 称 寻 是 有 界 集 ， 特 别 地 ，Tychonov 定理 意味 着 % 维 欧 几 里 得 空间 Rp 的 平行 正 多 

70 <4, S9,5b,<00 (i =], 2, e,n) 
是 紧 的 ， 由 此 我 们 看 出 , R" 是 局 部 紧 的 . 
Tychonov 定理 的 证 明 如 有 果 某 集合 系 的 每 一 个 有 限 子 系 都 有 非 空 的 交集 ， 则 称 该 集合 系 


人 


当 且 仅 当 对 于 它 的 每 一 个 具有 有 限 交 性 质 的 闭 子 集 系 (NY,;aE4), 交 集 门 Ms 都 是 非 空 的 . 


现在 , 设 {S) 吓 由 =]X 的 子 集 8 组 成 的 一 个 具有 有 限 交 性 质 的 集合 系 ， 又 设 了 的 某 


EA 
些 子 集 Y 组 成 的 集合 系 (N) 具有 以 下 性 质 : 
(i) (3)} 是 {N) 的 一 个 子 系 ， 
(ii) {NW} 具有 有 限 交 性 质 ， 
GD {WW) 在 下 述 意义 下 是 极 大 的 ， 即 它 不 可 能 是 任何 别 的 具有 有 限 交 性 质 且 以 {5) 作 为 其 
子 系 的 集合 系 的 真子 系 . 
这 种 极 大 系 {N} 的 存在 性 可 以 用 Zorn 引 理 或 超 限 归 纳 革 予以 证 明 。 
对 丁 { 人 ) 的 任何 一 个 集合 N, RINE LRA N= (F(a); fEN)CX。。 用 {WW,) 表 示 集 合 系 
(Ns 和 NENW}}。， 同 {W) 一 样 ,Ws)} 也 具有 有 限 交 性 质 ， 因 此 ,根据 X。 的 紧 性 ,至 少 存在 一 个 点 
e Fe 


PEX 使 得 De N 3， 需要 证 明 的 是 ,点 2 一 TPP 属于 集合 站 N. 
NEIN? aca NEIN 


由 于 Pa 属于 交集 N Nt, AT Xe HEMA E A Pa AII R Ga WR A EF 


NE{N} 
NEN a t AARE. AVAX RFE 
Go) = fæ; r= Tz 且 其 中 的 we,EG。》 


必 同 4 的 每 一 个 相交 ,根据 {Y) 的 极 大 性 条 件 Gi), G TUN}, 因此 ， 有 限 个 这 
种 集合 GE (aoE4) 的 交集 也 必 属 于 《N?， 从 而 它 同 每 一 个 集合 NEN) 相交 ， 因 为 X 的 任何 
一 个 含有 了 的 开 集 , 根据 定义 ， 是 一 个 包含 这 种 交集 的 集合 , 所 以 我 们 看 出 ,p= [r 必 属 于 交 


etA 


集 门 w. 


Ne {Nn} 


Urysohn ”定理 
命题 紧 空 间 X 在 这 种 意义 下 是 正规 的 : 对 于 及 的 任何 不 相交 的 闭 集 FP, 和 ,总 存在 不 相 
交 的 开 集 G MG, AFC, FSG, 
证 明 对 于 任何 一 对 点 (z, 办 ,其 中 xzEP1,yEFs, 总 存在 不 相交 的 开 集 CC, 9) Ey, 2) 使 
得 ZEG (a, y),yCG(y,2), FA Fe 是 紧 空 间 下 的 一 个 闭 子 集 , 所 以 它 也 是 紧 集 ， 从而, 对 于 固定 
的 2, 我 们 可 以 用 有 限 个 开 集 G (9 2), Ga 2), +, Eater DREE Fa F 


LC 


a= (J G02) 和 G(x)= (aa, v). 


j=l j=] 
则 开 集 G, 和 G(z) 不 相交 并 且 有 FE, zEG(z)， 因 为 了 是 紧 空 间 X 的 一 个 闭 子 集 , 所 以 它 也 
ERR, 从 而 我 们 可 以 用 有 限 个 开 集 Ga), G), Ca) REP. Ak 

a= (U a) maa= f) G, 


满足 命题 的 条 件 . 

系 ” 紧 空间 在 这 种 意义 下 是 正则 的 : 对 于 开 的 任何 一 个 非 空 开 集 G1 ,总 存在 非 空 开 集 G 
IEG) EG, 

证 明 $ F= (G1) mi F= ie), H EG. TERNITA LR aS RE G 
就 取 为 Go, 

Urysohn 定理 设 4,B 是 正规 空间 中 的 不 相交 的 闭 集 ， 则 存在 了 上 的 实 值 过 续 限 数 
F(t) eR 

在 站 上 0Sf(1)S1, 在 4 上 f(t) =0 而 在 至 上 f(t) =1, 

证 明 ”相应 于 每 一 个 有 理 数 rH h/ 2" (0,1, +, 2") 我 们 都 可 以 确定 一 个 开 集 G(7) 使 得 

2 6 >? 


GAGE), B=G40)°, MODH rar AR Gl SGC). 这 可 用 对 于 的 归纳 法 予以 证 
明 ， 对 于 %=0, 由 空间 的 正规 性 可 知 ， 存 在 不 相交 的 开 集 Ge AIG, 使 得 ASG, BEG, RN 
取 Go 二 G(0) 就 行 了 .假定 对 于 形 如 /2"! Hk CAME AeA GD 的 诸 G(r)， 下 
面 设 帮 是 一 个 >0 A, i, 因为 (8 一 1) /2" 和 (十 1) /2" 都 是 形 如 /2"”! 的 数 ， 其 中 ， 
Sk E2, MARITE G((k—-1)/2")°SE (+1) /2"), Ave, 根据 空间 了 的 正规 性 ， 存 在 茶 
FEG, CWE G(G 一 D) /2")°SG, G°SG(h+1)/2"), WERTE @(k/2") =G， 则 归纳 法 就 
THT. 
我 们 把 FO ELA 
在 G(0) 上 f( 引 =0， 而 当 tEG(0) 7 HY F(t) =sup 7 


EGC) 
于 是 由 他 可 知 , 在 4 上 f(#)=0 而 在 B 上 了 (t)=1， 我 们 尚 须 证 明子 的 连续 性 . 对 于 任何 EX 
和 正 整 数 %, 我 们 到 这 样 的 ?7， 它 满足 f(t0) 过 ?< 有 (to0) tran &G=G(r) NG(r—2°-") R 
们 约定 , 当 s<0 时 , $ aO = g mA s>1 时令 G(s) 一 对 )， 此 开 集 G 必 含有 如 。 这 是 因为 由 
F (to) <r 可知 foEG(7), 而 由 (7 一 2 之 ft) 可 知 EG(7 一 2 "EG(r 一 2)”， BT ica 
意味 着 iEG(7), 从 而 有 让 三 7; 类 似 地 , iEG 意味 着 1EG(r 一 2 Sa e—a, 从 而 7 一 2 三 
F(t), BU, 我 们 就 证 明了 当 tEG 时 , | f(t) FC) | 1/2", 


Stone-Weierstrass 定理 


Weierstrass 多 项 式 通 近 定 理 ik f(*) 是 闭 区 记 [0, 1] 上 的 实 ( 或 复 ) 值 连续 函数 ， 则 存在 


多 项 式 Ps(z) 的 序列 使 得 当 %->co 时 , CEL, 1] 上 一 致 收敛 于 f(z)，、 按 照 8. Bernstein 的 作法 ， 
我 们 可 以 取 
P12)= TOsf (p/m) sels)"-. (1) 
?=0 


证 明 将 (z+T9g"= DC wy"? 对 2 微分 ,再 乘 以 z 后 ， 我 们 就 得 到 
2=0 


nz(e+y)* = SpOt- 
p=0 
类 似 地 , 将 第 一 个 式 子 对 ?微分 两 次 , ARA xz? 后 我 们 就 得 到 


n(n—1)x (r+) = DS Pp—1) Cy"-?, 


p=0 
因此 , 如 果 我 们 令 
T(t) = nC pu? (1 —2) uP, (2) 
则 我 们 有 
Dar(ey=1, DS lar (z)=nz, Sp—1) rs) =n(n—1)2?, (3) 
pro 20 0 


因此 
S (p—nee)*ry (2) = na Sor (2) — 2a Spry (2) + Spr (2) 
2=0 p=0 p=0 p=0 


一 222 一 272 .30 十 (00 十 8 (2 一 1)22) 一 20(1 一 0)。 (4) 
我 们 可 以 假定 在 [0, 1] 上 |jz)[ 三 到 天 ceo， 由 所 z) 的 一 致 连续 性 可 知 , HET e>0, 都 
存在 O>0 使 得 


4 |e —a! |<d ht, [f(2)—f (e’) | <e. (5) 
由 (3) 我 们 有 
|f2)- SOF pin) 12) | = [EE-E raz) l= = |+| = 
?=0 P=0 Ip-nzisén prnazil>én 


对 右 汕 第 一 项 , 由 >x(z) 三 0 以 及 (3) 和 (5) 可 得 
之 


1 一 多 | sin 


HERE I, BOMIS SM 可 得 
之 


lp-nri >in 


<e511,(t)=e. 


=2M 3S) ya(z) 三 ee nT) rs (x) 


lp—nz|>én 
_22Z(1 一 vt). M 

nô? 20°n 

Stone-Weierstrass 定理 ” 设 XX 是 一 个 紧 空 间 而 C(X) 是 了 上 的 实 值 连续 函数 的 爹 体 ， 设 
CCX) WET RBM ABET RE: (让 如 果 下 gEB, 则 国 数 乘积 g 以 及 关于 实 系 数 a, 2 的 线性 组 
合 qf 十 Bg 都 属于 B, (ii) 常 数 函 数 1 属于 B 以 及 (iii)B 的 任何 函数 序列 {f;} 的 一 致 极限 f 也 属 
TB. 这 时 , B=0(X), 当 且 仅 当 B 可 分 离 肝 的 点 ， 亦 即 当 上 且 仪 当 对 于 每 一 对 (81, 82), 其 中 81, 82 
是 下 不 同 的 点 , 在 B 中 总 存在 某 函 数 2 CWE els) 地 xz(ss)， / 

证 明 必要 性 是 显然 的 , 因为 紧 空 间 是 正规 的 , 从 而 由 Urysohn 定理 可 知 , 77 ESE A 
By a (AB a (8) #2 (Csa). 

为 了 证 明 充 分 性 , 我 们 引入 格 的 记号 : 

(f\V/g) Cs) =max (f(s), 9(8)), Ag) (e) =min (f(s), 9(s)), If] Cs) =I f(s) I. 
由 前 面 的 定理 可 知 , FE EE PP HE 
当 —nStSn it, ||t)—P,(t)|<1/n. 

于 是 当 -naf Sn kh, If] Pa <L 利用 (iD， 于 是 就 证 明了 当 feEB 时 有 
[flCB, 这 是 因为 任何 一 个 函数 TEBE OERA Le LAR. Ab, 根据 


p99 和 Jo= 寺 9 外， 


一 0 (4 n> 时 )， 


我 们 可 以 看 出 , BEMIS MA Z PES, 
. 8 . 


设 RCO(X) Tif sn EX 是 任意 给 定 的 , Hots. TERTE RAR Se EB 使 得 
foa (6) =2(5,) tif s,s,(52) =A). ATEHER, 设 gEB A g(81) #g(8:), 再 选取 实数 4 
和 8 使 得 fean = Ag+ BAA: fe, (81) =h(s,) Al faa, (82) = hls). 

RE e>OWR—-TPA CCX. FRM sCX, 总 存在 s WEAR UC) 使 得 , 当 wED (s) 
时 有 feU) >h) e Us), U (82), °°, U (sy) BERS X. LS 

f= faa VV fe 
FTE SEB 上 且 对 所 有 的 CX HH fi) Dhu) e h Ffl RG, KARTAL) = 
ACE). 因此 , E t h — PSR V OER UCV COMA fi) <h@) +e. RVG), V), s 
Ti) 覆盖 紧 空 间 民 ”又 令 

F=f A A 
于 是 fEB 且 对 所 有 的 wEX 均 有 了 (w) >h(u) e, XA AA CX WF fi Uhu) 一 人 
此 外 , 对 任 一 点 eX, Ba uc (80), WA fe) Sf, U) <h lu) +e. 

所 以 我 们 就 证 明了 在 上, If 一 4h(w) |e. 

我 们 也 就 顺带 地 证 明了 以 下 两 个 系 ， 

% 1 (Kakutani-Krein) 设 开 是 一 个 紧 空 间 而 C(X) 是 和 上 的 实 值 连续 函数 的 全 体 ， 设 
CX) MEF R BIRGER: (i 如 果 f，gEB， 则 六 Vg, JAg 以 及 关于 实 系数 a，B 的 线性 组 合 
af-+ Bg HAT B, (让 常数 函数 1 属于 B 以 及 (iii) 8B 的 任何 沙 数 序列 {f) 的 一 致 极限 fa 也 属于 
B， 这 时 , B=C(X), 当 且 仅 当 B 可 分 离 耻 的 点 . 

系 2 设 了 是 一 个 紧 空 间 而 C(X) 是 了 上 的 复 值 连续 函数 的 全 体 ， 设 0(X) 的 某 子 集 B 满 
BARE: GRR f, JEB, WARRE fg 以 及 关于 复 系数 &, p 的 线性 组 合 cf 二 Bg HET B, 
Gi) 常数 函数 1 AT BURG) BISBEE TB. ike, B= 
C(X), SARA B WERI: (iv) BADRXHAURW) 如果 f(s)EB, Me KH SB 
f(s) 也 属于 B. 

Weierstrass ZA BLER 设 半 是 R? 内 的 单位 回 的 圆周 . 它 在 通常 的 拓扑 下 是 一 个 紧 空 
H, 而 定义 在 马上 的 复 值 连续 函数 可 以 表示 为 以 2 为 周期 的 连续 函数 f(z)， 一 co<x<co， 在 
上 面 的 系 2 中 , 如 果 我 们 把 B 取 为 一 切 可 以 用 三 角 函 数 

ein* (n=0, +1, £2, …) 
关于 复 系数 的 线性 组 合 表示 的 函数 以 及 一 切 可 以 用 这 种 线性 组 合 的 一 致 极限 表示 的 函数 所 组 成 


f(z) 都 可 以 用 形 如 之 scne'” 的 一 个 三 角 多 项 式 序列 一 致 地 逼近 . 


完 备 性 
度量 空间 中 的 某 元 素 序 列 {zo} 收 化 于 极限 点 xEX， 当 且 仅 当 lim dg(zw z) 一 0， 从 三 角 不 
FAA Cy, Gm) Sd Oy, 1) HACE, En), RAH, X 中 的 收 化 序列 (zn) 满足 Cauchy 收 敏 条 件 : 


r99 y 


2 


lim dz mq) =0. (1) 


定义 RESTA X Ay Ce A READ E (on) AB OMY fk Cauchy 序列 。 如 果 度 量 
空间 中 的 每 一 个 Cauchy 序列 都 收敛 于 一 个 极限 点 EX， 则 开明 做 完备 空间 . 

由 三 角 不 等 式 容易 看 出 , {zn} 的 极限 点 如 果 存 在 , 则 必 是 瞧 一 确定 的 . 

定义 ” 设 必 是 拓扑 空 间 耻 的 一 个 子 集 ， 如 果 闭 包 M 不 含有 六 的 非 空 开 集 ， 则 称 肛 在 对 内 
是 稀 政 的 .如 果 M = 和 ， 则 称 歼 在 工 内 是 稠密 的 ， 如 果 半 可以 表示 为 站 中 可 数 个 稀 玻 集 的 并 
集 ， 则 称 履 是 第 一 纲 的 集合 ， 否则， 称 MM 是 第 二 BHURA., 

Baire 的 纲 论 

Baire-Hausdorff 定理 一 个 非 空 的 完备 度量 空间 是 第 二 纲 的 . 

证 明 设 { 政 ,} 是 闭 集 所 组 成 的 一 个 序列 ， 它 的 并 集 是 一 个 完备 度量 空间 了 .假若 没有 M 
含有 非 空 开 集 ， 则 我 们 就 会 导出 矛盾 ， 这 时 ，M? 是 开 集 且 M=X, Wit M? 含有 某 个 闲 球 
Si ={ajd@y,2)Sr1}, BRD XY 可 以 取得 任意 靠近 下 的 任何 一 点 .我们 可 以 假定 0<71 达 1/2. 
由 同样 的 讨论 可 知 , 开 集 M8 含有 这 样 的 闭 球 ,= 44; (az, 2) S12}, BA FS; AH 0<r,<1/2', 
重复 同样 的 推理 , 我 们 就 得 到 一 系列 闭 球 S,= {aj dEn OSET LAS SRA: 

0<7r,<1/2", Si ES SNM=G (n=1,2, +). 
其 球 心 序列 {2,} 形成 一 个 Cauchy 序列 ， 这 是 因为 对 任何 2<m BA CS, Mii d (ta, 2m) 三 
7n<1/2"， 设 LEX 是 序列 人 es 的 极限 点 。 总 的 完备 性 保证 了 此 极限 点 x。 的 存在 性 ， 由 于 当 
m> HY, dEn, Eao) Sd (Lp, En) +d (Lp, Lo) ETa tA lEm L) rn 于 是 我 们 看 出 ， 对 每 个 % 均 


有 yz-ES。。 因 此, x 不 在 任何 一 个 集合 Mr 之 内 ， 从 而 x 不 在 并 集 (有 ,= 久之 内 , kA ae EX 
tel 


矛盾 ， 
Baire 定理 1 设 允 是 紧 拓 扑 空 间 开 中 的 一 个 第 一 纲 集 . 则 补 集 MOH X—M EXER 
稠密 的 . 


ER 我 们 要 证 明 对 于 任何 一 个 非 空 开 集 G, M 都 要 同 G 相交. AM- | ] MM,， 基 中 每 个 
Nel 


都 是 稀疏 的 闭 集 . KAM = Mi LRA, 所 以 开 集 MF 必 与 G 相交 ， 因 为 是 一 个 紧 空间 ， 

从 而 是 正则 空间 , 因此 存在 某 个 非 空 开 集 G 使 得 GEGI 下 89、 类 似 地 , 我 们 可 以 选取 某 个 非 空 

FRG. 使 得 G8 竺 G1 阁 M89， 重 复 这 一 过 程 , 我 们 就 得 到 了 一 个 非 空 开 集 序列 {G,} 使 得 
GinEGnNN Mi. (m=1, 2, =). 

由 于 闭 集 序列 {G8} 对 是 单调 的 ， 所 以 它 具有 有 限 交 性 质 ， 因 为 他 是 紧 的 ， 所 以 存在 某 个 EX 


tE rE [on a 由 于 cGy 意味 着 reG, 再 由 于 TEGi iG, NM ME (n=0, 1, 2, =; Go= 0), 因 


此 我 们 可 以 得 到 2c n M9 二 Mo， 所 以 我 们 就 证 明了 GNM 是 非 空 的 


e 10,9 


Baire 定理 2 设 {z*( 共 ?是 一 个 定义 在 拓扑 空间 瑟 上 的 实 值 连 续 函 数 的 序列 ， 假 定 在 开 的 
每 一 点 宇都 存在 有 限 极 限 : 


limg, (t) =x(#). 
nro 


则 函数 > 的 不 连续 点 所 成 的 集合 是 一 个 第 一 纲 集 . 
证 明 WX MEMRAM, AMAM 表示 所 有 含 于 以内 的 开 集 的 并 集 ; M RUM 
内 部 ， 


A Pale) = (IEX; |E) aa 1) | Se, €>0), GC) = UJ PRCE). FH RATA AEN C= 
m=1 
门 saym 同 z(8 的 所 有 连续 点 组 成 的 集合 重合 ， 假 定 (人 在 4 加点 是 连续 的 ， 我 们 将 要 证 
hel 


明 tC [OC /n), BAW limet) =a), BELL ARLE SE AD m FR a(t) Enl) Se /3. 由 


neal 


CCE) A Ont) CE t= to 点 的 连续 性 可 知 , FEAN U, Dt 使 得 , ICU, Ht, lelt) elt] 
<e/3, |an(t) — Eml) | Se/3. FE tCU,, 可 得 
(ECE) ant) | S| eCt) —a (to) | + |e (to) — am Co) | + lam (to) Enlt | <e, 


这 表明 tuEP5(e), 从 而 toEG(e)， 因 为 e>0 是 任意 的 , 所 以 必定 有 tE fan). 


反之 , 设 HE 门 G(1/n)， 于 是 对 任意 的 e>>0， 有 toEG(e/3)， 从 而 存在 某 个 m 使 得 


foCPyn(e/3)， 因 此 存在 某 个 开 集 023t 使 得 , 当 EU Eh, e) —e_(t)|Se/3. FER z(t) 
的 连续 性 和 二 0 的 任意 性 可 知 , (ETE t= to AER, 
在 作 了 这 些 准 备 工 作 之 后 , RTE . 
Fy (2) = {8EX5 |tm(t) mint) | Ee (k=1,2,%))}. 


由 wo(t) 的 连续 性 可 知 ， 它 是 一 个 闭 集 ， 由 于 lim y(t) a(t), BEA X= |] Pale). h 
limze(t)=w(t) 还 可 得 出 Pas) 王 Pn(e)， 因 此 ,P(e) PRC), A U P(e) EG(e). BF 


面 ， 对 于 任何 闭 集 孔 , PP) BARR, FEX U Ps(e) = U (Pa(e) 一 Pi(e)) 是 
一 个 第 一 网 集 ， 因 而 它 的 于 集 GCe)。 二 XG(e) 也 是 一 个 第 一 网 集 ， 所 以 函数 z(t) 的 一 切 不 
连续 点 所 成 的 集合 是 一 个 第 一 纲 集 ， 因 为 它 可 表 为 一 NN Gam = Ü aam". 

定理 ”完备 度量 空间 的 荣 子 集 对 是 相对 紧 的 , 当 且 仅 当 六 在 这 种 意义 下 是 完全 有 办 的 对 
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He 


少 有 一 个 小 于 e HEH, M 是 完全 有 界 的 ， 如 果 对 于 每 个 e 之 0 都 可 以 被 有 限 个 其 球 心 
EM 而 半径 一 。 HBR BLE, 

证 明 ”假定 对 不 是 完全 有 界 的 ， 于 是 存在 一 个 正 数 = 以 及 由 及 的 点 组 成 的 无 限 序列 {mw} 
使 得 , 当 iE, 有 qd (mi mhe. Xi, 如 果 我 们 用 半径 <e 的 开 球 系 覆 盖 紧 集 Me, 则 此 开 球 
AWARE M 的 有 限 子 系 ， 这 是 因为 ， 这 种 子 系 不 可 能 履 盖 无 限 子 集 tm,)}SEJMSEMe， 因 
此 , 叉 的 相对 紧 子 集 必定 是 完全 有 界 的 . 

RY, 假定 用 是 完备 度量 空间 的 一 个 子 集 且 是 完全 有 界 的 ， 于 是 闭 包 M 是 完备 的 , 并且 
它 同 必 一 样 也 是 完全 有 界 的 . 我 们 需 证 Me ERR, 为 此 目的 , 我 们 先 来 证 明 , M 的 任何 一 个 无 
限 序列 {p,} 总 含有 收敛 于 和 "的 点 的 子 序列 {powy'}， 由 下 的 完全 有 界 性 可 知 , 对 任何 一 个 e>, 
总 存在 某 个 点 LEM 以 及 {ps} 的 某 个 子 序列 {pw} 使 得 , 当 %n=1,2,… 时 ， 有 d(pw,g,) <e/2; 因 
HK, F n, m=1,2, t, Æ dOu, Pw) 三 4 Pwd.) 十 d (4,， pm) <e. PATS e=1 并 作出 该 序列 
{pw}, 然后 根据 同 前 面 一 样 的 考虑 ， 对 于 序列 {pw}， 令 6。 二 1/2.， 于 是 我 们 得 到 {pr} 的 一 个 子 序 
BM Darr} EAT 

(Dat, Par) <1, dC Parr, Patt) <1/2 (n, m=1, 2, +). 
重复 此 过 程 , 我 们 就 得 到 序列 {pn} 的 一 个 子 序列 {pao ty } 使 得 
A(PyktD , Dnt+D) <1/2* (n,m=1,2,.). 
因此 , Hy UER (Da) BEE PBR Ty BE EHH ADF EFA D r): 
Piny = Pp 


上 必定 满足 Kim d Pwr, Pimy) 二 0。 于 是 由 M 的 完备 性 可 知 , 必定 存在 一 点 PCM 使 得 
limd (Pint, P) =0. 


下 面 我 们 要 证 明和 集合 M BR. REH, EX HREF PRP RP) 
使 得 , U X A R UNM 时 , 则 存在 某 个 集合 FEF}, HFE, A PERCU. x4 
事实 可 以 证 明 如 下 .因为 M 是 完全 有 界 的 , 所 以 对 任何 一 个 e 之 0, M 都 可 以 被 半径 为 而 球 
Ly CM 的 有 限 个 开 球 组 成 的 系 所 覆盖 ， 令 e=1, 1/2, 1/3, … 并 把 相应 的 那些 有 限 开 球 系 汇总 成 
一 个 可 数 族 ,于 是 我 们 就 得 到 了 所 需要 的 开 集 族 {F)}， 

REUE M 的 任何 一 个 开 禾 座 ， 令 {7*) 是 族 { 了 } 按 下 述 方式 确定 的 子 族 : PEP), 当 
且 仅 当 FE{F} 且 存在 某 个 UE{U)} 使 得 了 FEU， 根据 {F} 的 性 质 以 及 {D0} 覆 姜 了 M’ 这 一 事实 ,我 
们 看 出 , KURRENT M*， 现 在 设 {0*} 是 从 {加} 这 样 得 到 的 一 个 子 族 ， 即 对 于 每 个 
PER"), BATE) F AER ME PSU RU. FRU BPE M’ 的 可 数 开 集 
族 , 我 们 需要 证 明 (U*} 的 某 个 有 限 子 族 能 覆盖 MM". 把 {0*} 中 的 集合 赋予 足 标 后 , AU, U2, e, 


BEATEN n ABER UU 者 不 能 徐 盖 Me， 于 是 存在 点 me( af* - (U0，)、 由 前 而 忆 
f=t k=1 


证 明 过 的 事实 可 知 , 序列 {xz} 含有 子 序列 {2c}, 它 收敛 于 Me 的 某 一 点 , 譬如 说 。 因此, 对 于 
EDERN, HU x, 从 而 对 于 无 穷 多 个 数值 mw， 有 znEDy， 转 别 地 ， 对 于 菜 一 个 >>， 有 
. 12 . l 


PUn KSH ta 要 遵从 mvE( 4。 一 |j D。，) 这 一 事实 相 矛 盾 ， 于 是 我 们 就 证 明了 Me 是 


k=1 


ER, 
§3. 测度 空间 
测 度 
定义 设 S 是 一 个 集合 ， 如 果 避 的 菜子 集 族 器 满足 
SEB (1) 
BES 就 有 Be = (S—B) EB, (2) 
B,€8(j=1, 2, .…) 就 有 【| BEL (o- 可 加 性 ) (3) 


NTE OS, B) ie S HIERT B 的 子 集 所 成 的 0- 环 或 o- AT AMIR, CS. B, m) 叫做 一 个 测度 空 
闻 , 如 果 勾 是 定义 在 见 上 的 一 个 非 负 且 0o- 可 加 的 测度 : 


对 每 一 个 BEB 都 有 m (B) 20, (4) 
AEB KIR 2 ER R ETB) AT 
m(S2B;)= EnB) Cm ANT BAT Im HER mf o- -可 加 性 )， (5) 


SS 可 以 表示 为 可 数 个 集合 BEB 的 并 集 , 而 这 里 
m(B;)<co (j=1,2,…) (测度 空间 (8, B, m) 的 c- 有 限 性 ) . (6) 
此 数值 m(B) 叫做 集合 B 的 加 -测度 . 


a A k A 


”定义 设 w(s) 是 定义 在 SS 上 的 一 个 实 (或 复 ) 值 函数， 如果 它 满足 下 述 条 件 : 
对 于 实 轴 R (或 复 平面 CY 上 的 任何 开 集 G, HA (93 2(s) COME B, (7) 
则 称 x(s) 是 由 -可 测 的 , 或 简称 为 可 测 的 ， 这 里 , 允许 z(s) 取 值 oo. 
定义 与 8 的 点 8 有 关 的 某 性 质 卫 叫做 %- 几 平 处 处 成 立 或 简称 为 加 -a. e. 成 立 ， 如 果 除去 
某 些 点 s 外 , 已 在 8 上 处 处 成 立 , 而 那些 例外 的 点 s 所 组 成 的 集合 EB BIE m- 测度 为 0. 
一 个 m-a.e. 定 义 在 3 上 且 满 足 条 件 (7) 的 实 (或 复 ) 值 函数 (8) BEM n-a. e 定义 在 3 上 
的 轩 - 可 测 函 数 或 简称 为 器- 可 测 函 数 . 
Egorov 定理 设 了 3 是 一 个 好 -可 测 集 且 四 (B)<co， 又 如 果 在 B 上 mm-a.e,， ARH B- 
测 函 数组 成 的 序列 {f(s)) 在 B 上 m-a. e， WSFA R AY BA MEE f(s), WEE 
e>0 都 存在 的 一 个 子 集 召 使 得 , m(B—B) Ze 且 在 上 f(s) 一 至 收敛 于 f(s). 
证 明 如 果 需 要 的 话 , 就 从 互 中 控 去 一 个 mm- 测度 为 0 的 集合 ， 于 是 我 们 总 可 以 假定 在 B 上 
-e 73 。 


函数 天 (5) 都 是 处 处 有 限 的 且 它们 在 马上 收敛 于 了 (35). 
集合 B= 门 (EB; |f(s) 一 六 (9)1<<e] 是 各 -可 测 的 且 当 4n<k 时 , BSB, A HE BL 


limf, (8) =f (8), 所 以 我 们 有 B= UB. 因此 , RBM mi o- 可 加 性 ， 我 们 有 

m(B)=m{Bi+ (Bs—B) + (Ba— Bz) +++} =m (B,) +m(B—B) +m (Bs— Br) + 

=m (By) — (m (Bz) —m(B,)) + (m (Bs) —m (Bz)) ++ = limm (Ba). 

FZ limm (B—B,) =0, 所 以 , 从 某 个 充分 大 的 ko 起 , 就 有 m (B—B,) <n, 这 里 的 了 是 一 个 任意 给 
定 的 正 数 . 

因此 , 对 任何 一 个 正 整 数 总 存在 某 个 满足 m (C,) Se/2* 的 集合 CeS 吾 以 及 某 个 指标 Wi， 
使 得 

当 %>>Ns 和 sEB 一 0; It, Al f(s) — fa Cs) | <1/2"% 


如 果 我 们 令 =B 一 | Cu 那么 我 们 就 可 以 断定 


k=1 
m(B-H= Sim (C,) < He/2! =e 
k=1 b=1 


以 及 序列 {fn《s)} 在 加 上 是 一 致 收敛 的 . 


积 分 
定义 ” 设 z(s) 是 定义 在 S 上 的 实 ( 或 复 ) 值 函数 .如 果 z(s) 在 有 限 个 , 璧 如 说 % 个 ， 不 相交 


的 器- 可 测 集 Bj 的 每 一 个 上 都 等 于 非 零 的 有 限 常数 而 在 SS U B; ETO, MEAK zx(s) 是 
s=1 

有 限 值 的 ， 我 们 把 lE B; 上 的 值 记 为 zw， 如 果 了 1z|mm (Bi)<oo， 则 称 z(s) HS bie m- 

. b b . j=l o q 

可 积 的 或 简称 为 可 积 的 ， 并 把 数值 xjm(B;) 定 义 为 <(s) 在 S 上 关于 测度 mr 的 积分 ; 此 积分 记 

ai ae < 一 OF 


为 | z(s)m(4s)， 在 预料 到 不 致 于 发 生 混 淆 的 情况 下 ， 还 可 以 把 它 简 记 为 | *(s) 或 更 简略 地 记 
为 |z(e)， 一 个 m-a.e. 定义 在 38 上 的 实 ( 或 复 ) 值 函数 =(s) 叫 做 在 8 上 是 mn- 可 积 的 或 简称 为 可 
积 的 , 如 果 存 在 一 个 有 限 值 可 积 国 数 的 序列 {zw (8)), 它 m-a. e 收敛 于 z(s) 且 满足 

lim | læn (8) —z: (8) |m (ds) =0. 


上 式 表明 lim| za (s)m(ds) 存 在 且 为 有 限 值 ,还 说 明了 此 极限 值 不 依赖 于 近似 序列 {2 (3)} 的 选 


» J4 œ 


B., 我 们 把 im| m (s)m(ds) 定 义 为 z(s) 在 人 上 关于 测度 m 的 积分 | #(s)m (ds) 的 值 ， 有 时 ， 


我 们 也 把 符号 | z(s)m(ds) 简 记 为 |z(s)m(ds) 或 feo, 
积分 的 性 质 
i) 如 果 z(s) 和 3(s) 都 是 可 积 的 , 则 cur (s) 十 By(s) 也 是 可 积 的 | (as) 十 By(s))m(gs) 


=a| z(s)m(ds)+8| y(s)m ds). 

ii) x(s) 是 可 积 的 , H BLL Lae) | 是 可 积 的 ， 

iti) 如 果 z(s) 是 可 积 的 且 a e E a(s) Z0, M| z(s)m(ds) 宇 9， 而 当 且 仅 当 a.e. 有 2(s) 
=0 H, FIFRE. 

iv) 如 果 z() 是 可 积 的 , MRH X(B) | æC) m (ds) o- FT int, AURRE HOA b 
任何 一 个 不 相交 的 序列 {都 及 DB) = DXB. KB, | gemas) = | CalsdeCodm(ds), 


j=1 
而 Ca(s) 是 集合 五 的 特征 函数 , 亦 妈 
4 sCB 时 ， Cz (s) =1, m4 scS—B 时 ， Cs(s) =0. 
v) 在 iv) 中 的 XX(B) 在 这 种 意义 下 关于 m 是 绝对 连续 的 ， 即 由 rw(B) =0 HER X(B) =0. 


a 8 0 è o 


这 个 条 件 等 价 于 lim X(B) 一 0 RF BOB 是 一 致 成 立 的 , 


Lebesgue-Fatou 引 理 ik{z,(s)} 是 一 个 实 值 可 积 国 数 序列 . 如 果 存 在 某 个 实 值 可 积 函 数 
a(s) [EHI F n=l, 2, ++, A (s) Ba, (s)a.e. 成 立 (或 对 于 n=1,2,…， 有 7(8) 三 x, (8)a. e 
ae), M f 


| (Hime, (s) )m (ds) =Tim| ,x (s)m(ds) 
(| (mes (=) )m (ds) slim| a, (s)m (ds) )s 


我 们 约定 ， 如 果 Jimen (2) (或 1imz。(5) 是 不 可 积 的 ， 则 理解 为 Tim| a, (2)m(de)=—co (或 


no 


limf ay (s)m(ds) =co), 


EM (S, B, mm) 和 (3S Bm AATMESA. RASS 表示 8x 5' 的 子 集 的 最 
小 o- 环 , 它 包含 所 有 形 如 Bx B 的 集合 , 其 中 , BCS, B'ES. TER, EBxXD' 上 存在 玲 一 确 
定 的 o- 有 限 且 0- 可 加 的 非 负 测度 mx m 使 得 
(mxm') (BxB')=m(B)m'(B'), 
m x mi Wiem m 的 乘积 测度 ， 我 们 可 以 定义 3xS EA Bx BT MAR els, s DAR m x 
m!- TT AA x(s, 8'). mx m -aR els, 8) SxS 上 的 积分 值 记 为 
. 15 . 


ff ZX(s, s' ) (m x m’) (dsds') È, (f a(s, s’)m(ds) m’ (ds'). 


&xagi 8 xg! 


Fubini-Tonelli 定理 ”一 个 Bx DB’ -amA el, s' ) 在 态 xS' bE mxm -可 积 的 , SE 
仅 当 二 次 积分 
(4 {lo s) meas) bin’ as) 和 | flac, s') jm ds’ )}m (ds) 


gsr 


之 中 , 至 少 有 一 个 是 有 限 的 ;并且 对 于 这 种 情形 , 我 们 还 有 
[f zs, s')m(ds)m' (ds") =| if, acs, s')m (ds) km! (ds' ) 


ge 
Sxl 


-| ff 20 s')m! (ds’ bm (ds). 


拓扑 测度 

定义 设 5S 是 一 个 局 部 紧 空 间 , 例如 , 是 一 个 7% 维 欧 几 里 得 空间 R k R 的 一 个 团子 集 . S 
的 Baire FRÆ S ATRIA h c- 环 的 一 个 元 , 该 0- 环 含有 每 一 个 紧 局 - 集 ， 亦 即 3 的 这 
样 的 紧 集 , 它 是 如 的 可 数 个 开 集 的 交集 .3 的 Borel 子 集 是 仿 的 子 集 的 这 种 最 小 z- 环 的 一 个 元 ， 
该 c- 环 含有 8 的 每 一 个 紧 集 . 

如 果 态 是 欧 几 里 得 空间 R 的 一 个 闭 子 集 ， 则 刁 的 Baire 子 集 和 Borel 子 集 是 一 致 的 ， 这 是 
因为 在 BR" 中 的 每 个 紧 ( 有 界 闲 ) 集 都 是 G,- 集 ， 特 别 地 , iE S EH R A R 的 一 个 闭 区 间 , 则 
Sf) Baire(=Borel) 子 集 还 可 以 定义 为 如 的 子 集 的 这 种 最 小 0- 环 的 元 ， 该 o- 环 含有 所 有 半 开 
区 间 (a, 6). 

定义 设 5 是 一 个 局 部 紧 空 间 ， 这 时 ， 3 上 的 一 个 非 负 Baire(Borel) 测度 是 一 个 定义 在 8 
的 每 个 Baire(Borel) 子 集 上 的 zc- 可 加 测度 ， 且 使 得 每 个 紧 集 的 测度 都 是 有 限 的 ， 设 各 是 一 个 
Borel 测度 ， 如 果 对 于 每 个 Borel $ B IA | 

m(B) = infmW), 


这 里 , FAR NO BUFFS U, 则 称 此 Borel 测度 加 是 正则 的 ， 我 们 也 可 以 用 美 似 的 
方法 来 定义 Baire 测度 的 正则 性 , 结果 发 现 Baire 测度 总 是 正则 的 ， 还 可 以 证 明 每 个 Baire 测度 
都 可 以 唯一 确定 地 扩张 为 一 个 正则 的 Bori 测度 ， 因 此 , 我 们 今后 只 讨论 Baire 测度 

定义 、 设 f(s) 是 定义 在 局 部 紧 空 间 8 上 的 一 个 复 值 范 数 ， 如 果 对 于 复 乎 面 Ca 内 的 每 个 
Baire $ B, 广 !(B) 痢 是 8 的 一 个 Baire 集 ， 则 js) 叫做 8 上 的 一 个 Baire RH. WLS BAH 
个 紧 集 的 并 集 ， 则 每 个 连续 函数 都 是 Baire 函数 ，Baire 函数 关于 8 的 所 有 Baire 集 的 c_ 环 总 
是 可 测 的 . 


Lebesgue 测 度 


定义 ”假定 S 是 实 轴 RR 的 一 个 闲 区 间 ， 设 Pe) 是 3 上 的 一 个 单调 非 减 函数 且 它 是 
» 16 。 


右 连 续 的 : F(z) = inf Py), RA m (Ca, 5]) =F) PG) RE MATE BE Ca, »] 上 


\ 

HAZ m, Em 可 以 唯一 确定 地 扩张 为 8 上 的 一 个 非 负 Baire WE, SAMPARA, 该 
扩张 后 的 测度 是 有 限 的 ， 即 m(S)<co. mR m Bm F(s)=s 导出 的 Baire 测度 , Ml m 叫 
做 Lebesgue 测度 . R” 中 的 Lebesgue 测度 可 以 用 % 个 一 维 Lebesgue 测度 通过 构造 乘积 测度 的 
办 法 得 出 来 . 

关于 Lebesgue 测度 和 相应 的 Lebesgue 积分 , 我 们 有 以 下 两 个 重要 定理 : 

定理 1 ike MER hy — + Baire REH Lebesgue 测度 11 是 有 限 的， 如果 我 们 用 
BOC 表示 集合 BRC 的 对 称 差 : BOC=BUC—BNC, 则 我 们 有 

lim | (M+h)OM| =0, 共 中 , M+h={eCR*sx=mt+h, mem}. 


n 1/2 
这 里 ， mth= (m, +hi,e, Maths), m= (m, e., Ma), k= (hy, ar) h,), milki -(>1) 。 
1=1 


定理 2 设 G 是 的 一 个 开 集 ， 对 于 G 内 的 任何 Lebesgue 可 积 函 数 f(z) 以 及 任何 e>0, 
总 存在 一 个 在 G 内 连续 的 函数 C.(z) 使 得 {zEG; C.(z) 关 0}" 是 G 的 一 个 紧 子 集 , 并 且 有 


| |f@)-C.(@) lde<e. 


注 km aA S 上 的 一 个 Baire WE. SHEER 叫做 m- 测 度 为 0 的 集合 , 如 
果 对 于 每 个 e>0 都 存在 一 个 包含 2 的 Baire $ B, 而 m(B) 过 e， 我 们 可 以 把 mx 扩张 到 mmx- 可 测 
集 的 族 上 去 , 而 一 个 m- 可 测 集 只 与 某 个 Baire 和 集 相差 一 个 mn- 测 度 为 0 WHA, RE—A ma 
度 为 0 的 集合 上 不 成 立 的 任何 性 质 都 叫做 mm- 几乎 处 处 (m-a. e. ) 成 立 的 性 质 ， 我 们 也 可 以 把 可 
积 性 推广 到 与 一 个 Baire 函数 m-a. e 相等 的 函数 上 去 ， 


§4. 线性 空间 
线性 空间 


定义 ” 某 集 合 六 叫做 在 域 了 上 的 一 个 线性 空间 ， 如 果 下 列 条 件 成 立 ; 
于 是 一 全 阿 贝尔 群 (其 代数 运算 记 为 加 法 )， (1) 
定义 了 一 种 数 乘 : 对 于 每 个 元 素 xEX 与 每 个 
aE 玉 ， 总 对 应 着 下 的 一 个 确定 的 元 素 ， 记 为 
ar, 使 得 有 
(+y) =ar+ay (ac K; a, yEX), (2) 
(a+ P)x=ae+Pa (a, BCK;xEX), 
(af)x=a( Br) (a, PEK; rEX), 
1.z 一 2 C1 是 五 的 单位 元 素 ), 
今后 ， 我 们 只 考虑 在 实数 域 B' 或 复数 域 C1! 上 的 线性 空间 . 我 们 根据 系数 域 玉 是 实数 域 FR! 
或 复数 域 C 而 把 相应 的 线性 空间 叫做 实 的 或 复 的 . 因此 , 在 后 面 各 处 我 们 讲 到 的 线性 空间 都 是 
. 17 . 


彰 实 的 或 复 的 线性 空间 ， 我 们 几 和 希腊 字母 表示 系数 域 的 元 素 而 用 罗马 字母 表示 互 的 元 素 ， 到 的 
零 (元素 ) (二 关于 加 法 的 阿 贝 尔 群 六 的 单位 元 素 ) 与 实数 的 零 将 用 同一 个 字母 0 来 表示 ， 因 为 这 
梓 做 并 不 会 引起 麻烦 , 例如 0.z= (aa) = ax —as=0. 关于 加 法 的 阿 贝 尔 群 的 逆 元 素 记 为 一 
容易 看 出 一 z= (一 1)x. 


BARA, WRX St N 个 线性 无 关 的 向 量 , BRAT TE Ce + 1) PATEL AB 2 PE AAR AY, MB XE n 
维 的 ， 如 果 线 性 无 关 的 向 量 的 个 数 不 是 有 限 的 , I XC PREG, EA n 维 线性 空间 中 , 任 
何 % 个 线性 无 关 的 向 量 所 成 的 集合 构成 了 的 一 个 基底 ， 而 了 的 每 一 个 向 量 z 都 可 以 由 基底 y, 


Yay ry In 唯一 地 表示 为 2= D> loys, BEM ARPES TX AATE, 如 果 对 任何 v, 8EM， 其 线 
f=1 


系数 域 的 线性 空间 . 


线性 算 子 与 线性 泛 函 

定义 ” 设 X， 了 是 在 同一 个 系数 域 上 的 线性 空间 ， 定 义 在 牙 的 线性 子 空间 DD 上 而 取 人 在 

YARRA T: ->y 二 了 T(z) 二 Tz 叫做 线性 的 , 如 果 
T (au, + pre) =a(Tx,) +B Tz). 

特别 地 , 此 定义 能 导出 | 
T-0=0, T(—x) = -— (Tr). 
我 们 记 

D=D(T), LE 下 二 To ceD(T)}=R(T), (rED(T); Te=0}=N (T) 
FD NAS EAT BT ae SC ER AE SA, Tk DCP) SX 上 到 了 内 的 线性 算 子 或 线性 变 
ih, 或 者 , 稍 答 笼统 一 点 , 就 叫做 由 于 到 了 内 的 线性 算 子 ， 如 果 值 域 书 (T) 含 于 数 域内 ， 则 称 了 J 
为 DCT) 上 的 线 性 泛 函 ， 如 果 基 个 线性 算 子 了 给 出 了 一 个 由 DT) 到 及 (T) 上 的 一 一 对 应 的 映射， 
旭 逆 映射 ?给 出 了 一 个 由 R(T) 到 DCT) 上 的 线性 算 子 : 
当 xwED(T) 时 ,TTx=z， 而 当 gER(T) 时 , TT y =y. 

2 ”是 了 的 逆 算 子 或 简称 为 卫 之 道 . 由 于 了 (zi e) = Tr Te 所 以 我 们 有 下 面 的 

命题 ka TAMA T, 当 且 仅 当 由 Tw=0 HEB e=. 

定义 ( KT: MT, 是 线性 算 子 ， 它 们 的 定义 域 DT) A DT.) 都 含 于 线性 空间 工 内 而 值 域 
RODE RP) 都 含 于 线性 空间 了 内 。 这 时 , MA TT, 4H DT) =D(T,) 并 且 对 于 所 
ARI EEDIT) = DL.) WA Pie Tox. wn DO) SDP») LARE PED CT1) 都 有 Tix=Tyzx， 
则 称 Te ATs 的 一 个 扩张 而 称 人 为 7 的 一 个 限制 ; AMP TST. 

”约定 ”线性 泛 函 自在 点 CD(T) WE To), 有 时 用 <z, 到 来 表示 , 即 

» 18 « 


T(x) = <x, T>. 


“ 商 空 间 

命题 设 用 是 线性 空间 节 中 的 一 个 线性 子 空间 . 对 于 两 个 向 量 w zaEX, 如 果 (21 一 x2)EM， 
我 们 就 说 向 量 2 和 zs RPM SH Hy, 并 把 这 个 事实 记 为 s =r, (modM). XM, RNA 

(i) r=s(modM), T 

Cii) ant z, =x, (mod M), 则 x. =x; (mod M), 

(iii) 如 果 x, =x, (mod M) B. 2,=2,(modM), N] x, =x, (mod M), . 

证 明 (i) 是 显然 的 , AA e—e=0CM. (让 )) 如 果 (z1 一 52)EM, 则 (zs 一 51) =— (a, —-a,) CM. 
Git) NR (e — 2EM F(a. —43) CM, Me —a3) 二 (Xi1 一 22) 十 (zs 一 x3)EM， 我 们 把 对 中 与 固定 
向 量 z 关 于 模 收 等 价 的 一 切 向 量 所 组 成 的 集合 记 为 &;。 于 是 , 由 性 质 (ii 和 (iii) 可 知 ,E。 中 所 有 
的 回 量 关于 模 天 彼此 都 是 等 价 的 ，E。 称 为 ( 模 为 用 的 ) 等 价 向 量 类 , 而 5 中 的 每 个 向 量 都 叫做 类 
sz 的 一 个 代表 .因此 , 一 个 类 由 它 的 任何 一 个 代表 完全 确定 ， 亦 即 9E6 MOREE, BL 
个 类 ELAN Ey, AAAS ( 当 yE6s 时 )， 或 者 重合 ( 当 yE6s 时)， 因 此 ， 整 个 空间 下 可 以 分 解 为 
(关于 模型 ) 彼 此 等 价 的 向 量 的 类 én 

定理 RATT LSA MAMI) 类 看 成 是 一 个 新 的 线 | 性 空间 的 向 量 ， 这 里 , 类 的 加 
法 运算 和 类 同 数 的 乘法 定义 为 

s tHE = Ér a, = Ear 

证 明 上 述 定义 并 不 依赖 于 类 上 和 各自 的 代表 的 选择 ERE, In Re,—a)CM, 

(gi1—DEM, Ml 
(FI) — @+y) = i —2) + (y EM, (aa, — ar) =a (aa) EM. 

这 样 , 我 们 就 证 明了 55,40, = Enos AA Ear S Een JENTE 硬 定 义 的 关于 类 的 加 法 和 类 同 数 的 
乘法 是 合理 的 ， 

定义 用 这 种 方式 得 出 来 的 线性 空间 称 为 和 关于 模 开 的 商 空间 , 记 为 X/H. 
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第 一 章 半 范 数 


线性 空间 中 的 一 个 向 量 的 半 范 数 给 出 这 个 向 量 的 一 种 长 度 ， 为 了 在 一 个 无 限 维 的 线性 空间 
中 引进 一 种 拓扑 使 其 适用 于 经 典 的 和 近代 的 分 析 , 有 时 必须 用 到 无 穷 多 个 半 范 数组 成 的 一 个 系 , 
Bourbaki 学 派 的 贡献 之 一 在 于 他 们 强调 了 通过 满足 分 离 公理 的 一 个 半 范 数 系 来 定义 的 局 部 吓 
空间 在 泛 函 分 析 中 的 重要 性 ， 如 果 半 范 数 系 退化 成 单独 一 个 半 范 数 ， 则 相应 的 线性 空间 称 为 
空间 ， 完 备 赋 范 线性 空间 的 概念 是 由 S. Banach 和 N. Wiener 在 1922 年 左右 彼此 独立 地 提出 
的 ， 本 书 中 的 拟 范 数 作为 范 煞 的 一 种 变种 是 由 M. Fréchet 提出 的 ， 局 部 凸 空间 的 一 类 特殊 极 
限 一 一 归纳 极限 对 于 讨论 广义 函数 或 分 布 是 有 效 的 , 这 分 布 概念 作为 5, L. Sobolev 推广 的 函数 
概念 的 系统 发 展 乃 是 由 L. Schwartz 提出 的 . 


8 1。 举 范 数 与 局 部 凸 线 性 拓扑 室 间 
如 土 面 叙 言 所 述 ， 半 范 数 的 概念 在 线性 拓扑 空间 的 讨论 中 有 根本 的 重要 性 ， 我 们 从 半 范 数 
的 定义 开始 . 
定义 1 定义 在 线性 空间 上 的 一 个 实 值 函数 pe), 如 果 满 足 条 件 ; 
p(a+y) Eple) +p) (次 可 加 性 )， (1) 
pax) = |a] pCa), (2) 
则 称 它 是 和 上 的 一 个 半 范 数 ， 
Pll AeA, La, r, En A= (E1, T2, za) 所 构成 的 nw 维 欧 几 里 得 空间 R 按 
wR: 
t+ y= (+9, La ty, Fat Yn)s 
ZE = (QL; , ALa, ***, Tn ) 


成 为 一 个 n 维 线性 空间 ， 在 此 情况 下 p(s)=maxlzi| 大 一 个 半 范 数 ， 以 后 要 证 pe) = 


(> asle wo 其中 q=1, 也 是 RY 上 的 一 个 半 范 数 . 
j=1 


命题 1 半 范 数 p(w) 满 足 
p(0) =0, (3) 
p(w 一 zz) 兰 |2(z ) —P (we) |, EBB p(x) 20, (4) 
证 明 2(0)=p(0.x)=0.p(w) 二 0， 由 次 可 加 性 ,得 p(w 一 x2) 十 p (zo) 宇 p(zi) 因 此 p(x 一 
v2) 宇 Pv) p), X ple, 一 we) = | 一 1| -ple 一 v1 = pa) pa), 于 是 就 得 到 (4) 式 ， 
+ 20 + 


命题 2 设 p(x) 是 疼 上 的 一 个 半 范 数 ,而 c 是 任 一 正 数 ， 则 集合 M=WCX plz) 三 6}) 其 有 


下 列 性 质 : 
M>0, (5) 
ME: 如 zyEM 且 O<a<1, MYA art (1a) yEM, (6) 
MEFR (Œ Bourbaki 的 术语 中 用 équilibré 一 词 ): 如 zxEM A la| 三 1 则 
必 有 ancl, (7) 
了 是 吸收 的 : 对 任何 xEX, 总 存在 a> 0 使 得 a 2eM, (8) 
p(x) = inf a (inf =infimum = RAFA). (9) 
证 明 由 (3) 显 然 有 (5)， 由 (2) 证 出 (7) 与 (8)， 由 次 可 加 性 (1) 与 (2) 证 出 (6)， 注 意 到 如 下 
的 三 个 命题 : 
[owEM] [p (aa) Sc] — [p(x) Sac] 
Ae OF HE BT WE LH (9), 
定义 2 ZA 


Py(x)= inf a (9') 


a>0, aixe Ww 
BRA X OP BGS i Ho My Minkowski #2 k. 
命题 3 设 线 性 空间 X 的 一 族 半 范 数 {p,(w); pCO AED BAR: 
对 任何 ro 0, 在 族 中 总 存在 pr (x) 
{8 Py, (20) #0 成 立 . (10) 
选取 族 中 任 一 有 限 半 范 BHR, BRUNE pr Ca), Pye), oe, Pon) Rm 个 任意 正 数 £n En t, Ens 
并 设 


U={xex; Py (a) Se; (j=l, 2, oor my}. (11) 
U 是 一 个 平衡 与 吸收 的 凸 集 ， 把 这 样 的 集 如 作为 了 中 向 量 0 的 一 个 邻 域 , 并 用 形 如 
£o +U = (yEX; y= x+ u, ucU} (12) 


的 集合 来 定义 任 一 向 量 r HPR SEX WAT TRG, ESAEASET AN — TOR, 
那么 这 样 的 集合 @G 的 全体 {G AEE 0 章 , 预备 知识 , 8 2 给 出 的 开 集 公理 . 

证 明 首先 指出 形 如 Go = {xEX; Pp,(7)<c} 的 集合 Go BAB, AAMS CG 及 py (a) = 
Pe. Wa 的 邻 域 re +U 必 包 含 在 Go 内， 其 中 = {EX pr) ep) RER h 
UCU 必 导 致 p, (Go +u) SP, (Xo) +p (Cu) <P + (e—B) =e, 

所 以 ,对 任何 一 点 TEX, 必 有 一 个 包含 ro 的 开 集 zo 十 Go， 由 上 述 开 集 的 定义 , 显然 , 任意 个 
开 集 的 并 集 以 及 有 限 个 开 集 的 交集 都 仍 为 开 集 . 
因此 , 我 们 只 须 证 明 Hausdorff 分 离 公理 : 
dn a, ea, 则 存在 不 相交 的 开 集 G 与 Ge 使 得 
TEG, 2Z2CG2。 《13) 
e 2f 。 


考虑 到 一 般 点 zo 的 邻 域 的 定义 (12)， 只 要 对 z1 =0, zs +0 的 情况 证 出 (13) 就 够 了 .由 \10)， 我 
们 能 选 出 pz) 使 得 pr (ae) =a>0. TKI, an THE, G= fscx; po 一 是 开 集 ， 显 然 ， 
G30=z .我 们 必须 证 明 G 与 G,=n+G, 无 公共 点 ， 设 若 不 然 ， 有 一 点 JEGnG， 由 和 Ga 
UF y= a1 +g =a, 一 (一 作对 某 个 9EG 成 立 , 从 而 由 (4) 得 By, (Y) E Pr, @2) —Pr, (9) = 分 


= 总, 这 是 因为 一 9 与 9 一 样 是 属于 @ 的 。 这 与 由 CG, 导致 的 不 等 式 P,(y) <a/2 MEJA, 
命题 4 按 上 面 开 集 的 定义 , X 成 为 一 个 线性 拓扑 空间 ， 即 是 说 , X 是 线性 空间 同时 又 是 一 


个 拓扑 空间 , 它 使 得 两 个 映射 xX>X: (e, y) ety 及 KX XX: (a, s) raw 都 是 连续 的 .此 
外 , 每 个 半 范 数 pO E X 上 也 是 连续 的 . 
证 明 ”因为 半 范 数 是 次 可 加 的 ， 故 对 0 的 任 一 邻 域 00, 总 存在 0 的 某 个 邻 域 了 使 得 
VtV=(wEX;w=0,4+%, 其 中 by EV} SU 
所 以 , 当 记 (a+ y) — (ty +y) = (4-4) + (Y—Yo) 
时 , RITENI E, y) x+y E r= r, y= y ERRA, X 0 的 任 一 邻 域 吕 及 任 一 数 4 大 0, 集 
合 oq0 一 2%EX;X 一 au,wuEU} 也 是 0 的 一 个 领域 ， 于 是 , 当 记 
LE — XLo =A (L — Eo) + (G— Ay ) Yo 
时 , 由 (2) 知 (&, s) >ar FE =, w= wy 处 连续 . 
Hy | p,(2)—py (ao) | 三 8,(% 一 xo) 就 能 证 明 半 范 数 p,(7) 在 点 z= 二 zo 处 的 连续 性 . 
定义 3 如 果 线 性 拓扑 空间 头 的 任 一 含有 0 的 开 集 都 包含 一 个 平衡 和 吸收 的 凸 开 集 ， 则 称 
工 是 一 个 局 部 名 线性 折扣 空间 或 简称 一 个 局 部 由 空间 ， 
命题 5 线性 空间 闷 的 平衡 与 吸收 古 子 集 双 的 Minkowski 活 孙 pu(7?) 是 了 上 的 一 个 半 
证 明 由 于 包含 关系 
L| Pul) +HE)EM, yf Puly) +e EM 
对 任何 e>0 成 立 , TA M HoE R Se 


pute _ æ pu(t)+e 
PGES OEE Tae ETRE OES MOES AMOL TRA 


从 面 有 Pu @+ 9) Spu(t)+ Puy) +2e, AA e>0 是 任意 的 , 所 以 我 们 得 到 gu(z) 的 次 可 加 由 ， 
类 似 地 , 因为 用 是 平衡 的 , 所 以 我 们 得 到 py Car) = jal Pule). 

这 样 我 们 就 证 明了 

定理 被 一 族 满 足 分 离 公理 (10) 的 半 范 数 如 上 面 那样 拓扑 化 的 线性 空间 必 是 一 个 局 部 号 
空间 且 在 此 空间 中 每 个 半 范 数 P, (x) 都 是 连续 的 , 反之 , 任何 一 个 局 部 凸 空 间 也 正好 是 如 上 面 那 
样 通过 半 范 数 族 拓扑 化 的 一 个 线性 拓扑 空间 ， 而 该 半 范 数 族 乃 是 由 的 诸 平衡 与 吸收 的 凸 开 集 
的 Minkowski 泛 函 所 组 成 的 


”定义 4 设 失 7) 是 定义 在 R" 的 一 个 开 集 内 的 一 个 复 值 函 数 . 所谓 于 的 支 集 , 记 作 supp(P， 
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是 指 包 含 着 集合 {xEQ; f(a) 920} 的 (拓扑 空间 2 的 ) 最 小 闲 集 . 它 可 以 等 价 地 定义 为 的 最 小 半 
RERI SEAR. 
定义 5 ”我们 用 (O), 0 三 8<co， 表 示 定 义 在 2 内 且 具 有 直到 并 包括 关 阶 (如 8 一 co, ME 
有 各 阶 二 co) 连续 偏 导数 的 全 体 复 值 函数 所 组 成 的 集合 ， 用 C8 (9) 表 示 属 于 C0*(Q) 具 有 紧 支 
集 的 全 体 函 数 所 组 成 的 集合 , 亦 即 那些 其 支 集 是 只 的 紧 子 集 且 属于 0*(8) 的 洋 数 所 组 成 的 集合 . 
属于 C8 (9) 的 函数 的 一 个 典型 例子 是 
f(z)=exp((lzl2 一 D)-9 


好)2<1 时 ， a4 


LM] 


jel =| (£1, £2, t, Tn) | =( 


1 


a 
ti 


=0 ğe] =1 时. 


= 间 Eo) 
C*(Q) fish 
GfithoM=f, +h,  (ef)(r)=af(*) 
下 成 为 一 个 线性 空间 ， 对 于 如 的 任 一 紧 子 集 到 和 任 一 非 负 整 数 mak k= WM, m<), 我 
VE PERK 


Paom(f) = sup (DFE), fEc*(Q), 
其 中 sup 二 supremum 二 最 小 上 界 而 
D'f(x)= er Oo Bag t, Dads 
s| = | Csi, S25 "t, sn) |= Diss 


FE C* (Q) 在 这 族 半 范 数 下 成 为 一 个 局 部 凸 空间 ， 记 这 个 局 部 凸 空间 为 G:(Q)， 在 这 个 空间 
GQ) th, 收 伊 lim 妨 = 了 就 是 在 中 的 每 一 个 紧 子 集 玉 上 , 对 每 一 个 5, [s| EC k= 时 , 18] 过 


co), WesklimD*f,(@) = D°f(@)— Bebe mre, RTE EOKA ECD), 
命题 6 E(O) 是 一 个 度量 空间 ， 


oo 


证 明 it KCK. SKS = U ,成立 的 的 紧 子 集 所 组 成 的 一 个 单调 增 
加 序列 ， 对 每 个 正 整 数 h, 定义 距离 


a, 9) = Doo Prpa fD A+ Pe, m(f—g)) +. 
m=0 
则 在 COPRIS limf, =f HIER 


d(f, 9) = 2h, Ditha, g)) 


© 23 e 


来 定义 ， 我 们 必须 证 明 aF ORS D 满足 三 角 不 等 式 ， 对 于 di(f, 9) 的 三 角 不 等 式 证 明 如 
下 : 由 半 范 数 px,m( 有 ) 的 次 可 加 性 ， 容 易 看 出 d(f,9) 满足 三 角 不 等 式 haC, g) Ed, k) + 
da(k,g9), 这 只 要 我 们 能 证 明 不 等 式 
læ Bl (+ la—B6]) alay] atla hll ale 
对 复数 % 6 及» 成 立 就 行 了 , 而 这 个 不 等 式 显然 可 以 由 对 任何 一 组 非 负数 % 6 及 ? 均 成 立 的 不 
等 式 : 
(a+ B)(1+a+P)'Sa(1+a)-'+ 801+ 8)" 

来 推出 ， 对 于 ad(f, 9) 的 三 角 不 等 式 可 以 类 似 地 证 明 , 

定义 6 设 卫 是 一 个 线性 空间 ， 又 设 { 有 .是 了 的 线性 子 空间 X. 所 组 成 的 一 个 族 且 使 得 
EEX DHE BAEN X. 是 一 个 局 部 山 的 拓扑 线性 空间 且 使 得 当头 。, 生 X。, 时 , Xo, 的 拓扑 
5 X. teh X., 的 子 集 的 相对 拓扑 是 一 致 的 ,我们 把 和 的 每 个 平衡 与 吸收 的 凸 集 乙 称 作 “ 开 ”的 ， 
当 且 仅 当 对 一 切 的 Xs 而 言 , 交集 UU 门 X。 都 是 包含 X 的 零 向 量 的 3。 的 某 个 开 集 ， 如 果 立 是 一 
个 局 部 是 拓扑 线性 空间 , 而 其 拓扑 是 用 上 述 方法 确定 的 , 则 X 称 作 诸 Xa 的 (严格 ) 归纳 极限 ， 


注 从 每 个 X。 中 ,都 选取 ,中 0 的 一 个 平衡 的 西 邻 域 D， 则 并 集 V= U Uton U, 即 
= 和 sx w= Sp, vjEV, B;=0 (j=1, 2,1, n), 
14=1 


Spl, Jpn 是 任意 有 限 数 | 


了 = 上 
必定 满足 条 件 : 鼠 是 平衡 与 吸收 的 凸 集 ， 并 且 对 所 有 的 Xa NUN X. 均 是 Xe 中 0 的 一 个 平 
衡 凸 邻 域 ， 由 任意 选取 U. 而 得 出 的 所 有 这 种 如 构成 诸 X。 的 (严格 ) 归纳 极限 X 的 0 的 一 个 基 
本 邻 域 系 , 即 诸 X. 的 (严格 ) 归 纳 极限 玉 的 0 的 每 一 个 邻 域 都 含有 上 述 的 一 个 UU， 这 个 事实 表明 
上 述 ( 严 格 ) 归 纳 极限 的 定义 是 合理 的 , 


空 fa] DA) 
ODEA 
Gi tf C2)=f (tha), (af)(2)=af(2) 
FRA— DREZAN., HF OME RR PEK, UD, (9) 是 使 得 supp EK 内 的 所 有 函数 
TECI (8) 组 成 的 集合 ， 在 D,(2) EA 
Paom(f) 一 sup |PT(z)j, 其 中 由 <co， 


定义 一 半 范 数 族 ， 于 是 , Dy (由) 咸 为 一 个 局 部 下 拓 四 线性 空间 A KSK: h, De (人 2) 的 拓扑 
45 Dy COED Dr COATE EEA. TE DO) (这 里 天 取 遍 但 的 所 有 
紧 子 集 ) 的 (严格 ) 归纳 极限 是 一 个 局 部 凸 线性 拓扑 空间 ， 用 这 样 的 方法 把 CY(Q) 拓扑 化 后 便 记 
AD(Q), BRIER: 


pf) =sup|f(z)| 
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RAZO 的 拓扑 的 诸 半 范 数 之 一 . 因为, 如 果 令 D= SERO PAE, MERUN) 
Hh Ue = (FED (Os Pe G) = supl fO) EN A. 

命题 7 EOM ANKI lim fx 0 意味 着 满足 如 下 两 个 条 件 ; OPEO 的 某 个 紧 子 集 
K 使 得 supp F) GK (A= 1, 2, +), AR GD 对 任意 的 微分 算 子 DY, RESID 2) HE K 上 都 一 
Sule OF 0. 

证 明 RIAA). BEAR, WERT OTERO), CEARR RA 
以 及 {f(z)) 的 一 个 子 序列 (fi,(7)) 使 得 fa, @P) 大 0。 这 时 半 范 数 


pA) = 2 sup POE hR A 
的 诸 紧 子 集 K; 所 组 成 的 单调 增 序列 满足 
Rit Ü Ks=9 M R PEK, -K= 
1,2, a), Ko= Ø 


确定 了 DDH 0 H — AAR U = SEO; PASEL. RE fn 中 没有 一 个 含 于 忆 内 ， 
系 EDO) 内 的 收 化 lim 户 = 了 意味 着 满足 如 下 两 个 条 件 ; (存在 只 的 某 个 紧 子 集 正 使 


得 supp (f,) GK (A=1, 2, +), 以 及 (让 ) 对 任意 的 微分 算 子 D5, 序列 Df, (2) EK LBB 
Df(z). 

命题 8 (一 个 逼近 定理 ) ”任意 一 个 连续 函数 了 E09(R") 在 R" 上 都 可 用 CF(Q) 中 的 函数 
je ROBIE, | 

证 明 i 62) 204 PS AMBR BS 6.(2)=h7'0, (c/a), XE a> K h> 是 使 得 

| om=1 (15) 

满足 的 常数 ， 
子 是 我 们 定义 了 的 正则 化 fo: 


falz)=| fa) 8. @)dy=|_ FB. dy, as 
其 中 
B— y= (8, =Y, B2 — Y2, t, En — Yn). 
因为 了 和 0。 都 具有 紧 支 集 , MARDEK. ih 因为 
L| fOe, 
所 以 , MIR a0 充分 小 时 ,f。 的 支 集 能 取 在 supp (f) 的 任 一 邻 域内 ， 其 次 , 在 积分 号 下 求 导数 有 
D'falz)=Difa(e)=| fy) Di. (0—0) dy, ay 
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从 而 天 在 OERO H, BAS 0a @—y)dy=1, 有 
IFG) —f(2)10a @—y)dy 


| 


fa(r)—-f@)1S| ,10110 2D oay 三 
| CC LA 
右边 第 一 项 是 <e 的 ; 而 右边 第 二 项 , 对 于 充分 小 的 a> 0, 等 于 0, 这 是 因为 , 由 具 紧 支 集 的 函数 f 
的 一 致 连续 性 ， 存 在 某 个 a>0 使 得 从 1f(g) Se 必 导致 1y 一 z| >a， 这 样 我 们 就 证 明了 
命题 


8$ 2， 范 数 和 拟 范 数 
定义 1 ”一 个 局 部 凸 空间 称 作 赋 范 线性 空间 , 如 果 其 拓扑 只 由 一 个 半 范 数 所 确定 . 


因此 一 个 线性 空间 称 作 赋 范 线性 空间 , 如 采 对 每 个 EX, BRE PP EK lol, 称 为 向 量 x 
RITE Be, 它 满足 


zl 20 并 且 当 且 仅 当 xw=0 时 | 站 = (1) 

le+yl = lz] GRR, (2) 

Jaa = [æ] - lal. (3) 
FA] He A ye ER Ee el X Ao de Fp wT HE 

d(x, y) =|x—yl (4) 


KEX. ERE, d(x, y) WEEE BAE: 
d(x, y) 20 并 且 当 且 仅 当 a=y k} d(x, y) =0, 
d(x, y) 三 Q(x, 2) +d(z, y) (三 角 不 等 式 )， 
d(x, y) =dy, x). 
这 是 因为 由 (1)，(2)，(3) (4) Heda, y) =|z—-yl = ly—a] =d, 2) R dl, y) =|a—-y] = 
Ja—z+2—y)|S |x—2z] -|z—-y] =d@, 2) +d(z, y). 
在 一 个 赋 范 线性 空间 有 中 的 收 化 lim d(a,, £) =0 记 作 s-lim Tn 或 简单 地 记 作 zz, 并 


且说 序列 {x PAKA F r>， 引 进 形容 词 “ 强 " 字 是 为 了 与 后 面 要 引进 的 * 弱 ? 收 熏 相 区 别 ， 
命题 1 在 赋 范 线性 空间 了 中 ,我们 有 


如 果 s-lim mm 一 和 W] lim |æ] = laf, (5) 

如 果 lim @,=@ H, s-lim a, =a 则 s-lim gazn 一 cz (6) 

如 时 s-lim 2 一 0 B. s-lim Ya=y M] s-lim(@,-+-y,) =z +y. (7) 

证 明王 既是 只 由 一 个 半 范 数 pz(z) 一 1z| 来 拓扑 化 的 局 部 凸 空间 ，(5)，(6) 及 (7) 就 都 已 经 
证 明了 。 然而, 我 们 将 给 出 如 下 的 一 个 直接 证 明 ， 作 为 一 个 半 范 数 ， 我 们 有 

lz—yl=I|Iel—lyll (8) 


TECG) 显然 成 立 . 由 @ ry) laty l= l]a) 二 (一 g Elert yy] 可 证 出 
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(7), ilar — ott, | E flaw — awit jarat] E laan] lelt Lote] lerh RAPS (an) HE FH 
性 , 我 们 得 出 (6). | 
定义 2 一 个 线性 空间 X 称 作 拟 赋 范 线性 空间 ， 如 果 对 于 每 个 xCX， 都 能 赋予 一 个 实数 
向 量 z 的 拟 范 数 , 它 满足 (1), (DAR 
|e] = [le], limfa,e] =0 及 lim Jaz,|=0. (3) 


[æ] 


命题 2 ”在 拟 赋 范 线性 空间 有 中, 有 (5), (6) 及 (7) 成 立 . 
证 明 ”我 们 仅 需 证 明 (6)， 从 上 述 命题 的 证 明 看 出 我 们 必须 证 明 

由 lim Je =0 必 导 致 lim Jaz, | =0 Æ a 的 任 一 有 界 集 上 对 a 一 致 成 立 . (9) 
(9) 的 下 述 证 明 是 S. Kakutani 给 出 的 (未 发 表 )， 考 虑 定义 在 用 绝对 值 作 其 范 数 的 实 线 性 空 
间 R! LEIE pa) = ]azs|， 据 pi(&) 的 三 角 不 等 式 以 及 (3”)， EnO E R EEEE. F 
是 由 (3 所 导致 的 limp, (a) =0 以 及 Egorov 定理 {第 0 章 预 备 知识 ，§ 3. 测度 空间 )， 我 们 得 到 
在 实 轴 R 上 必 有 一 个 Baire 可 测 集 4 具有 以 下 性 质 : 

4 的 Lebesgue ji | A] >0 E lim Pa (a) =0 在 4 上 一 致 成 立 . (10) 
因为 在 实 轴 上 集合 的 Lebesgue 测度 对 于 集合 的 平移 是 连续 的 ， 所 以 当 把 对 称 差 BUC 一 BNC 
wA BOC 时 ,我们 有 

当 o>0 时 , | (4 十 0) 昌 A410 成立， 
因此 必定 存在 一 个 正 数 oo 使 得 
la| =o., 必 导 致 | (4 十 o) 昌 4| 二 14|/2 成立 ， 
特别 地 有 | (4 十 o) 1) Al>0, 
于 是 , 对 于 满足 lo | 三 06 的 任意 实数 og, 有 表示 式 
I 一 w 一 0 其 中 aCA, «EA. 
所 以 ,根据 pu(c) = pala — a) =p, (a) 十 Du(x 7) 得 出 
X joj =i, lim pa (0) =0 在 o 内 一 致 成 立 , 
& MEARE Be, 今 取 正 整 数 k= M / 0 JFE Dako) 三 Kp, (0), WHA la | =, (9) 为 真 . 
注 上 面 的 证 明 可 以 很 自然 地 加 以 修改 , Sh SE I) X Pe BEA 
同 在 赋 范 线性 空间 的 情况 一 样 ， 在 一 个 拟 赋 范 线 性 空间 中 ， 收 纹 lim lz 一 zx.1 =0 记 为 
s-lima, =a, 或 简 记 为 za->23; TERRE (on) SRN KF T, 
Bi) ie Jay Tb SS lad X thE Be PE 0, (7) (n= 1, 2, …) HEH, Wi XPM ER 
Jel = BD 2 "pz) (I+ p72) 
n= i 
Be Ay — Fe A PR PEE VB, KA e e lim By (zi = O(a = 1, 2, …) BER RYE a a We oe 
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s-lim £,=0 等 价 . 
hoe 


$ 3， 赋 范 线性 空间 的 例 

例 1 CCS),， 令 5 是 一 个 拓扑 空间 ， 今 考虑 定义 在 S 上 的 全 体 实 值 (或 复 值 ) 有 界 连 续 函 

数 的 集合 CC(S)， COEN 
(æy) (s)=a(s) +y(s), (ax) (s) =ax(s), lzl=suplz(s) | 

下 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 ， 在 C (5S) 中 ， s-lim T,=% 指 的 是 函数 x.(5) 一 致 收敛 于 x(3). 

例 2 L?°(S,B,m), RAWAL AEK), ik 57(5) 是 爹 体 实 值 ( 或 复 值 ) 员 -可 测 函 
数 x(s) 的 集合 ， 共 中 xz(s) 是 在 S E m-a. e. 定义 的 , 且 |z(s)1? 在 S 上 是 m- 可 积 的 .ZL7(35) 在 
运算 

(at+y) (s)=a(s)+y{s), (ax) (s) =ax(s) 

下 成 为 一 个 线性 空间 ， 这 是 因为 由 不 等 式 |z(s) 十 y(s) [PS 27(1 a (8) |? + |y Cs) 1) BY AVE Bear (s) 
及 y(s) 均 属于 LCS), 则 (x(s) 十 y(s)) 就 属于 Lr(S)， 在 ZA(5) 中 ,我 们 用 


bzl=(| ICs) amas) ) a) 
定义 范 数 ， 这 范 数 的 次 可 加 性 , 即 所 谓 Minkowski 不 等 式 . 


(f, EO rye) mcs) =, 120 mcas) Y” 


+(| ly(s) Pma), (2) 


对 2=1 的 情形 显然 成 立 ， 为 了 证 明 一 般 情 形 1 和 2<co, 需要 
引 理 1 ik l<p<oo, 再 设 了 的 共 轿 指 数 p' 是 由 


1 1 | 
二 + 一 一 1 
r +7 (3) 
确定 的 ， 则 对 任何 一 对 非 负数 a 及 5, 均 有 
aa? b” 
a= + 7” (4) 


上 式 中 当 且 仅 当 =O 时 ,等 号 成 立 ， 
证 明 对 c=0, 函数 FO = 的 极 小 值 只 在 c=1 时 取得 , 且 其 极 小 值 为 0 Hee 


sab», MIRAR, 
(2) 的 证 明 ”我们 首先 证 明 Hölder 不 等 式 


feosofi lye ie (5) 
(为 方便 计 , 我 们 把 | 2(s)m ds) Bw [2(s)), 
为 此 目的 , 我 们 假设 4= (|1z(e)1) ”与 B=([ iyo) ”都 二 0， 因 为 不 然 的 话 z(s)8 (9 
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一 0 a. e. 成 立 , 从 而 (5) 就 能 成 立 ， 今 在 (4) 中 取 a= [a(s)|/A, 5=1y(s)1/B 并 两 边 积 分 , 我 们 
得 到 


|izzc1_ 1 AP 1 B” 


AB = p AP p' B” 1, 它 导致 (5) 成 立 . 


其 次 由 (5) 式 , 有 
flat tye) jra fiels) +y) 2 æl) + flet) +(e) | 198) | 


2({ lets) to i'r?) (fie 
+(| dz +96 rrr) (oe 
根据 P (p—1) =p, 就 证 明了 (2). 
注 1 在 (2) 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 存在 一 个 非 负 常数 使 得 r(s) =oy(s)m-a.e. 成 立 (或 
y (8) = oz(s)m-a.e. 成立)， 这 是 由 下 面 的 事实 导致 的 ， 即 根据 引 理 1, Holder 不 等 式 中 的 等 号 
RIE HAL z(e)g(e) 三 0 ELBE la(s) | ely (8) [PGR Ly (8) |=0 le(s) |9) #8 m-a. e. 
成 立 
注 2 条 件 jzl =([le(s) |?) “=0 与 条 件 z(s) 一 0m-a.e. 是 等 价 的 . 因此 如 果 Lr(S) 中 的 
两 个 函数 m-a.e. 相等 ， 我 们 就 把 它们 当 作 相等 的 函数 ， 按 照 这 各 约定 ，Ze(8) 成 为 一 个 赋 范 线 


+ © e è © č où 


|a(s) | Sa m-a. e. RI. ZPE a A TIIE 


vrai max|w(s)| 或 essential sup|z(s) |. 
sES sts 


1°(8,8, m), REWA L (S), Bahk m-a. e. 定义 在 S 上 的 器 -可 测 的 ,本质 有 界 函 数 所 成 的 集 
合 ，ZL”(S) 中 的 两 个 函数 只 要 m-a. e. 相等 , 就 当 作 相等 的 函数 , 在 此 约定 下 , L”(S) 按 
(a+y) (8) =2(s) +y(s), (ax) (s)=axr(s), |v] =vrai max |æ(s) | 
成 为 一 个 赋 范 线性 空间 . 
定理 1 设 S 的 总 测度 mC5) 是 有 限 的 , 则 有 
im(| la(s) |?m (ds) ) 一 vmai max|z(s) | 对 2(s)EL”(8) 成 立 . (6) 


证 明 (| 16) Pm (as) SmS) vrai maxlz(s)| 是 显然 的 ,于 是 Tia(| 12(s)1?) “< 

£ SEN poo s 
vrai max |a(s) |. 由 vrai max 的 定义 , 对 任意 e>0, 都 存在 一 个 m- 测 度 >>0 的 集合 B 在 其 每 点 
处 ?4s) | =vrai max |æ (s) |e pear, 于 是 (| ,ze rm(ds)) =m (B)'’* (vrai max lz(s)| —e), 
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所 以 lim (| jz(s) |?m(ds)) vrai max jz(s) 1 一 e, 因 此 (6) 是 正确 的 
例 4 ”特别 地 , 设 全 是 由 记 为 1,2,… 的 可 数 个 点 组 成 的 一 个 离散 拓扑 空 间 ， 离 散 一 词 指 的 


ES-U, 2 e) 的 釜 个 点 都 是 中 的 开 集 ， 然 后 我 们 定义 (cD，(0) 以 及 (1)，1 三 p<oo 作为 
C1, 2,…)) 的 线性 子 空间 . 
(co): 考虑 实数 或 复数 的 一 个 有 办 序列,}， 这 样 的 序列 确定 了 一 个 定义 在 离散 空间 S= 


{1, 2, …} 上 的 连续 函数 a(n) 二 E PWR a= {584) 为 一 个 具有 分 量 é DRR. MER IF limé, 
二 0 的 全 体 向 量 c= {6;) 组 成 的 集合 , 按 范 数 
[z] =suplz(n) | =sup] én] 
构成 一 个 赋 范 线性 空间 (co). 
(o): 使 得 有 限 im 生存 在 的 全 体 疝 量 z= (Eq) 所 成 的 集合 ， 按 范 数 [el = sup la Cn) | 
一 sup|s| 构 成 一 个 赋 范 线性 空 问 (e). 


(1), lsp<oo; WED Eom A e h E = 所 成 的 集合 ， 按 范 数 lels 


oo 1/p 
(Ziar) 构成 一 个 赋 范 线性 空间 (1?)。， 作 为 一 个 抽象 的 线性 空间 ， 它 是 C({1, 2,…)) 的 一 


如一] 
个 线性 子 空间 ， 它 也 是 LS, 8, mÆ mD =m ({2}) = = Lm ER, 
dP) =(m): 同 在 ZL*(S) 的 情况 一 样 , 我 们 把 赋 以 范 数 lel sup | ee) | =sup| én | 2k Hest 
间 CC1,2,…)) 记 为 (1*)， 也 可 记 作 (mm). 
测度 的 空间 ” 设 吕 是 5 的 子 集 所 成 的 一 个 o- 环 , 考虑 全 体 实 值 (或 复 值 ) 函 数 p(B) 所 成 的 
集合 ACS, B), SEA p(B) FE BE AE 


对 每 个 BES A | p(B) | 00, (7) 
对 加 中 的 任意 不 相交 集合 序列 (8B;} 有 s(n => p(B). (8) 
j=1 f=1 


我 们 把 ACS, 加) 叫做 定义 在 C3， 加) 上 的 广义 (或 复 的 ) 测 度 的 空间 . 
引 理 2 设 pE4(S, 8) 是 实 值 的 ， 则 用 


Vlg;S) =F (p; S) + 1V (p; 8) | (9) 
定义 的 罗 在 3 上 的 全 变 差 是 有 限 的 ; Us TE BEB 上 的 正 变 差 和 负 变 差分 别 由 
V (p; B) =sup (Bi) B Yp; B)= inf p(B) ao) 


给 出 . 

证 明 Bl (2) =0, 所 以 我 们 有 F(p; B)Z02Y (p; B). BRE Ves 3 三， 则 在 在 一 个 递 
减 序列 {1B.}, 其中 BEB, 使 得 
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其 证 明 可 由 归纳 法 得 到 , ER B =s 并 设 集合 Bu, Bs,…, Bs CELIA, Rink 
的 第 一 个 条 件 , 必 存 在 一 个 集合 BEL 使 得 BSB,, |p (B)| 219) | +k, RIRE E V (o; B) 
一 co 的 情况 下 , 令 Ba =B ME V (p; B)<co 的 情况 下 , 令 Bi. =B.—B, A, 在 后 一 种 情况 ， 
我 们 必 有 了 (9p; BL—B) =% VIR |p (B.—B) |Z |g (B) |— |p By) | Zk, 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
由 序列 {B.) 的 递减 性 质 , 我 们 有 
S— f B. -5 s- B,) = (S—B,) + (B, — Bz) + (Bı— Ba) + + (Ba— Bnr) +" 


n=1 


于 是 , h p 的 可 数 可 加 性 ， 得 


(s- 


这 与 (7) 了 矛盾 ， 
定理 2 Jordan 分 解 ) BE pE4(S, 由 ) 是 实 值 的 ， 则 正 变 差 了 (ep; B), 负 变 差 了 (gp; B) 以 及 
ER Vp; B) 在 B 上 均 为 可 数 可 加 的 ， 此 外 , 我 们 有 Jordan 分 解 
p (B) =V (p; B) +V (p; EBD) 对 任何 BEB 成 立 ， (11) 


b,) (5-1) +9 (B,—B,) +p (B.— Bs) + =Le) 一 Dj 


iD: 


+[ p(B.) —@~(B.) 1+ Ce CB.) — 9 (Bg) J++ =@ (8S) —lime (Ba) 


=00 或 — OO, 


证 明 设 {B,) 是 一 序列 属于 加 的 不 相交 集合 ， 则 对 任何 满足 BSS IB, 的 集合 BEB, 我 们 
. nal 


wo Evenson mani >a JS re B.)， 另 一 方面 ， 如 
n=1 ` n=1 n=1 


n=l 


n=1 


果 CEB 是 B, (n=1,2, =) 的 子 集 ， ma P(o: Sm.) =e (D0) ~ Smo 从 而 
n=1 n=1 


re Sn Sr B). 于 是 我 们 就 证 明了 P(g; B) 的 可 数 可 加 性 ,而 Vlg; BB) 及 VV(9; B) 
1 wel n=l ' 


的 可 数 可 加 性 可 类 似 地 证 明 . 

为 了 建立 起 (11), 我 们 注意 到 对 每 个 适合 CEB EA CCB, 有 gp (0)=g(B) 一 6 (B-OS 
p(B) —V (9; B), Ati V (p; B) Sp (B) —V (p; B) 成 立 类 似 地 得 到 下 (p; B) =~ (B)—V (g; B), 
这 些 不 等 式 联 立 给 出 (11). 

定理 3 (Hahn 分 解 ) 设 MCAS, 8) 是 一 个 广义 测度 ， 则 存在 一 个 集合 PEB 使 得 

对 每 个 满足 BOP 的 BES RA p(B)=0, 

对 每 个 满足 BEP =S-—P 的 BOB BA pB, 

分 解 S=P+ (3S 一 已 称 作 人 的 附属 于 9 的 Hahn 分 解 . 

证 明 对 于 每 个 正 整 数 n, 我 们 选取 一 个 集合 BCS 使 p(B) ZV (9; 5S) 一 2-* 满足 ， 于 是 根 

#8 (11) 2) 
ry 3] 6 


V(93B,) 2-2" 及 了 (p; 8—B,) 52. (12) 
Fp RES, V (@; S—B,) =V (p38) 一 P(g; Ba) AF o B) 29 Ba) EI, Ba, 我 们 令 


P=limB,= U 站 By 


neo k=l n=k 


MW S—P=lim (s—B,)=[] U 8 8 一 BG (8 一 By 对 每 人 成立， 因而 , h TC D o- 
有 了 k=l nak 
可 加 性 得 到 


Vp; S-P) SEV (p; SB) E22 D, 


TAHT Vp P)=0, 另 一 方面 , EEV (p; B) 是 非 正 测度 , Wh (12) RRA 
IV (p; P) | Slim |Y (¢; B) | =0 
它 给 出 了 F(p; P) =0, 证 明 于 是 完 wv 
系 广义 测度 的 全 变 差 VY(p; 8) 用 
V(p;S)= sup 


suple (s) 1S1 


[ epas) | (43) 
定义 , 其 中 os) MGB LHe SLANE sup1z(s) | 三 1 的 见 -可 测 函 数 ， 

证 明 “如果 我 们 按照 sSEP 起 8SES 一 PP 取 x(s)=1 或 = 一 1， 则 (13) 式 的 右边 就 给 出 了 
Fr(p; 9)， 另 一 方面 , 容易 看 出 

|f 20pcs) | 三 saplz(91 VC; ds) =supla(s) | -V (38) 

于 是 (13) 式 得 证 . 

例 5 A(S, D). BEM UME p 的 空间 4(S, 允 ) 在 运算 

(op tapa) (B) =a,9,(B) + oe(B), BEB 

下 成 为 一 个 实 线 性 空间 ， 它 按 范 数 


lpl=V (9; = sup |f ceo| (14) 
成 为 一 个 赋 范 线性 空间 、 
例 6。 复 测 度 9 的 空间 ACS, DEAE 
(cy 十 cap2) (B) =a,9,(B) +a:p: (B), BOB 
下 成 为 -个 复线 性 空间 , 其 中 mv oa 是 复数 ， 它 按 范 数 


supla(sist 


成 为 一 个 赋 范 线性 空间 ， 要 注意 其 中 的 >(s) 是 定义 在 8 上 的 复 值 罗 - 可 测 函数 ， 我 们 称 (15) 式 
右 端 的 值 为 p ES Li SABIE VS), 


lpl= sup | ropa | (15) 


§ 4， 拟 赋 范 线性 空间 的 例 


例 1 人 (8)， 在 第 一 章 8 1 中 介绍 的 线性 空间 CCO), HAM x1=d(z,0), 成 为 一 个 
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AMR TEER HAL, 共 中 de, 轨 同 那里 的 定义 一 样 . 
例 2 M(S,B,m), $ m(S)<o, MEMES, B, 加) 是 定义 在 3 上 的 全 体 由 -可 测 复 值 函 
数 z(s) 所 成 的 集合 且 满 足 1z(s) |<com-aie., fll MCS, B, m) 按 代数 运算 
(w+) (8) =z(s) +y(s), (aa) (9 一 az(s) 
以 及 ( 按 约定 当 且 仅 当 x(s) =y(s)m-a. e. ht =y) | 


lol=| 128) G+ le(s) [tm (ds) o D 


成 为 一 个 拟 赋 范 线性 空间 . 关于 拟 范 数 1z| 的 三 角 不 等 式 显然 可 从 


la+p} ,JaltlB8) lal , 18l 
THarAT Tela [AT Ts lal TAT 


得 到 ， 由 下 列 命 题 得 映射 {a, eyar 是 连续 的 . 
命题 在 M(S, 凡 ，m) 中 的 收敛 8-limz。 = EFS 中 范 数 序列 (zs)} 的 浙 近 收敛 (或 按 
测度 收敛 ) 于 x (5): 


对 任何 e>> 0, limm {s€S; le(s) —ax,(s) =e} =0. (2) 
证 明 由 不 等 式 “ 站 
rpm jSlelSm(B,) + pgm By), B= (685 z(e) | 2d} 
显然 得 证 . 
注 容易 看 出 MS, V, m) 的 拓扑 也 可 以 用 氢 范 数 。”. . a 
a | =inf tan-i[e 十 mtsEG; le(s) |=e)] ， , a) 
REX. 


例 3 DQ), We $ 1 介绍 的 线 性 空间 2, (0), seal =de, 0) 成 为 拟 贼 范 线 
性 空间 ， 共 中 距离 &(z, 力 在 第 一 章 $ 1 中 已 定义 ， 


§ 5. Pre-Wilbert == |B] 


定义 1 实 的 或 复 的 赋 范 线 性 空间 习 称 为 ptre-Hilbert 空间 ， 如 果 它 的 范 数 满足 条 件 
le +y] |a— yf? =2 je]? + Hy B. (1) 
定理 1 (M. Fréchet- J. von Neumann-P. Jordan) 在 一 个 实 的 pre-Hilbert 空间 成 中 ， 定 
义 4 . | 
a (2, = 4 (lat gl [sl®). (2) 
则 有 性 质 ; . 
(ax, =al, y) (@ER’), (3) 
LHI) H), - 2 (4) 
(z, y) = (9, x), an (5) 
Cw, z= [ey i 2 > 本 (6) 
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证 明 (5) 和 (6) 是 显然 的 ， 从 (1) 与 (2) 有 
(a, 2) + (y, 2)=4 e+e] — Jezi + iy +l lyzl 
~i flat ? fet: *\ _ofaty . 
一 2 (| 中 ?+ -| 加 :| yee, 2). (7) 
如 果 取 y==0, 可 得 (z， 2) =2(Z, 2), 这 是 因为 由 (2) 有 (0, 2) =0. 于 是 由 (7) 便 得 到 (4)， 因 此 (3) 
对 形 如 a= FASE Be a R. 在 赋 范 线性 空间 中 , fawt yf K lar—y KT a 是 连续 的 ， 所 以 ， 由 
(2), (aa, PRP a 是 连续 的 ， 因 此 得 证 (3) 对 每 个 实数 “ 成立, 
系 (J.von Neumann-P. Jordan) 在 一 全 复 的 pre-Hilbert =i] X 中 , 定义 
(x, y) = (x, y) +4, ty), 
其 中 i=J/-1, (m,y) =4 aet+yP—I[2—-y]). (8) 
则 有 (4), (6) 及 


(ar, y) =a (x, y) (AEO), (3° 
(,p)=(y,2) GARO). (5") 


证 明 匀 也 是 一 个 实 的 pre-Hilbert 空间 , 因此 (4) 与 (3 对 实 a 已 成 立 ， 由 (8) 有 (2, y) = 
Cy, ZJ Gx, iy) = (@, y)1, FÆ G, ix) = (iiy, iv), = — Gy, £), = — (x, ty), BREA 
(y, £) = (y, 2), Hily, ix), = (z, 9) 1.-i@, iy), = @, y). 
类 似 地 有 
(ix, y) = (ix, y) +i (iz, iy) =— Cr, iy) til y) =i y), 
从 而 证 明了 (3')， 最 后 , 因为 
(a, 2) = lel? Bw, iz) = 4-4 (1 +4 |? lil zl 一 0 
所 以 (6) 成 立 ， 
定理 2 ”一 个 ( 实 的 或 ) 复 的 线性 空间 民 是 一 个 ( 实 的 或 ) 复 的 pre-Hilbert 空间 ， 如 果 对 每 
— HICH xz, yEX 都 相应 地 有 一 个 ( 实 或 ) 复数 (z, y), CHE), (4), GOLAR 
(wz) 宇 0， 以 及 当 且 仅 当 z=0 时 ，(zx, z) =0. (9) 
证 明 对 任意 实数 &, h (8°), (4) 和 (5'), 有 . 
(z+a(z, Wy, t+a(r, y)y) = fal? +2a| (x, y) |? +a?| Cw, yE, 


其 中 lej? = (æ, £)? 
所 以 我 们 有 | (a, y) — lel æ, P E FERE Schwarz 不 等 式 
| isiel taf, (10) 


共 中 等 号 当 且 仅 当 x 和 yg 是 线性 相关 时 成 立 ， 从 (9) 式 的 后 一 部 分 显然 得 到 (10) 式 的 后 一 部 分 ; 
由 (10) 得 到 关于 范 数 |zj 的 三 角 不 等 式 ; 
le +y’ = (ty, sy) =el (a, y+ Cy, 2) + lef Cla] + fy}? 
最 后 , 等 式 (1) 是 容易 验证 的 . 
定义 2 EMSA G, y) 称 作 pre-Hilbert 空间 的 两 个 向 量 x 和 yy 的 数量 积 (或 
. 34 œ 


WB. 
Gill LCS, B, mo) 是 一 个 pre-Hilbert 空间 ， 在 其 中 数量 积 由 (2， v= felm (as) 


给 出 . 


B2 赋 范 线性 空间 (1 是 一 个 pre-Hilbert 空间 , CHP BB ee {En}, (and) = Da Ern 
. . nel 


给 出 . 
例 3 EORR AFRE OL, Wekt 
Wf.=( DD as) <o, an 
` lj lak 
Hh de =de edt, 是 R" 的 Lebesgue 测度 
的 全 体 函 数 fEC*(Q) 按 数量 积 . 
G= D | pip de D 


Ise 
构成 一 个 pre-Hilbert 空间 ËA), 

例 4 WER 的 一 个 开 域 及 0<k<oo, 则 按 数量 积 (12) 和 范 数 (11) oA) 成 为 一 个 
pre-Hilbert 空间 , 并 记 为 ACQ). 

例 5 设 G 是 复 -平面 上 的 一 个 有 界 开 域 . zi 1(z) 是 定义 在 G 内 并 使 得 


Ifi=([fIf l dady) <o, G@=a+iy) (13) 
的 全 纯 函 数 , APC) Jz ARAARA 了 (2) 组 成 的 集合 ， 则 次 (G) 按 元 数 (13)， 数 量 积 
(中 9)=||FGoFGazm a9 
以 及 代数 运算 
(f+) =f G) +ga), af) (z) =af(2) . 
成 为 一 个 pre-Hilbert 空间 . 


例 6 Hardy-Lebesgue X H-I’, ik fR z- 平 面 上 单位 图 (2; 1z1<1) 内 的 全 纯 函 数 
且 满 足 


| ef; bf(re'*)|*d6<0, o i + a5) E 
m-H-L 7 ED (所 组 成 的 人 全 MEI Sy of Taylor AR, 则 


F(7) = Ap If (re!) d= 和 1 [Pea Can" me! i(n-m) gh = “Se, Jêr?” 


th med n=20 
3 


EBr, 0<r<1, 单调 增加 的 且 是 上 有 界 的 因此 容易 看 出 : 


@ 35 « 


safe Ee) a 


十 满足 条 件 (1) 的 一 个 范 数 , 这 是 因为 () 是 一 个 pre-Hilbert 空间 . 
注 设 给 定 序 列 (ca}E (2), 并 考虑 


根据 Schwarz RER, A 


fez) = flre) = Dena" = enre ™, |z| <1. 
n=0 n=0 
le, ， 
| Ducn2 
n=k 


oo 172 œ Vz 
| (Sir) (=) , 


ADe," 在 任 一 个 回 | Eo AESKA, 其 中 0<p<1， 于 是 F(z) 是 单位 圆 |3| <1 内 


的 一 合金 纯 函 数 且 使 (15) 式 成 立 , 即 了 (z) 属 于 H-E 类 . 
因而 , 我 们 已 经 证 明了 a | 
定理 3 在 Hardy-Lebesgue 28 H-L? 45 pre-Hilbert 空间 (5 之 问 有 如 下 一 一 对 应 : 


ET31O= 开 oare teoc(m， 人 
且 使 得 由 | 
{0) = Dore ten), s= Sas" sd) 
必 导致 | 


g ， 1/2 
f(a) +ga) ien tda}, oO ee 人 六 ia) 


F, H-I 作为 一 个 pre-Hilbert 空间 与 (区 是 同 构 的 


$§ 6， 线 性 算 子 的 连续 社 
命题 ] 设 X 和 了 是 同一 个 数 域 上 的 线性 拓扑 空间 ， 这 时 , 把 D(T)SX 映 入 了 内 的 线性 
算 子 了 在 D(T) 上 是 处 处 连续 的 , 当 且 仅 当 了 在 零 向 量 z 一 0 处 是 连续 的 ， 
证 明 ”从 算 子 TT 的 线性 性 质 和 T.0=0, 这 是 显然 的 . 
定理 1 设 X， 了 是 局 部 捉 空 间 ， 而 {p}，{9}) 分 别 是 确定 全 和 了 的 拓扑 的 半 范 数 系 ， 则 把 
D(T) 生 XX 上映 入 了 内 的 线性 算 子 了 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 对 每 一 个 半 范 数 gE{q}, 总 存在 某 个 半 范 
Be PED RIER p 使 得 . 
q(Tz) 三 Bp(z) 对 所 有 的 xED(T) 成 立 . (1) 
证 明 这 个 条 件 是 充分 的 。 因 为 ,按照 了 .0=0,， 所 述 条 件 苗 含 着 邹 在 点 二 0ED(T) 处 是 连 
+ 36 >» 


续 的 , 从 而 卫 在 DCT) 上 处 处 连续 . 
条 件 是 必要 的 . 了 在 点 z=0 处 的 连续 性 蕴含 着 对 每 一 个 半 范 数 4E{9} 和 每 一 个 正 数 。 总 
存在 半 范 数 PCP} 和正 数 5 使 得 
zED(T) 和 PZ) 三 6 时 , 必 有 q(Tx) Se. 
Wea DODD OFEA, BIE ME A BE AYS? MRTE we), KEDO AT AP 
， 于 是 9CTz) 三 e/4， 因 此 ， 如 果 BCz)=0， 我 们 可 取 4 任意 大， 从 而 有 9(Tz) = 0 而 如 果 
KELO 我 们 可 A/K), 从 而 在 任何 情况 下 ,都 有 gay 其 中 请 =/ 
系 1 设 X 是 一 个 局 部 外 空间 , FED SX LTR. WS Bie AY 
在 确定 下 的 拓 扩 的 半 范 数 系 {) 中 存在 一 个 半 范 数 p 和 一 个 正 数 6 使 得 | 
[f(2)|<Ap(x) 对 所 有 的 EDAR. (2) 
证 明 ”因为 绝对 值 ja| 本 身 枸 成 了 确定 实数 或 复数 域 的 拓扑 的 一 个 半 范 数 系 ， 
系 2 WX, Y LAMAR, 则 把 DO) SX 映 入 了 内 的 线性 算 子 了 是 连续 的 当 且 
仅 当 存在 一 个 正常 数 6 使 得 
| Pa] <A lala BA H EDR. | (3) 
RI LX, Y BAMA, ME DP) SX PRAY AREAS TE 
FT 当 生 仅 当 存在 一 个 正常 数 y 使 得 
(Pelz plè] ARER EDRR. (4) 
”证明 MCA), Pe 0 AE m=O, 从 而 提 算 子 了， 存在， 用 (4 和 上 面 的 系 2 可 以 证 明和 的 
连续 性 ， - 
定义 1 设 T 是 把 赋 范 线性 空间 X 映 入 赋 范 线性 空间 Y 内 的 一 个 连续 线性 算 子 ， 定 义 


71=infp, 其 中 B=1pB;1Tzl 志 Blzl, 对 所 有 的 zEX),。 (5) 
由 于 上 述 系 2 和 多 的 线性 性 质 容易 看 出 
ITI= sup [Tx] = sup jah. | (6) 


wets À 


[TIEA T WER, — AN Ee E H X RA R ER es Hj Y 的 连续 线性 算 子 称 为 把 X 映 入 
了 的 有 界线 性 算 子 , 因为 对 于 这 样 一 个 算 子 , 当 z 取 遍 的 单位 图 或 单位 球 {zEX; 1z| 三 1} 时 , 范 
Te EAR, 
定义 2” 设 了 和 心 是 线性 算 子 并 使 得 ; 
DTM)RDS)SX WR R(T) K R(S)EY. 

MATHS GRR oP 分 别 由 . 

(T+ 8)(2)=T(2)+8(2), 其 中 EDT) NDS), (aT) (2) =a(Tx) > 
REX. WT HR (2 三 和 映 人 了 内 的 一 个 线性 算 子 ， HS eie D(S)SY BRA Z 内 的 一 个 线 
HAT, 则 乘积 ST H 

(ST) x=S8 (Tr) XT xe (a; ED(T) A TrCD(S) } 

KEL, TS, aT 和 ST 都 是 线性 算 子 ， 
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注 即 令 在 有 = 了 = 时 ，ST 了 与 T5 者 不 一 定 一 致 、 这 样 的 一 个 例子 是 映 玫 (RD 人 
LG) H R R E T Tam), Se= Tepe), 在 这 个 例子 中 有 交换 关系 
(ST —TS)a(t)=/—12(t), 

命题 2 METAS LOMAS XURARMERESAY 内 的 有 界线 性 算 子 , 则 

[S+TISISh+ IPL, laT]= lal: Iri, (7) 

如 果 全 是 映 赋 范 线性 空间 X 入 赋 范 线性 空间 了 内 的 有 界线 性 算 子 ， Ti SRY A WR 
Z 内 的 有 界线 性 算 子 , 则 | 

lszl=1sl.lzl 8) 

证 明 ”我 们 证 明 后 一 个 不 等 式 ;〈7) 式 可 类 似 地 证 明 。1SZz| 三 181 Pesis] r]. 
MISTIS SIAP a 

系 ” 如 果 卫 是 把 赋 范 线性 空间 X 映 入 卫 内 的 有 男 线性 算 子 则 © o 

IT"1217]", CD 
Hep T h =r Tns, 2,063 TI, IEAA akay, BI Js= £, 并 称 为 恒 等 和 
子 ) 用 归纳 法 得 出 . 


8$ 7。 有 界 集 和 0 邻 域 吸收 空间 ? 
定义 1 SE A A TE ant Re iE NORE 
收 , 亦 即 , 如 果 存 在 一 个 正常 数 a 使 得 a BEU, XM a B= (@CX; w= a'b, BEB), 
命题 设 X,， 了 均 是 线性 拓扑 空间 ， 则 把 X 映 入 了 内 的 一 个 连续 线性 算 子 湖 将 下 的 经 
有 界 集 映 到 了 的 一 个 有 界 集 上 . 
证 明 设 B 是 XX 的 一 个 有 界 集 , 而 了 是 Y rh 0 点 的 一 个 邻 域 根据 的 连续 性 ,存在 叉 中 0 
点 的 革 个 邻 域 口 使 得 TU = (Tu; ucU}SV, AEE wa>>0 使 得 BEaU. qy T- BT (WW) =a(T-U) 
CoV, XRT TBR Y H—-PHRR, 
定义 2 ”一 个 局 部 四 空间 和 叫做 0 邻 域 吸收 空间 如 果 它 满足 条 件 : 
如 果 久 的 一 个 平衡 的 是 集 性 能 吸收 和 的 每 一 个 有 界 集 ， 则 及 是 承 的 0 的 一 个 ”… 
邻 域 . (1) 
定理 1 一 个 局 部 凸 空间 是 O BIRLA AL AR HEA, 在 每 一 个 有 
界 集 上 为 有 界 的 半 范 数 是 连续 的 . 
证 明 首先 注意 ;定义 在 了 上 的 半 范 数 p(z) 是 连续 卖 的 当 且 仅 当 它 在 z=0 处 是 连续 的 . 
从 半 范 数 的 次 可 加 性 : p(@—y) = pCa) — p(y) | (第 一 章 ,$ 1 (4)) 可 以 看 出 
必要 性 BPO 是 定义 在 了 上 的 一 个 半 范 数 ， 且 在 了 的 每 个 有 界 集 上 有 有 界 . 集合 MR 
(wEX;2(2) 三 1) 是 下 ,平衡 的 .如果 是 的 一 个 有 界 集 , 则 sup p() =a<00, Rii Bam, Hi 


D “0 邻 域 吸收 空间 "是 Bornologic space 的 意译 一 一 译 者 注 ， 
° 38 + 


据 假设 , XE 0 邻 域 吸收 的 , 所 以 , M 必 是 0 的 一 个 邻 域 ， 于 是 2(7) 在 ?=0 处 连续 ， 
充分 性 ” 设 开 是 一 个 能 吸收 和 的 每 一 个 有 界 集 的 筷 的 平衡 凸 集 ， ?是 到 的 Minkowski 泛 
， 则 ?在 每 一 个 有 界 集 上 有 界 , 因为 根据 假设 ,于 能 吸收 每 一 个 有 界 集 ， 于 是 根据 条 件 ，2(z) 
west, 因此 My = (2EX; F(z)<1/2) 是 售 于 履 的 一 个 开 集 30， 这 就 证 明了 及 是 0 的 一 个 令 
域 
BIL 赋 范 线性 空间 是 0 BRR. 
证 明 设 X 是 赋 范 线性 空间 ， 则 的 单位 回避 = {xEX; |z| 三 ) 是 的 一 个 有 界 集 ， 设 X 
上 的 某 个 半 范 数 PES EAJ IKIN suo P(z)=w<co， 则 对 任意 3 坟 0 有 


= . y I. < 二 . 
po) =al i= ege 
因此 ?在 y=0 处 连续 , 从 而 它 在 总 的 每 一 点 处 连续 ， 
E 后 面 将 会 明白 , 拟 赋 范 线 性 空间 S, 8) 不 是 局 部 凸 的 ， 因 此 ,一 个 拟 冉 范 线性 空间 不 


一 定 是 0 邻 域 吸收 空间 ， 然 而 可 以 证 明 
定理 2 把 一 个 拟 赋 范 线性 空间 映 入 另 一 个 拟 赋 EARETNRNST T MERNEM 
4TRARRURMAR E. 


证 明 象 在 第 一 章 $2 MENGA, WA IENA NR TRE eed 
空间 ， 子 是 “ 仅 当 "部 分 由 上 面 的 命题 已 经 证 明了 ， 我 们 来 证 “ 当 "的 部 分 .， 
TOA AUR AR, (LUE *-limzi=0， 则 limlzi| =0， 因 而 存在 一 个 整数 序列 {ns} 


使 得 


limn, 一 cc 和 limn, |x, = 0. : 


例如 , 可 以 取 n: 如 下 : 
ma 二 最 大 整数 三 jz 全 当 0,0 bt, 
=k, W 2, =0 ef: 
AH nnl = rtrt Henle, 所 以 s- limma 二 0， 但 是 ， 在 拟 赋 范 线性 空间 中 ， ie Bie 
于 0 MSF n EAR. Ae, 根据 条 件 , {T(nsx2)}) = (uP es) } 是 一 个 有 界 序列 . 所 以 
s- limPa, = s- limni (T (n,2,)) = 0, 


从 而 了 在 x=0 处 连续 , 于 是 了 处 处 连续 , 

定理 3 UXO 邻 域 吸 收 的 , 了 是 A BEI ALY ith RE an 
een AARAA I WU 7 EER, 

证 明 RV EY POMPE BR. pV A Minkowski 2 A, p q(t) =p(T2), 
g 是 定 文 在 区 上 且 在 区 的 每 一个 有 界 集 上 为 在 界 的 半 范 数 这 是 因为 了 的 每 一 个 有 界 集 部 被 0 
的 邻 域 了 所 吸收 ， BEER X Je 0 邻 域 吸收 的 ; 所 以 ,4 就 是 连续 的 这样 集 合 {xEX; Trev’) = 
{zSAX;etz) 至 1 是 和 中 0 的 一 个 邻 盛 ， 这 就 证 明了 是 连续 的 ， 
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$ 8， 广义 函数 和 广义 导数 
定义 在 第 一 章 8 1 中 所 引进 的 局 部 凸 线性 拓扑 空间 DCO) ERORE RAMEE BE 分 人 
$ L. Schwartz 的 “广义 函数 ”为 了 讨论 广义 函数 , 先 证 明 
定理 1 设 B 是 人 (0Q) 的 一 个 有 界 集 , 则 存在 一 个 2 的 紧 子 集 下 使 得 
对 每 个 pEB, 有 supp(9) 皇 KK， a (1) 
对 每 个 微分 算 子 DI, 有 (SEP. Dip(2)|<ee. © (2) 
证 明 ”假定 有 某 一 ee 和 某 一 点 列 {7p;} A: WER ER, (ii); 
p: (p;) =9 ($=1, 2," . )， 于 是 


pp) = Tile w/e, (Pi) | 


在 每 个 全 x(Q) 上 是 一 个 连续 的 举 范 数 , 罗 x (人) 是 在 第 一 章 51 中 定义 的 . 干 是 对 于 任意 的 ， e>0, 
集合 4pEg (A); p(y) 三 e} 是 Dx(Q) 中 0 的 一 个 邻 域 ， DQ) BEE De (DQ) VAR, RN 
就 可 看 出 {pED(CQ); p(B) 三 8) 也 是 人 (8) 中 0 的 一 个 令 域 ， 因 此 Pp 在 爷 (8) 中 0 处 是 连续 的 ， 
A EE D(Q) EER, TEPE DOWEREB Laidi., 然而 ; Pe) BGS hs 
…)， 这 就 证 明了 (1) 一 定 成 立 . 
其 次 , 我 们 假设 (1) 成 立 而 (2) 不 成 立 . 于 是 存在 某 个 微分 算 子 Die AR AREA DI SD 
使 得 sup| Dy, (a)i >t (4=1,2, 07), BA, 如 果 我 们 令 


pp) = sup |Dip(a)| 对 于 9E 人 Dx (ORL, 


则 p(9) 就 是 De(Q) 上 的 一 个 连续 半 范 数 且 P(p;) >i G= 2:0), BALL, (eSB E De (Q) 
内 不 可 能 是 有 界 的 , 更 不 必 说 在 鳃 (9) 内 了 ， 这 个 矛盾 证 明了 (2) 必 定 成 立 . 

定理 2 iA DQ) A 0 邻 城 吸收 的 . o | 

证 明 i a( PIE D(Q) HME HEE DQ) AT TE LER, MEA 
一 章 $7 中 的 定理 1, 我 们 仅 需 证 明 4 于 人 (9) 连 续 ， 为 此 ,我 们 需 证 明 9 在 空间 Del) LB 
续 的 , 共 中 天 是 如 的 任意 一 个 紧 子 集 ， 因 为 DOVE Ds (Q) 的 归纳 极限 于是 我 们 就 可 看 出 : 
EDO EERW 

而 9 EAA Da(0) 上 是 连续 的 , ERARA, d 在 拟 赋 范 线性 空间 @x(9) 的 每 一 
个 有 界 集 上 是 有 界 的 ， 从 而 根据 上 节 定 理 2 A, qE DO LEERD, MA EDNA) EG 
是 连续 的 . 

METRE LRAT. s 

定义 1 一 个 定义 于 多 (9) .上 的 连续 线性 泛 函 叫做 口内 的 一 个 广义 函数 ， 或 一 个 理想 函 
数 ,或 一 个 分 布 ;而 值 了 Cp) 叫做 广义 函数 了 在 格 验 函数 PED (O) 处 的 值 ， | 

由 于 第 一 章 $7 中 的 定理 1 和 上 述 定理 2. 我 们 有 

命题 1 一 个 定义 在 信 (Q) 上 的 线性 汉 函 是 各 内 的 一 个 广义 函数 当 筷 仅 当 它 在 (0) 的 年 
+ 40° 


一 个 有 界 集 上 是 有 界 的 , 亦 即 ， 当 且 仅 当 了 在 每 一 个 满足 条 件 (1) 和 (2) 的 集合 BCAA LER 
RHL 
”证明 从 当 且 仅 当 半 范 数 |m(p)1 连 续 时 T(p) 连 续 这 个 事实 知 命题 显然 成 立 . 
村 ELEGO) 上 的 一 个 线性 泛 函 了 是 如 内 的 一 个 广义 函数 当 且 仅 当 它 满足 条 件 : 
”对 于 的 每 一 个 紧 子 集 K, 总 相应 有 某 个 正常 数 C 和 菜 个 正 整 数 上 使 得 
IT@)NSC sup JEP), MF PDQ) RIE, (3) 


证 明 根据 T 在 诸 人 Dx C0) 的 归纳 极限 四 (CQ) 上 的 连 卖 性 ， 我 们 看 出 卫 必 在 每 一 个 QQxr(D) 
上 连续 ， 于 是 条 件 (3) 的 必要 性 是 显然 的 。 至 于 条 件 (3) 的 充分 性 也 是 明显 的 , - 因为 它 能 导致 了 
在 多 (9) 的 每 一 个 有 界 集 上 有 界 . 

+ 上 述 的 系 对 于 所 有 应 用 是 很 方便 的 , 因此 它 可 当 人 广义 函数 的 一 个 有 用 的 定义 。 
” BL 设 在 9 内 a.e. 定义 的 一 个 复 值 函 数 J(z) 在 Q 内 关于 BR" 的 Lebesgue 测度 dx 二 


de, dary dng 是 局 部 可 积 的 , HOE UE HON HEE ERK, 有 | Aldeco, 于 是 


moj fete 9, (0 


定义 了 如 内 揭 一 个 广义 革履 全 
例 2 EER 的 某 个 开 集 ， 今 设 m(B) 是 定义 在 人 内 的 Baire 子 集 B 上 的 一 全 个 o- 有 限 
且 o- 可 加 的 复 值 测度 ， 于 是 


nof pen pED(Q) : | (5) 


在 内 定义 了 一 个 广义 函数 Tm 
例 3 作为 例 2 的 一 个 特殊 情形 
T, (P) =9( 人 )， 其 中 了 是 2 内 的 一 国定 点 , PED(9)， (6) 
定义 了 内 的 一 个 广义 函数 7,,， 它 称 为 集中 在 PEQ 点 处 的 Dirac syi, ZE p= 05R" 的 原点 ) 
的 特殊 情况 下 , 我 们 将 把 Ts, BIT RS. 
定义 2 ”器 内 的 所 有 广义 函数 组 成 的 集合 记 为 全 (2)'， 它 按 运 算 
(P+8) (p) =P (p) +S(@), (@P)(g)=aT(p), (7) 
成 为 一 个 线性 空间 . 而 我 们 称 DO)" BODHI” LARAK DQ) 的 对 侦 空间 . 


注 Bai Ty ANT), IIE ANG AP PEDO), A Tlp) =T) AOL 
仅 当 有 f(a) = fo(a)a. e. 成 立 . in ie -事实 得 证 , 则 如 内 的 一 切 局 部 可 积 函 数 所 成 集合 , 按 对 
应 关系 fT, DQ)! 的 一 个 于 集 一 一 对 应 ， 且 有 小 Afi “ 当 作 是 等 价 的 当 县 仅 当 fiz) 
= fra) a.e.) 

Prats, 一 了 OP y= =T as (7') 


在 这 个 意义 下 ， 广义 函 数 的 概念 实际 上 是 局 部 可 积 函 数 邮 念 的 一 个 推广 为 了 证 明 以 上 的 论断 ， 
我 们 只 须 证 明 : ÆR 的 一 个 开 集 名 内 一 个 局 部 可 积 的 函数 f， 如 果 对 所 有 的 gEC?(D) 都 有 
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人 Apai, 则 在 9 内 0a.e， 利用 引进 Baire ME u (E) =| fo)e, LEBU H 0 
的 条 件 导致 对 所 有 的 PCOS (OQ) A] pw) ue) 一 0， 而 且 借 助 于 第 一 章 8 1 中 的 命题 8 又 进 一 
步 导致 对 于 所 有 的 ECR (9) 有 | pouan 一 0， 今 设 B 是 9 庆 的 一 个 紧 G,- 集 : B= f) Gn 


共 中 G 是 口内 的 一 个 开 的 相对 紧 集 ， 应 用 第 0 章 $ 2 中 的 Uryshon 定 理 知 ， 存 在 一 个 连续 了 


数 f(x) 和 使 得 

对 于  weQ, 有 0 和 f(z) 三 1， 

对 于 LEG, H fale) =1, 

对 于 EGS — Grii (n=l, 2,'"), 有 刀 (c) 王 0， 


这 里 假定 (0) 是 马 的 开 的 相对 紧 集 所 组 成 的 一 个 单调 碱 少 序列 且 满 足 Car SOn, oat 
并 令 n>, 我 们 看 出 对 于 2 的 所 有 紧 G,- 集 有 u(B)=0. Q 的 Baire RESA Q ad G- 
集 的 最 小 o- HICH, 根据 Baire 测度 4 的 o- 可 加 性 , 我 们 看 出 对 于 Q 的 每 一 个 Baire 集 4 都 
为 0， 于 是 这 个 测度 上 的 密度 了 在 O 内 儿 乎 处 处 为 0 
通过 以 下 命题 我 们 能 定义 广义 函数 的 微分 概念 . 
RE? WTR 2 内 的 一 个 广义 函数 , 则 ， 
S (9) = ~7(22, PEDIA) (8) 
定义 了 只 内 另 一 个 广义 函数 S, 
证 明 3 是 多 (2) 上 的 线性 证 函 且 它 在 史 (9) 的 每 一 个 有 界 集 上 均 为 有 界 . 
定义 3 ”由 (8) 定 义 的 广义 函数 8 电 做 是 (关于 zi) 的 广义 导数 或 分 布 导数 , 且 记 为 
_ 3 
s= (9) 
所 以 我 们 有 
9 Jp . . 
TO=) | (10) 
E 以 上 概念 是 通常 导数 概念 的 推广 ， 因 为 , 如 果 函 数 了 关于 x 是 连续 可 微 的 , 则 有 
ZT (9) = 7, ( ZL) = fif fe Zlde, de 


_ | wes | 5 po) de = 全 syraz(p)， 


注意 到 p(o) 在 只 的 某 个 紧 子 集 之 外 为 0, 再 使 用 分 部 积分 法 便 可 得 到 上 式 ， 
系 内 的 广义 函数 工 在 以 上 定义 的 分 布 音义 下 是 无 限 次 可 微 的 且 
(D'P) (p) = (—D "P (Dp), 共 中 站 = Eis jas, (11) 


Oxpdaz- eat 


mji Heaviside Ba Be 豆 (z) 由 
a . . > 4 i 
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1， 当 zx 全 0 了 时， 
=)? (12 
H(a) N 当 z<0 时 ) 
REX. TERNE | 
PaT a az) 


HT, 是 集中 在 R 的 原点 处 的 Dirac 分 布 事实 上 , 对 于 任意 的 PED (BR'), RNA 
(各 Ta) (p)=— | How (æ)dz = SKOL 一 一 LPa =p (0). 


例 2 itf R WO E R- ATERT TELTET XB s= f@+0- 


j=1 


f(z; 一 0) 是 fw) 在 z=z; 处 的 振幅 或 跳跃 因为 | 
(EM) @=—|_f@e! a= gees Jf @o@es 


所 以 我 们 有 
多 ve I etry 


其 中 6。 由 (6) 确 定 . 
例 3 ie fe) =f za ++, Ba) 足 一个 在 具有 光滑 边界 的 闭 有 界 i ASR" EEs 续 T 
的 函数 ， 在 2 之 外 全 为 8 接 分 部 各 分 法 , 有 | 
(Eryo ~~[ Iou] Fela) eos, ads + | a Apat, 


Jeh v ESRAR, Ose) = (wy, v) v ATE, 2-H Ae, 而 d5 AMER, FER 
们 有 


i 


T= Pay HTa WETS Opao eds. 12") 


' oa ` _ kes 
R MRFS ty, 1) 在 人 上 属于 0 而 县 在 之 外 为 0， 则 从 (12") 和 35 = 
Lis cos (y, 27) 可 得 Green 积分 定理 , 


(ATD (P) = Palp) + | Sens: [Lox dS, ath 


jena 是 Laplace WF SZ. | oy 


命题 3 如 果 T 是 如 内 的 一 个 广 闵 函 数 , JECA) WM e. toe et 
S(p)=T fp), | PEDR) (13) 
定义 了 只 内 另 一 个 广义 函数 S, 
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， 证明 驴 是 一 个 定义 在 史 (9) 卡 的 线性 泛 函 且 它 在 (9) 的 每 一 个 有 界 集 上 为 有 界 ， 这 上 
要 把 Leibniz 公式 应 用 到 fp 上 便 可 得 到 . 
定义 4 按 (13) 式 定义 的 广义 函数 仿 电 做 函数 了 和 广义 函数 了 的 乘积 . 
sg Leibniz 公式 HT C13) Kay S, an 


ge n= Zt ae o (14) 
这 是 RN Dy 运用 Leibniz 公式 , 我 们 便 有 


2(f a) a ne )-2 (Eom) 
这 个 公式 可 以 推广 如 下 . 


PCE) Sn fo, oo, En 的 一 个 多 项 式 并 考虑 一 个 具 常 常 系数 的 偏 微 分 算 子 PCD)， 它 是 用 
i! 2 ar AE P(E) ey É; ABI. He FRB 的 引入 对 于 第 六 章 中 的 Fourier 变换 理论 中 的 
A 
on ,定理 3 (L. Hormander 的 广义 Leibniz 公式 ) 、 我 们 有 


PO) (fm = EDD PDT, | as) 


其 中 ， 对 s 一 (8 32， ttt, Sn), 有 
IPO ©) =se ag, 


Qeatatetes 


E IE i PO =D PE), 


(16) 
1 9 1 9 /1 9 
| D.=(+ oy (42) n G ? 
而 SI =S! Salesa] | (17) 
.证明 重复 使 用 (14) 式 可 给 出 形 妨 : . 
| PO) dm- EDAD T (18) 
的 一 个 恒等式 , 其 中 诸 0.( 如 是 多 项 式 ， 因 为 (18) 式 是 一 个 恒等式 所 以 我 们 可 以 把 
fz)=e Del Jered = abs 
j=l 
代入 (18) 式 ,于 是 按 符号 运算 法 ，， | 
P() et <2.) =P(é)e: CT, E ， (19) 


可 得 P(E+n) =DE, Fer ET = Epi etn, 
Bym, h Taylor AR, Ba 
PE $n) = AEP C). 
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ten O ODEPA. 


8 9，B- 空 间 和 天- 空间 | 
在 一 个 拟 赋 范 线性 室 间 XX 中 ， 由 Bmlz 一 2| =0 和 三 角 不 等 式 lz 一 zl 三 lm 一 zj 十 lz 一 
ih oF He (ea) Cauchy 序列 IMa E Cauchy Mea 
olim lz 一 znl=0. (DD 
定义 1 一 个 拟 赋 范 线性 空间 天 叫做 是 一 个 - 衬 间 (或 B- 空 间 )， 如 果 它 是 完备 的 , 亦 即 如 
果 X 的 每 一 个 Cauchy 序列 (zw)} 均 强 收 全 于 XX 的 一 个 点 za ee 
+, Hmi mtel =0 2 


这 样 的 极限 < (如 果 它 存在 ) 是 唯一 确定 的 ， 这 是 因为 尖 三角 不 等 式 Ix A 


.ol 二 个 完备 的 pre-Hilbert 空间 叫做 一 个 Hilvert 空间 re, 
注 了 -空间 和 8B- 空 间 分 别 是 Fréchet 空间 和 BanacH 空间 的 缩写 s Bourbaki 
对 拟 赋 范 而 完备 的 局 部 户 空 间 使 用 Fréchet Mkt RIB a 


命题 1 ROER 的 一 个 开 集 , 且 以 E(9) =C" (QV —H L one AOI 
Ati, Bw E(9) 是 一 个 下 -空间 ， a 

“证明 在 E(9) 内 , 条件 lin fafa] [0 ERRATU ay tem FM UE wy BY A 
FD, REJEA DIa) n> kh, EK LB ae, APE PEED Re OE (ODE 
HEK limb" falt) =D f(2)— BRN. 因为 有 和 下部 是 任意 的 ， 这 就 是 说 在 (人) 内 有 
limlf,—fl= i 


命题 2 L'(8)=L(8, 8, m). 是 一 个 B- -空间 : 特别 地 , Z2(s? 和 (9 Re Hilbert 空间 ， 
证 明 RE L) AA lim lz, 一 zn] =0. 于 是 我 们 可 以 选择 一 个 子 序列 {an} 使 得 


Da ltn TEn [<co. 把 三 角 不 等 式 和 Lebesgue-Fatou LO FR 


y= ty, (8) +32 lay, (8) — ole) ELO, a 
' k=1 ao TR . des 


le MAJE TS D 


Í, (iy OD na Slim y (Foal Sle <ul J 
Ao REY aoge ' 
因此 有 限 极限 limy,(s) 几乎 处 处 存在 . 于 是 有 限 极限 lime, (s)=2 (6) 儿 乎 处 处 存在 且 z.(s)E 


L'S) 这 是 因为 jz ，(s) | Slimy, (s) ELF (8) ¢ ARAL BeBesgdt-Hatou . 引 理 , 我 们 得 到 © 
» 4% 


je al = | dimlzs (s) 一 zw C8) |?) m (ds) (之 jz 一 Za 


所 以 lim jz- 一 zi 三 0, 于 是 用 三 角 不 等 式 和 Cauchy eA ete lim jz 一 zj 一 0, 可 得 


lim jz 一 zj = = lz。 一 Zoo 十 im Pay 一 如 | =0. 
no ` ko ; ‘, 


我 们 附带 地 证 明了 下 面 重 要 的 

系 一 个 满足 Cauchy 收敛 条 件 (1) 的 序列 (zs}ELrCS) 含 有 一 个 子 序列 {zm) 使 得 

有 限 极限 limz,(s) 二 x。(s) 几乎 处 处 存在 , x (3)EL?(S) 以 及 

s-lim za (8) =P (3) 

注 在 以 上 命题 和 系 的 证 明 中 曾 假 定 1 三 p 二 o6， 然 而 这 些 结论 对 于 Pp 二 oo 的 情形 也 是 有 
效 的 , 其 证 明 较 之 对 1 三 7 过 co 的 情形 还 要 简单 些 ， 读 者 应 该 作出 这 个 证 明 . 

命题 3 FN AGOE Hilbert 空间 ， 

证 明 RCE O 的 一 个 Cauchy 序列 . A APG) Hilbert 2 空间 L? @ 的 一 个 线 
性 子 空间 , BE LE FEST 。 

有 限 极限 limf，,(2) = 二 了 (2)a. 6. 存在 ， f.EL (@) 


和 lim| If. (2)—fa (2) [dedy=0. | | 
我 们 必须 证 明 f(z) 在 G 内 是 全 纯 的 ， 为 此 , 今 设 12 一 | 三 p 是 含 于 G 内 的 球 ， 由 Taylor RR 
fi(2) 一 “AOE (z= z) HERE 


[ff jino “tate tray f (Fr = ojrie's Sa rre- gg \rdr 


lz-zelae 


“ef, los Pian =2a Sortie, |? 《92 Ea cite! 


= pI fa C20) — ~ falas) lt. ; (4) 
于 是 序列 { 记 (2)} 本 身 在 含 于 G 内 的 任 一 闲 球 上 -一致 收敛 ， 因 诸 所 (4) 在 G 内 是 全 纯 的 ， 所 以 
了 (9 =limfu(a) 在 G 内 必定 是 全 纯 的 . 
命题 4 MCS, B, m); 其 中 由 (8) <co, 是 F AN, 
证 明 k(x.) 2 MCS, 8,m) 内 的 一 个 Cauchy 序列 ， 因 为 在 MCS, B, m) 中 的 收效 是 渐 近 
收 化 ， 所 以 我 们 可 以 选择 tr (的 一 个 子 序列 frr)) 合 得 对 二 及 = 18E; 2° en, (9 一 


Ea (8) DA MBISE FE Al aa, (8) =£, (8) + Tp, (9) se (E= » 2, se) HRI BF 
， jel E = oi 


属于 M(S, B, m) 的 一 个 函数 , 这 是 因为 ;如果 sE LB, BOERD a (6) 1S 
sm jst 、 
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2 二 2 和 of U B) Èn S22 因而 当 令 tf->co 时 ， FEB, (8) ;几乎 处 
j= j=t j=t jae So, 


1 


EATA A Be a, (EM S, B, mm)， 于 是 limlzu 一 2 一 0， 从 而 由 1im [eain] = 0 我 们 
得 到 limlz, 一 z_1|=0. ee . 
空间 (s) ”所 有 数列 (5,} 组 成 的 集合 (5) RATE 
Kédl= 32 JE 1/A+lésD 


后 , 按 运算 {855) + (mad = Eaten}, alén) = 《0&4) 构 成 一 个 -空间 () 的 完备 性 的 证 明 可 以 旬 
在 (S, 8, m) 的 情形 那样 得 到 ， 拟 范 数 
[én}f=inf tan (e+ RER E] Eal >e 的 那些 Sn 的 个 数  .. 

也 给 出 了 (s) 的 一 个 等 价 拓扑 . 

注 显然 C(5), (co) Alle) MR B-20. Ati) Wyse we EL 的 完备 性 的 一 fit. 
是 根据 第 一 音 S 5 的 定理 3 知 ， 空间 H-L? 与 (9 一样 都 是 Hilbert 空间 . 

空间 Sobolev W*?(Q)” 设 0D 是 RB" 的 一 个 开 集 ， 而 天 是 一 个 正 整数 ,: 对 于 1<p<eo, 我 
们 以 W*%?(8) 表 示 一 切 这 样 的 复 值 函数 FOO) = Fay za) 所 组 成 的 集合 , 即 它们 是 定义 在 多 内 


此 使 了 和 它 的 阶 数 为 1 三 袜 91 KARER DT 均 属 于 LG), WOEN, 
GAMO), 和 
fhe (S | roy”, dee 


lsisk 
下 构成 一 个 赋 范 线性 空间 ， 作 为 约定 ， 如 果 在 人 Q 内 (2)= OT RNANA f, 
Mf VDE. 容易 看 出 按 数量 积 

, 0) 12 = D'f(x)D°g(a) de 

G g) -© Í, FED gE) ‘) 


WECO) WR 4y— pre-Hilbert 空间 . 
命题 5 空间 We) EA B-20. 特别 地 wt (9) = Wh (DREE, =] f les 和 
AEBS i= (Fg) 02 成 为 一 个 Hilbert 空间 ， Pe ae 
证 明 iif W?(Q) 的 一 个 Cauchy 序列 于 是 对 于 任 疙 的 微分 算 了 如 (|| <b); 序 
PAL fit ae LP) ij —+ Cauchy 序列 , 从 而 根据 L?(Q) 的 完备 性 PEAR FOEL?(Q) (| 8] 
三 为 使 得 im| [Df (2)—FO(w)|2de=0, HOH —HE § 8 中 的 Holder 不 等 式 应 用 到 2 的 紧 集 
E 我 们 容易 看 出 D'fi 在 内 是 局 部 可 积 的 。 于 是 , 对 于 任意 的 函数 E03Y《8), 有 
Tots, (P) =| D'faa)o( de = (—1)!""| fue yD'p(z)de, 


从 而 ,再 应 用 一 次 Holder RER Hatin GeO) l=, 我 们 得 到 


lim? p's, (p) = (“pe Po (D p) = =D'T i (p). 


类 位 地 ,ilim| DAFO) =0, 74 

limornto(p) =TF (p). | 
TERPKE DIODO, IA HR DSO F JO. BERT Halfa foes=0, 
H WORREN, 


$10. 5 备 化 
空间 (和 B- 空 间 ) 的 完备 性 在 泛 函 分 析 中 将 在 这 种 意义 上 起 重要 作用 ， 即 (有 了 党 备 性 ) 我 

DATEER opts 出 的 Baire 纲 论 用 于 这 些 空间 ， 下 面 的 完备 化 定理 将 是 本 书 经 党 
使 用 的 ， 

定理 (完备 化 ) 设 是 一 个 不 完备 的 拟 赋 范 线性 空间 ， 则 玉 是 同 构 并 等 距 于 某 个 到 -空间 
广 的 一 个 稠密 线性 子 空间 , 亦 即 存在 和 到 文 的 某 个 和 密 线性 子 空间 的 一 个 一 一 对 应 关系 <> 
区 使 得 | o. 
GF) 519, G) =ai, 15[= 人 el (1) 
Ail X 在 等 距 同 构 意义 下 是 唯一 确定 的 。 RX ASE PRS, 则 安 是 一 个 了 - 
空间 . | | 

证 明 这 个 证 明 象 Cantor 从 有 理 数 构造 实数 那样 来 进行 . 

X 的 一 切 Cauchy 序 列 {z,} 所 组 成 的 集合 可 以 根据 等 价 关系 {zw) ~ ya EDK TH ead ~ a} 


是 指 limlzn 一 拓 | =O, BALA Gea) 表示 含有 {zn 的 类 ， 于 是 所 有 这 样 的 奖 z= {zo}' 组 成 的 集合 
X 在 运算 


(ag)! + ge) = Cg}, ety}! = az) 
下 成 为 一 个 线性 空间 ， 我 们 有 | zl] 一 1znl |S tee, 于 是 Dim ag ETE, RNS 
La} = limlel. 


容易 看 出 向 最 和 (zi Hin, MB ala, RBA ey sins I FH y, 
(wet 的 特殊 的 代表 元 素 的 选择 ， 例 如 说 , WR a, Jw io), MA, 
lim |z] Slime] + limen 一 好 | = lim E 
而 类 似 地 又 有 lim jz Slim| zal, 所 以 有 上 zs 
-ATER ey | 是 一 个 拟 范 数 ; 我 们 必须 证 明 
0 和 -lei 
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前 者 是 等 价 于 lim lim jaz. =0, 而 后 者 则 等 价 于 lim |ær,] = 0, 这 些 都 是 正确 的 , AA fan] eT 
PU AS HE a 和 wa 均 是 连续 的 ， 
为 证明 X 的 完备 性 , EE) = {tzt 是 总 的 一 个 Cauchy 序列 ， 对 于 每 一 个 我 们 可 


jee rt <A, 4mon, 时 成 立 ， (2) 
于 是 我 们 可 以 证 明 序列 {2} 收 钙 于 含有 及 的 Cauchy 序列 : 
{anys Tes ty Un, eh (3) 
的 类 ， 为 了 这 个 目的 , 我 们 用 TE 表示 含有 序列 
人 Taps ee} (4) 
的 类 .于 是 , 由 (2) 有 
EA Ea = lim fag? er |E, (5) 


从 而 有 
[xP am | = [RP zm 
+ ën 2 |S fän] +m 
因此 (3) 是 并 的 一 个 Cauchy 序列 ， 设 训 是 含有 (3) 的 类 ， 于 是 , 由 (5) 有 
|z—% | 
既然 象 上 面 所 证 明 那 样 ,有 
[BP | Slim fags — a6 | Slim [By —F, | +0 
成 立 我 们 就 证 明了 lim [2—2,P | =0, 从 而 有 lim |@—%,| = 0. 
上 面 的 证 明说 明 对 应 关系 
XDreoE= {x, Wy, £, e} =F 
必 是 同 构 和 等 距 的 ， 并 且 按 照 这 个 对 应 关系 定 在 鲜 内 的 象 在 XX 内 是 稠密 的 ， 定 理 的 最 后 那 一 
部 分 是 显然 的 . 
完备 化 的 例子 AIE R MAREM eo, AA OEE 
= f Dr) 


lslsk 
下 的 完备 化 空间 记 为 怠 i (OQ); 于 是 恕 i (0Q) 是 第 一 章 85 例 4 中 所 确定 的 pre-Hilbert 空间 
A (Q) 的 完备 化 空间 ， 所 以 HH (0) 是 一 个 Hilbert 空间 ， 类 似 地 ， 第 一 章 §5 例 3 中 的 pre- 
Hilbert 空间 A* (9) 的 完备 化 空间 用 H (0) 来 表示 . 
HE (QQ) 的 元 素 可 具体 地 得 到 如 下 : BELLE AE CEQ) FMS, 的 一 个 Cauchy 序列 于 


是 根据 空间 L2(Q) 的 完备 性 ,一定 存在 孜 数 了 (Cz)EL2(9), Kls = Do sk, 使 得 
f=1 


tim | [f(e)—Df,(z)[2de=0 (de = de dry de,). 
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HAREP LO) 的 范 数 是 连续 的 , 所 以 对 任意 的 检验 函数 pDA 
Tro (p) =lim <D'fy, p>=lim(—1) "T, (DP) 
= (—1)"! limfa D'p>= (~—D Kf, D'p>= (DTro)(p). 
因而 我 们 看 出 当 把 foEZ2(9) 当 作 一 个 广义 函数 时 , 它 是 fo 的 分 布 导数 : fo Df”, 
这 样 我 们 就 证 明了 Hilbert 空间 Hi (0) 是 Hilbert 空间 W (Q) (Sobolev 空间 ) 的 一 个 线 
性 子 空间 ， 一 般 阅 来 5(Q) 是 W*(9) 的 一 个 真子 空间 ， 然 而 我 们 可 以 证 明 
命题 HRW R). 


证 明 ”我 们 知道 空间 W*(E") 是 所 有 这 样 的 函数 J(z) 组 成 的 空间 ， 即 了 和 它 的 |s| = s, 
了 =1 


Sk 阶 的 分 布 导数 DP (x SHAE LAR"), I W CR ATE Rh 
f= (3 f Dro) 


\slSk 
给 出 . 
设 SEWE (ROREM 
fy(2)=ay(2)f(2) 
来 定义 fr(z), IPAR ACER (N=1, 2,…) 满 足 
ax(o)=1, Hle] EN 时 , 以 及 
[Dtay(2)|<oo 


zeR? P, N=1,2,- 
于 是 根据 Leibniz 公式 ,有 
0, Hle =N h}, 
DAY) 一 Dfy(7Y) 二 4D'&n(7)"D"J(z) 诸 项 的 一 个 线性 组 合 ， 
H [n] Hli sk, Ala|>N 时 ， 
因此 , 根据 对 于 |s| 三 ,DfELI2(R”)， 我 们 看 出 limlD'fy 一 D'fl,==0， Mifilim fy—fl=0. 


所 以 只 要 证 明 对 于 任意 的 具有 紧 支 集 的 JEW* (R), TAFE TE SPS F(z )} SCS (R") 
得 limlf。 一 fl 二 0 就 是 够 了 ， 为 了 这 个 目的 考虑 了 的 正则 化 ( 见 第 一 章 $ 1 中 的 (16) 式 ): 


faz)=| ,f(a (e—y)dy, a>0. 
按照 微分 法 则 有 
D'f,(t)= |. f(y) Di 9,(@—y)dy=(—-1)" 中 FD Dy0s CD ay 
= (D'T;) Oa) (E bae = 0al —y)) 
=| .py7GD -Ce—-a)dy (对 于 Isl SE), 


因此 由 Schwarz 不 等 式 有 
e 50 + 


[D*fa(x}—D°f(z)|?de 


|, 
三 (人 0aca—vdy)f Ef, DIODE) Oa (gdy |e 
| 


Lf, mire -Df we) lay | 0ate)de, 
其 中 yt e= (Yr t bi, Yat En ts Ynt En) 
我 们 知道 最 右边 方 插 号 内 的 那 个 积分 随 e> TAT OCR OBES SH EAE), MT limf, 
Doz) 一 DfCz) [ede =0. 这 样 便 有 1limlf 一 由 =0， 所 以 CC 关于 范 数目 的 完备 化 


Hi (RY 与 空间 W*(R") 是 恒 同 的 . 
系 Hi (R) =H' (R°) =W* (R°). 


§ 11，B- 空 间 的 商 空间 
假设 X 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 而 下 是 了 的 一 个 闭 线性 子 空间 .我 们 考虑 其 元 素 为 模 玫 类 的 
商 室 间 X/M, AE MALTA RPE, 记 以 所 有 这 种 类 喜 在 X 内 均 是 闭 的 ， 
命题 如 果 我 们 定义 
[é] =inf fel. a) 


则 | 引 | 请 足 关 于 范 数 的 所 有 公理 . 

证 明 如 果 寺 =0, 则 二 与 开 一 致 ， 且 包含 了 入 的 零 向 量 ; 因而 由 (1) 有 |[ 引 = 0 反之， 假设 
1 引 一 0, 那 末 从 (1) 可 以 推出 这 个 类 含有 基 个 序列 fa}, 对 于 它 我 们 有 lim fa] = 0, FE X HE Ua 
量 属于 外 的 闭 集合 二 KIENT =M, 从 而 它 是 X/ 对 中 的 零 向 量 . 

其 次 假设 名 9EX/M， 根 据 定义 (1), 对 于 任意 的 e>0, 总 存在 向 量 xE5 yen 使 得 

BEA tylSlni +e. 
BAe + ylSlal +iylSlel4 oj +2e, Bi, @+ NEE +O HALE +S let gl. 
AHA LEHISE bol 4 26, 从 而 得 到 三 角 不 等 式 
lé+nl Sél + lal 

最 后 , BRA lad | = la] .1 引 是 成 立 的 ， 

EX ZE XM 赋予 范 数 (1) 后 叫做 一 个 赋 范 商 空间 . 

定理 ”如果 是 一 个 了 -空间 ， 而 了 是 X 的 某 个 闭 线性 子 空间 ， 则 赋 范 商 空间 也 是 一 个 B- 
空间 . 

证 明 假设 {是 卫 / 耻 中 的 一 个 Cauchy 序列 ， 则 {6,} 含 有 一 个 使 得 1& ,一 瓜 .<2-* 
满足 的 子 序列 {5%,}， 另 外 根据 z/ 了 的 范 数 的 定义 (1)， 在 每 一 类 ( 纪 ， 一 和 ) 中 我 们 都 可 选 出 
一 个 向 量 ys 使 得 


Lye) < és — En, | t+ 2 ?2 + 
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VE an, EEn, Rm, ty tyot HER, 并 且 由 于 对 的 完备 性 ， 因 而 它 收 伍 于 了 的 某 个 元 
Be, WE eA TR, RREH S—s-limé,, 
以 s RR bik 级 数 的 部 分 和 En tt Yi TY EY, 于 是 lim lz 一 sz 二 0。 另 一 方面 ， 从 关 
系 La EEn,» YE (En, Én) 可 得 St EEn 从 而 由 (1) 有 
l§—-£n,,,/Sl]¢—s,]>0, 4 boo 时 . 
FADIA = AR AARNE ESE lE En l H En, Sal A {Ew} 是 一 个 Cauchy 序列 这 个 事实 ， 
SRC TAT ELE Lim |S —Eull=0, 


$12. 单位 分 解 


为 了 在 下 一 节 讨 论 广义 函数 的 支 集 , 我 们 预先 给 出 单位 分 解 的 概念 和 它 的 存在 性 

命题 设 G 是 局 的 一 个 开 集 . 又 设 G 的 某 些 开 子 集 鼠 的 族 世 } 构成 的 一 个 开 基 : G 的 任 
一 开 子 集 均 可 表示 成 属于 族 {U} 的 某 些 开 集 的 并 ， 则 在 在 这 个 族 {0} 的 某 个 开 EA, CRH 
PEM: 


这 个 系 中 诸 开 集 的 并 等 于 G, (1) 
G 的 任 一 紧 子 集 仅 与 这 个 系 的 有 限 多 个 开 集 相交 (有 非 空 交集 ). (2) 


定义 1 上 述 开 集 系 叫做 构成 G 的 附属 于 {0} 的 散 开 的 开 覆 盖 . 

命题 的 证 明 G 可 以 表示 为 可 数 个 紧 子 集 的 并 集 ， 例 如 ， 我 们 可 以 取 含 于 G 内 而 其 心 是 有 
理 坐标 , 半径 为 有 理 数 的 所 有 闭 球 组 成 的 系 . 

于 是 存在 诸 紧 子 集 K, 的 一 个 序列 使 得 0) 玉 , 三 Kww4(7 ==1, 2,…)，(ii) GEK K, 的 并 以 及 
GDA K, HAF Ky 的 内 部 ， 令 


U,= (Ky4: 的 内 部 ) — K, 和 V,=K,—-—(K,., 的 内 部 )， 其 中 ， 为 方便 计 ， 令 K= K = RIE, 于 
是 U, BAAR, 而 VV; 是 紧 集 且 G= (V. 对 任 一 点 xEV;,， 取 一 个 开 集 U(x;7)E{U) 使 得 ve 
r=1 


U (z,7) SU, 因为 V, 是 紧 的 ,所 以 存在 有 限 点 系 x0 2-0 BAYS [JU r), Ft, 
既然 G 的 任意 一 个 紧 集 都 仅 与 有 限 多 个 开 集 UV, 相交 ， 那 么 就 容易 看 出 ， 由 诸 开 集 UE; r) 
(r=1, 2,…;1 三 i 三 加 ) 组 成 的 系 是 G 的 附属 于 人} 的 一 个 散 开 的 开 覆 盖 . 

定理 〈 单 位 分 解 ) 设 G 是 B" 的 一 个 开 集 ， 而 (Gis ic 丰 ) 是 覆盖 G 的 某 个 开 集 族 ， 亦 即 
G= UG. 则 存在 0?(B") 的 一 个 函数 系 {a;(2); JETER 


对 于 每 一 个 JEJ, supp (a) 都 含 于 某 个 G; A, | (3) 
对 于 每 一 个 JEJ, A 0Sa,(2)S1, (4) 
而 对 于 wee, WD laj(z)=1, (5) 


证 明 eC EG 并 取 含 有 zw" 中 的 某 个 G;， 今 设 球 心 在 xz" 其 半径 为 7 的 闭 球 S (a? 5 7) & 
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手 G 内 ， 像 在 第 一 章 §1 的 (14) 式 中 那样 , 构造 一 个 函数 R (7)ECF(R") 使 得 
Bio, (rz)>0, 4la—e® | <r 时 ， 
BY, (2) =0, 4la—ae™ | Zr 时. 


APU Sey = {x3 BY) (2)#0}, MU, SG; E U UNa =G, LINDA supp (Pe JERI, 


z eG,r>0 
RREME 4276 GON RTOS, 32 OCG, ?之 0) ARRA U JEJ). it 
pi(z) 是 这 个 族 188 (2)) 中 与 U 相关 联 的 函数 ， 于 是 ， 因 为 (0; JS 是 一 个 散 开 的 开 覆 盖 ， 


所 以 在 G 的 任 一 固定 点 4 处 仅 有 有 限 多 个 8j(7) 不 为 0， 这 样 在 G 的 每 一 点 处 ， 和 s(7)== DB: 


(zZ) 是 收敛 的 且 是 > 0 的 ， 因 而 诸 函 数 
afz)=B(2)/s() (JEN 
满足 定理 的 要 求 . 
定义 2 RPR) JOT) 叫做 附属 于 覆盖 {G,; iE7} 的 一 个 单位 分 解 . 


§ {13， 有 具有 紧 支 集 的 广义 函数 

ELI 称 一 个 分 布 TED(Q) 在 只 的 某 个 开 集 芯 内 为 0， 如 果 对 于 每 一 个 其 支 集 含 于 乙 
内 的 PEDO) 均 有 T(g) =0. 全 的 支 集 定义 为 使 ?在 如 一 有 内 为 0 WOME DARE, 记 为 
supp(T), 

为 了 说 明 上 述 定 义 有 意义 ， 我 们 必须 证 明和 多 在 其 内 为 0 的 只 的 最 大 开 集 的 存在 ， 这 点 可 以 
正明 如 下 ， 

定理 1 如 果 一 个 分 布 TE 人 DO(Q)' HE OWM—-THRRO 3 iET) 的 每 一 个 UD; 内 均 为 0 WT 
EU = JU Ad, 


证 明 设 weD(Q) 是 具有 supp(9)0 的 某 个 函数 . 我 们 构造 一 个 单位 分 解 {a;(X); jEJ)， 
它 附属 于 的 覆盖: (5 iE1} 和 人 一 supp (yg), 于 是 Pp 三 之 wjp 是 一 个 有 限 和 ， 从 而 有 了 了 (9) 一 


DUT ip), AN supp (aj) SFLU, 内, 则 根据 条 件 有 7(eip)=0; an suppa) &-F 0 一 


supp (p) Aj, 则 有 asp =0, AmA Tap) =0, FRA Tm) =0, 

命题 1 空间 EC0) 的 菜 个 子 集 B 是 有 界 的 当 且 仅 当 对 于 任意 一 个 微分 算 子 DRONE 
一 个 紧 子 集 K, 函数 集合 {Dif(z); EB} 在 EK 上 是 一 至 有 界 的 ， 

证 明 从 确定 E(Q) 的 拓扑 的 那些 半 范 数 的 定义 来 看 是 显然 的 . 

命题 2 EN) 上 的 一 个 线性 泛 函 也是 连续 的 ， 当 且 仅 当 在 E(Q) 的 每 一 个 有 界 集 上 总 
是 有 界 的 ， 

证 明 C(O) 既是 一 个 拟 赋 范 线性 空间 , 命题 就 是 第 一 章 $ 7 中 定理 2 的 一 个 推论 . 
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命题 3 一 个 具有 紧 支 集 的 分 布 TEDCQ)' 可 以 用 一 种 且 仅 能 用 一 种 方式 延 拓 成 E (2) 上 
的 一 个 连续 线性 泛 函 To 使 得 当 SEEC) E supp (T) 的 某 个 邻 域内 为 0 时 ,To( 力 = 

证 明 S supp(T) 一 及， 其 中 是 只 的 一 个 紧 子 集 ， 对 任 一 点 PEK 和 之 0, 我 们 取 球 心 
在 ww 而 半 答 为 6 的 一 个 球 S(z',e)， 对 于 任意 的 充分 小 的 2 二 0, 紧 集 KK 被 有 限 多 个 球 SO, 
e)， 其 中 CK, BRE, BE (a2); jEJ) 是 附属 于 这 个 有 限 球 系 的 一 个 单位 分 解 ， 于 是 函数 
y= ST aj(x)( 基 中 下 ' 是 到 的 含 于 上 述 有 限 球 系 内 部 的 某 个 紧邻 域 ) 满 足 : 


supp (zj) 作 及 1 +2 
(7)ECF(Q) 且 在 及 的 茶 个 邻 域内 yE) 1. 
对 于 JeC=(9) 我 们 用 To( 有 )=T(y 力 来 定义 To(f)， 这 个 定义 与 的 选择 无 关 ， 因为 ， 如 采 
PEC (Q) 在 KK 的 某 个 邻 域内 等 于 1, 则 对 于 任意 的 JEC" (2)， 函 数 (一 %)fEQ() 在 下 的 
某 个 邻 域内 为 0， 所 以 卫 ( 旋 一 了 (入 六 = Tb bop =. 

对 pf 应 用 Leibniz 微分 公式 ， 容 易 看 出 : HA 取 遍 E(Q) 的 一 个 有 界 集 时 ，{y 介 便 取 亿 
D0) 的 一 个 有 界 集 ， 这 样 ,因为 分 布 TED(Q)' EDO WARR EEA RK, PZA To 在 
C(O) 的 有 界 集 上 是 有 界 的 ， 于 是 根据 上 面 提 到 过 的 第 一 剖 §7 中 的 定理 2 To 是 E48) 上 的 一 
个 连续 线性 泛 函 . 今 设 JEE(Q) 在 K 的 某 个 邻 域 UCK) 内 为 0. 于 是 ,选择 一 个 在 (Q 一 U(K)) 内 
为 0 的 We03(8), EE TTO =. 

命题 4 KERETTEL oR, WTR EC Ak A 

ITP ISC sup ,1Dif(z)| 对 所 有 的 FEC” (2) 9 ARSE, 
证 明 因为 是 全 (Q) 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 , 则 对 于 只 的 任意 一 个 紧 集 K', HEREC 
和 使 得 
IPIC sup ,1Dip(z)| 对 所 有 的 peDz (9) 成 立 ， 
(第 一 章 $8 中 命题 1 的 系 )， 然 而 对 于 任意 的 9SC” (2)， 我 们 有 9p=%9e9z (29)， 所 以 根据 
Leibniz 的 微分 公式 , 有 
sup [DODE S0" sup, ID’g(7)], 


\giskl,@exr 
共 中 0" 是 与 9 无 关 的 常数 , 令 gf i =k, 便 得 到 命题 . 
命题 5 设 5 是 0~"(0Q) 上 的 一 个 线性 泛 函 , 且 对 于 某 个 沼 数 C 和 一 个 正 整数 到 以 及 吕 的 一 
个 紧 子 集 K 有 
ISA [Ss Csup' | Dif(z)| 对 所 有 的 JEC? CORT. 
则 So 在 C8(Q) 上 的 限制 是 其 支 集 含 于 天 内 的 一 个 分 布 . 
证 明 如 果 了 在 K 的 某 个 邻 域内 恒 为 0, 则 有 Sof) =0， 因 此 ,如果 ECT (8) 在 K 的 一 个 
邻 域 内 等 于 1, 则 有 
So( 有 ) 二 Sotyf) 对 于 所 有 的 FEC” OR. 
容易 看 出 , 如 果 ( 则 取 遍 守 (9) 的 一 个 有 界 集 , 则 根据 Leibniz 公式 {8 有) 取 遍 这 样 一 个 集合 , 它 是 
A TF an 
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(JEC? (A); sup 。 | Digla)| =Cx<oo} 
的 集合 内 的 、 因 此 8o(yj = -TOEDOEN H La FAY, MATE DAO) EAE 
续 线 性 泛 函 . 

于 是 我 们 证 明了 如 下 的 

定理 2 9 内 具有 紧 支 集 的 所 有 分 布 组 成 的 集合 恒 同 于 (8) 上 所 有 连续 线性 泛 畏 所 组 成 
的 空间 (9Q)'， 即 GE(Q) 的 对 侦 空 间 ，0”(8) 上 的 一 个 线性 泛 函 全 属于 区 (Q)'， 当 且 仅 当 对 于 
茶 两 常数 C 和 以 及 名 的 一 个 紧 子 集 有 

ITEC sup IDSC) 

对 于 所 有 的 JEC” (2) 成 立 . 

以 下 我 们 要 证 明 一 个 定理 , 它 给 出 了 支 集 人 退化 为 一 点 的 分 布 的 一 般 表示 式 ， 

定理 3 WR 的 一 个 开 集 介 含有 原点 0， 则 支 集 退 化 为 原点 0 的 分 布 TED(Q)' 能 表示 成 
0 点 处 的 Dirac 分 布 及 其 导数 的 有 限 线性 组 合 ， 

证 明 对 于 这 样 的 一 个 分 布 了 ,由 上 述 定 理 2 可 知 , 存在 着 常数 C 和 以 及 介 的 某 个 含有 原 
KAO 的 紧 子 集 下 使 得 对 所 有 的 ECO 

[TASC sup, IDIO) 成 立 ， 

我 们 将 证 明 

如 果 对 所 有 适合 13| 三 # J, 有 DPD 二 (0)=0 成 立 , 则 TO() = 0. 
为 此 , 取 一 个 国 数 pCO” (Q), 它 在 0 的 某 个 邻 域内 等 于 1, 且 令 

f.(7)=f(7)p (s/e), 
因为 在 原点 0 的 某 个 邻 域内 有 了 =f,, MUAT =T 了 (Ff.,), 由 Leibniz AX, 可 知 f HSEH 
的 导数 是 形 如 |e| 冯 区 :PT 其 中 | 引 十 11 至 已 的 诸 项 的 某 个 线性 组 合 . 因为 根据 假设 ， 对 于 
[i | Sk, 有 DF (0) =0, 所 以 按 Taylor 公式 有 了 的 |s1 阶 导数 在 节 (z/e) 的 支 集 内 是 Oat HN), 
这 样 ， 当 zy 0 时 ，f. Sk 阶 的 导数 在 0 的 某 个 邻 域内 要 一 致 趋 于 0， 于 是 卫 ( =limT (f,) 
=0, 
今 对 一 般 的 所 用 fi 记 了 在 原点 的 直到 如 阶 的 Taylor 展 式 ， 于 是 由 上 述 已 证 的 结果 有 
Tf) =T f)+TG—-f) =T) +0=T(f,). 

ERIE T Toe f UR ARISE RRR, 


§ 14.， 广 义 函 数 的 直接 积 
我 们 首先 证 明 一 个 逼近 定理 ， 
定理 1 设 r= (£, Tr tee , En) ER", y= Yi t; Ym) ER” 以 及 a= X Y= (Zu Tey 0 Yis Yo, 
Ym) CRU” WU PERI AK @ (2) =e (zx, y) CCT R”), 司 以 选取 函数 oOSC5 (R") 和 
Mi ECT (RM) 使 得 函数 序列 
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多 =p: (2,9) = Sey (1) 
当 ioo 时 , EDR") WAGER p) =p y). 
证 明 RP nm =1 ERIE, HE 
O(a, y, t) = evf | pemer ((a—£)?-+ (y—n)*) /4t)dédn, 
t>0; P(r, y, 0) =p% y). (2) 
WEB KEM 2/7, m=) 2T, Hi 
Dp D= ATS | PEENTE, gtm AT) ddm. 


由 | [et ddm r, ERA 


* Ton 一 co 


[Pe do DEVD | [le +2EVT, 9420/1) 9,9) | 


co 


xeran + ff}. 


stp tar E21n2<TP? 
因为 函数 pg 是 有 界 的 且 e-*-” 在 R* 内 是 可 积 的 ， 所 以 右边 第 一 项 随 TT 个 co 而 趋 于 0， 右 边 第 
二 项 对 于 固定 的 也 >0, 随 了 0 而 趋 于 0， 于 是 我 们 证 明了 lim® (x, 9, t) =p (a, 9) MH @, y) Be 
成 立 ， 
其 次 , 因为 supp(p) 是 紧 的 , 用 分 部 积分 法 , 有 


ao" D(z, (yy t) -297o (En) e-E(T-03+(y-p)]/41 
ah -ev Sera s-M Id Edn, t>0, 


Ot 
g(a, y) ,$=0. 


oa™ay* 
因而 象 上 面 一 样 有 
Ip (a, yt) atig(y,y) — 
lima iy? =— aga Ey) BRIT, (3) 


Sy FE (2 2a NY Ow, y, TE 10 时 ,可 以 延 拓 为 复 变 数 z 及 y 在 |z| 过 eo, 1y| 二 co 内 的 一 个 
全 纯 国 数 . 因此 对 任何 给 定 的 pO 函数 D(a, y, 1) 对 固定 的 1>>0 可 以 展 成 Taylor 级 数 


P(x, y, E) = paps Ct jety". 


m=08= 


这 个 级 数 对 于 |z| 二 ,|y| 三 是 是 绝对 一 致 收敛 的 且 可 以 逐 项 求 导 : 


grtt (x2, 4 a, t) a ky Syme 
“Samay! SS a(t) 


mi=0 s=0 


Betts} ETE E 4 OMY — AE BPS, 由 上 所 述 ,对 每 一 “Ab BEAT TBR SoC) 


m=0 s= 
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的 一 段 多 项 式 Pi (z, y) 使 得 
limP. (a, )=9(e, 9) 4 CCR) WRT. 


即 对 R? 的 任意 紧 子 集 五 ,及 每 一 微分 算 子 六 有 limD'P, @, y) =D'p (e, DEK E-E RY. M 


PCZ)JECY (RY 及 o (ECT (RD IERE supple æ, y)) LA o(2)o(y) =1 Rar, WARDAH 
p: (s, 四 = 二 p(7)o(y)P;(z, 胃 满足 定理 1 的 条 件 ， 
注 把 属于 D(R"*") 且 可 表示 为 


Slee) or), 这 里 piZJEJ (BR"), p EDR”), 
4=1 


fh & fk id DCR) x DR), RE MLR YE DR) x DR) HOR“) 的 拓扑 在 
DRM) LBB, DR) 的 线性 子 空间 多 (Rn) x 加 (BR") 赋 予 相 对 拓扑 后 称 为 DD(B") 和 
D(R") 的 直接 积 . 

现在 可 以 来 定义 分 布 的 直接 积 了 ， 为 了 明显 地 标 出 函数 p(2)EDCR") 的 自 变量 为 z= (zi 
ayo, Hy), PAE DR )H (De), WHC AB vy), RP y= (9 go ory Y) 所 组 成 的 空间 
DR") iH D,), RAE XC, y) MARA DR) 1H D). WTA D Ai TE 
DR)! = (D) 是 作用 在 HAR p) E, AME TR Poo, 

定理 2 A ToC) SwE(D,)'， 则 我 们 能 够 用 一 种 且 仅 能 用 一 种 方法 来 定义 一 个 分 布 
W=W cox (Dena) "使 得 


对 所 有 的 uE (D), vE CD) 有 
W (u(t )v(y)) = Pra) (uF) So (0Y)), (4) 
而 对 所 有 的 pDr) 有 
W (pl, y)) = 8 Te (P @, 9))) = Tr Sine (2,9))) (5) 
(Fubini 定理 ). 
AW MB Tl Se 的 直接 积 或 张 量 积 且 记 为 
W =T 2) X Say =S ay x To ` (6) 


定理 2 的 证 明 B=, DM ERRO) 的 一 个 有 界 集 类 ， 对 于 固定 的 YO, BAL 
(2,9); CB} 是 (名 的 一 个 有 界 集 ， 可 以 证 明 
PIO) HY) =T lp Car, y)), EB} (7) 
是 Do 的 有 界 集 ， 今 证 明 如 下 . 
因为 BE Qian) 的 有 界 集 , 所 以 存在 紧 集 下 CR" 及 紧 集 玉 ,CR" 使 得 
4 pCB it, A supp (p) S{ (a, y) ER"; EK p YEK RX. 
于 是 由 yg EK, 必 导 致 pa, y) =0 R oy) =D (pla, y) =0, Aut 


当 peL It, 有 supp(~) EK, (8) 
我 们 必须 证 明 对 于 R 内 的 任何 微分 算 子 D, 有 | 
SuplD,y (y) |<, 其 中 p(y) =T (9 (zx, 9)), PCB. (9) 
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为 此 , 例如 说 下 Dy =e. 于 是 由 名. 的 线性 性 质 有 


Pith, Yo, t, Ym) — P i Yar ts Ym) T, fee: Yr +h, You Yn) — P (Bs Yis Yo, t Ym) l, 
h OS h 


4 p Him 器 时 ,作为 变量 z 的 具有 参量 CR" RAC SDMRT VOA RER ODi TA 
界 集 , KATH SEO.) MARR BRM, THES hoo 以 及 由 第 一 章 § 8 的 命题 1 
便 知 (9) 是 真 的 . 

因此 , 由 同一 个 命题 1 知 , 数值 集合 


{Soy (Pray (F(z, 9))); PER} (10) 
是 有 界 的 .所 以 同一 个 命题 1 说 明 我 们 通过 
WP lp) =S (Tn (9%, ))) (11) 
已 经 定义 了 一 个 分 布 WE Qi)", 类似 地 通过 
WPC) =T Sin (G(a, 9))) (12) 
ELTA WED). RMF we (D) vE OO) 4 
WY (ulz)o(y)) = WO (ul rv g)) =P UF) So (2 (9)). (13) 
所 以 由 上 述 定理 1 及 分 布 WO WW 的 连续 性 可 得 WSWO) SWH=WPS=W™, WEHT 
定理 2. 
第 一 章 参 考 文献 


关于 局 部 凸 线性 拓扑 空间 及 Banach 空间 ， 可 参看 N. Bourbaki[2], A. Grothendieck[1], G. Ksthe[1], 
S. Banach'1}, N. Dunford-J. Schwartz[1]j 以 及 E. Hille-R. $. PhillipsL1]。 关 于 广义 函数 , BAL. Schwariz 
11], I. M. Gelfand-G. E. Silov[1], L. Hormander| 6], A. Friedman[1], 
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第 二 章 ”Baire-Hausdorff 定理 的 应 用 


B- 空 间 (或 -空间 ) 的 完备 性 使 我 们 能 应 用 第 0 章 中 的 Baire-Hausdorff 定理 ， 并 得 到 诸 
i SER 共鸣 定理 ， FU EPR ARE — 一 些 省 卫 分 析 的 基本 定理 这 些 定 


ae 


人 


§ 1， 一 致 有 界 性 定理 及 共鸣 定理 
定理 1( 一 致 有 界 性 定理 ) ” 设 革 为 一 个 不 能 表 成 可 数 个 闭 的 稀 酬 子 集 的 并 集 的 线性 拓扑 空 
间 ， 而 {了 Ts aE4} 为 一 族 把 下 映 入 拟 赋 范 线性 空间 了 内 的 连续 上 映射， 我们 假定 对 任意 aE4 及 
x, yEX, 有 
(Pa +D STA] + (7.9) B24 0 IT. (ae) | = aTr]. 
今 若 对 每 点 EX, RA Tw aCA A T N s-limT,2 =0 对 aCA 一 致 成 立 . 


证 明 HY BE Hye > OR FE PTE MEI, EE EX, = {EXGSup |e"! Poa + |n-'Pa(—a)| Se}, 
H Ta 的 连续 性 知 每 个 Xa A, MBIT el ac4} 的 有 界 性 假设 , 得 X= U Xn， 因 而 根据 对 


XWRH, DAE X., SHER ZoEX 的 一 个 邻 域 口 =zxo 十 V, he 了 了 为 和 的 0 点 的 一 个 适合 
7 一 一 下 的 邻 域 .因此 由 eer 即 导 致 suplno "Pa (to +2) | < e, 所 以 我 们 有 

(Talno 1a) | = [To (reg! Co Hego) AS] 2207 Pay +) | 

+ [no Tal a) |S2e 当 sEV, aCA. 

于 是 定理 得 证 , 因为 线性 拓扑 空间 的 数 乘 az 对 变量 a 和 zx 连续, 

系 工 共鸣 定理 ) (Ta oaE4) 为 一 族 映 呈 - 空 间 和 人 贱 范 线性 空间 了 内 的 有 界线 性 算 子 . 
则 由 每 一 点 xEX 处 的 集合 {Tozl;aE4} 的 有 界 性 必 导 致 集合 外 Tol; aE4} 的 有 界 性 , 

证 明 ”由 一 致 有 界 性 定理 ， 对 任 一 >0 存在 一 6>0， 使 得 当 !zl 硅 6 时 有 sup|7 se, 因 
此 sup| Tal Se/6, 


系 2 设 {Tw} 为 一 序列 映 B- 空 间 X 入 赋 范 线性 空间 了 内 的 有 界线 性 算 子 ,假设 对 每 点 
IGX, 9-limTww 一 Px 存在 , 则 了 了 亦 为 映 X 和 了 的 一 有 界线 性 算 子 , LA 
EL (1) 
证 明 对 每 点 EX， 序 列 {17we 上 的 有 界 性 由 范 数 的 连续 性 所 保证 ,于 是 由 前 系 知 sap 
IT. <co, HIP] <supl 7.) .jz 一 1 2,…)， 再 由 范 数 的 连续 性 , 即 得 
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[Te] =liml7zlslimi lel, 


n= 


这 正 是 不 等 式 (1)。 最 后 ,了 显然 是 线性 的 . 

定义 ”如 上 得 到 的 算 子 J 称 为 序列 {小 的 强 极限 , 记 为 了 二 s-limT 

下 面 我 们 证 明 一 个 关于 有 界线 性 算 子 的 有 界 逆 算 子 的 存在 性 定理 . 

定理 2(C, Neumann) 设 卫 为 把 如 -空间 和 上 映 和 人 其 本 身 的 有 界线 性 算 子 ， 假 定 1T 一 2 一 1， 
此 处 了 为 革 位 算 子 , 即 esr, NTARE WARREN T, EC. Neumann 级 数 给 出 


+. > è ù% o 


T-\y = slim I+ I—T) + 2-7)? + + AT) "x, @EX. (2) 
证 明 对 任 一 xEX, 我 们 有 
k k k oo 
DIEROK EON 10 -7)"2|S SIC -™) "els Sl -T I" Ie. 
n=0 n=0 n=0 


n=0 


因 17 一 T1<1, LRA. TE 由 开 的 完备 性 知 , 有 界线 性 算 子 slim >, (一 人 "是 确定 的 . 
它 是 人 的 道 这 一 性 质 可 由 


k k 
T-s-lim $ (I—-T)*e=s-lim I —(I—-T))> (3: UP) 2 slin De 
kro ng be n=O kee 
b 
及 类 似 的 方程 ia 3- (mee ig WE, 
oo n=0 


§ 2. Vitali-Hahn-Saks 定理 


此 定理 涉及 测度 序列 的 收敛 性 , 并 需要 用 到 下 列 命题 
命题 设 (8, B, m) 为 一 测度 空间 ， 型 为 满足 条 件 mB) <o 的 一 切 BOB HRA. Nk 
距离 
d(B,, By) =m(B,OB;), sh B,OB,=B, UB,—B,)B:, (1) 
By 就 派生 出 一 个 距离 空间 (Co), 共 中 我 们 把 Bo 中 满足 m (BOB) = 0 的 集合 B 5B, 视 为 同一 
Fete, Pak, (Bo) 中 的 一 个 点 吾 便 是 满足 条 件 m (BOB,) =0 的 集合 BEL 所 成 的 集 类 ， 在 上 
述 距离 (1) 下 , (8) 成 为 一 完备 距离 空间 
证 明 BLL Cs(s) 表 未 集合 互 的 特征 函数 : 
Ca(s)=1 或 0, 视 sEB 或 sEB 而 定 ， 
则 
d(B,, B,)=[_|Cs,(s) —Cp,(s) |m (de). (2) 


因此 距离 空间 C80) 便 可 等 同 于 至 -空间 L* CS, 见 ，mm) 的 一 个 子 集 ， 令 BE 由 ， 而 序列 {Ca,(s) ) 满 
ERI 


Lind By Bi) tim , 10», 00s, (0) C48) =0. 
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则 正如 在 空间 LCS, B, m) 的 完备 性 的 证 明 中 一 样 , 我 们 可 选 一 子 序列 (Cs,(s)} 使 得 limCs,.(s) 
=C(s)m-a. e. 存在 , H. lim | 1C(s) 一 Cz.1(s) 1m(ds) 二 0， 显然 C(3) 是 一 集合 B.CBo 的 特征 
ray, Alig limd(B., B,) =0, 

这 就 证 明了 (80) 为 一 完备 距离 空间 ， 

定理 (Vitali-Hahn-Saks) 1% (S, V, m) 为 一 测度 空间 , {4,(B)} 为 一 全 变 差 |4,1(S) (n=1 
2,…) 均 为 有 限 的 复 测度 序列 ， 假 定 每 一 4,(B) 为 m- 绝 对 连续 , 且 对 任意 BEB, limA, (B)=AB) 
存在 并 有 限 ， 则 4.(B) 的 mw- 绝对 连续 性 对 R% 是 一 致 的 . Bih limm(B) = 0 必 导 致 lim4,(B) 二 0 
Indek, F mS) <o, MAES EE o- 可 加 的 , 

证 明 HFAB) H m-t, AAA (B) 5% B PRA BARRA, Ate 
一 hw, 可 用 等 式 M (B) = A, (B) 确定 一 个 在 (Bo) 上 的 单 值 国 数 A, (B), An (B) HJE Sk tE H Àa (B) 9 
m- 绝 对 连续 性 所 保证 ， 同 时 入, (B) 的 连续 性 必 导 致 4,(B) 的 m- 绝 对 连续 性 . 

于 是 , 对 任 一 * 盖 0, 集合 

F,(e) = {B; Sup| N; (B)—N,,,(B) | Se} 


ECS) 中 是 闭 的 , 同时 根据 假定 limd,(B) =A(B), 即 知 (80) = DIF Ce), 由 于 完备 距离 空间 (80) 
nove b=1 i 


是 第 二 纲 的 ， 故 至 少 有 一 F, e eB) 的 一 个 非 空 开 集 ， 这 就 表示 必 存 在 一 BEB) 和 一 正 
数 9I>0 使 得 
车 d(B, By) <n WBA supl Xa, (B) —N, sa (B) | Se. 
另 一 方面 ， 任 一 满足 m(B) <7 的 BCS. UERR RK B=B\—B, AA RE AB, By) <n, 
a(B,, By 过 nm， 例如 我 们 可 取 Bl 二 BU Bi, B,=Byo—-BN By. Wk, € m(B Xn BkEk, 就 有 
|4: (B) | <4, (B) | + |4., (B) —A, (B) | 
< |A, (B) | + 14, (B1) ~A: (Bi) | + |As, (B2) —4 (B?) | £ |år, (B) | +2e. 

FAVA Ar, HI m-EIERTER e>0 的 任意 性 可 得 ， 由 mm(B)->0 BER A,(B)>0 对 nm 一 

致 地 成 立 ， 于 是 ， 特 别 地 有 ， 由 m(B) ->0 必 导 致 1(B)->0， 另 一 方面 ， 显 然 和 是 有 限 可 加 的 ， 


Bp (Sn) -Se 因此 , 根据 前 面 所 证 的 lim A(B) =0, ZA m(S)<oo 了 时 4 是 a- 可 
g=1 f=1 m(B)> 


加 的 . 
系 1 设 ({4.(B)}) 为 8 上 的 一 个 对 一 切 % 其 全 变 差 |4,1(5) 均 为 有 限 的 复 测度 序列 ， 若 对 一 
切 BEB 极限 lim4(B) 存 在 并 有 限 , 则 {4,CB)} 的 o- 可 加 性 在 下 述 意 义 下 对 nn 是 一 致 的 ; 即 对 办 
中 任 一 满足 门 B; 一 2 的 集合 的 递减 序列 {Bs), 对 1 一 致 地 有 limA, (By) =0. 
hel Poo 


证 明 我 们 来 考察 
? 6] « 


m(B) 一 D2 u; (B) Jh 4;(B) =4; B) / 14 (5). 
1=1 


m 的 r- 可 加 性 系 各 的 g- 可 加 性 的 直接 推论 且 有 0 三 m(B) 生 1， 每 一 ur AE Aj 都 
是 n- 绝 对 连续 的 ， 因 此 , 根据 前 面 的 定理 , 由 于 limm (By) =0 即 有 Lim, (By) =0 对 一 致 地 


成 立 . 
系 2 即使 m(5) = co, 定理 中 的 4(B) 仍 然 是 o- 可 加 且 名 -绝对 连续 的 . 


$3， 广义 函数 序列 的 逐 项 可 微 性 


广义 函数 序列 的 收敛 性 研究 是 很 简单 的 。 事 实 上 我 们 能 证 明 

定理 WTA EDO 的 广义 函数 序列 , 设 对 一 切 pED(8)， 有 限 极限 lim7, Cp) 
二 TP(g) 存 在 ， 则 外 也 是 一 ED(Q)' 的 广义 函数 ， 此 时 我 们 称 人 J 为 序列 {T,) 在 加 (Q)' 中 的 极限 ， 
并 记 为 P=lim7,(D(9)"). 

证 明 汉 函 的 线性 性 质 是 显然 的 , 今 设 K 为 的 任 一 紧 子 集 . 则 每 一 7T, 在 -空间 Dx (Q) 
上 定义 了 一 个 线性 泛 函 ， 并 且 ， 这 些 线性 泛 角 均 是 连续 的 ， 因为 可 由 第 一 章 8 8 中 命题 1 证 明 
它们 在 Dx(9) 的 每 一 有 界 集 上 是 有 界 的 ， 因 此 ， 由 一 致 有 界 性 定理 , T 必定 是 Dx (8) 上 的 线性 
泛 函 ,并且 它 在 Dx(0) 的 每 一 有 界 集 上 为 有 界 ， 从 而 了 是 每 一 Dx (Q) 上 的 连续 线性 泛 函 ， 因 为 
D(9) 是 全 体 全 (9) 的 归纳 极限 , AM T BEE DCO) ERER A. 

ABUT ME) T= lim, (DC8)')， 则 对 任 一 微分 算 子 D5, 成 立 DJ=limDi7， 
(D(Q)'), 

证 明 im? 7 D(Q)') HIER PEDO MIL lim, ((—1)"'D¥p) =T7(—1) Dp), 


因此 我 们 有 
(DIT) (p) = lim (DITA (9) 对 一 切 PCD(Q). 


48 4， 奇 性 凝聚 原理 


Baire-Hausdorff 定理 可 用 来 证 明 具 有 各 种 奇异 特性 的 羡 数 的 存在 性 ， 例 如 ， 我 们 将 证 明 
没有 有 限 导 数 的 连续 函数 的 存在 性 . 
Weiertrass 定理 ”在 区 间 [0, 1] 上 存在 这 样 的 实 值 连续 卫 数 e), CEKEL, 1/2] 上 任 一 
点 均 无 有 限 微 商 x o). 
证 明 AROE t=, 有 有 限 右 上 导数 和 右 下 导数 的 充 要 条 件 为 ， 存 在 正 整 数 使 得 
,SuP ， ho! lato +h) —r (to0) | Sn. 


今 以 Ma 表示 这 样 一 些 钞 数 OCOLO, 1] 的 全 体 , 这 些 国 数 w(t) FEL, 1/2) PASE to 处 满足 
上 述 不 等 式 ; 其 中 如 可 随 x(1) 的 不 同 而 不 同 ， 我 们 只 须 证 明 每 一 用, CL, 1 的 一 稀疏 子 集 
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就 行 了 ， 因 若 此 , 则 集合 CLO, 1] 一 (M, 必 非 空 , 这 是 因为 根据 Baire-Hausdorff 定理 ， 完 备 
n=] 


距离 空间 CLO, 1 不 是 第 一 岗 集 . 
根据 闭 区 间 [0, 1/2] 的 紧 性 和 空间 CLO, 1] 的 范 数 ; BM, CLO, UA, Hk, RE 
多 项 式 z(t) 及 数 e>0, 我 们 恒 可 以 找到 这 样 的 函数 1)ECL0, 1 一 M。 使 得 sup| zC) —y(t)| 


= fa—yl| Ses 例如 , 我 们 可 以 取 形 如 锯齿 线 图 形 所 表达 的 连续 函数 , 使 得 上 述 条 件 均 满足 . 于 是 ， 
由 Weierstrass 多 项 式 逼近 定理 , M, 是 CCO, 1] ABUSE, 

S. Banach[1] 和 H. Steinhaus 已 证 明了 奇 性 凝聚 原理 ( 见 后 面 ), 它 的 基础 是 下 面 的 

定理 (S. Banach) 给 定 一 映 了 -空间 开 人 赋 范 线性 空间 Ya 内 的 有 界线 性 算 子 序列 (7，). 
则 集合 

B= {xEX; lim |T e] <co ) 

MERA TX, 或 者 是 互 的 一 个 第 一 纲 集 . 

证 明 EBER MRT, RATE B=X, MBWEN, RRecB, RNA 
lim|k P,a] =0, 因此 , 对 任 一 e>, 


ne 共 中 By= (EX; sup|e P,e] <e). 


HTA T, 的 连续 性 , 每 一 3 是 闭 集 ， 因 此 , 若 了 是 第 二 纲 集 , 则 有 某 Bi, 含有 一 正 半径 的 球 ， 
这 就 是 说 , 存在 一 woE 和 一 数 O>0, 只 要 jz 一 zol 至 0， WH sup |g Tael Se, 于 是 令 y=U-X, 


“SlylSo 时 , RIEA leo Ty STel + feo Pol S22, Ae 


su 7,2] S2e 


net bs “ag 
故 B=X, 
7 (HERRA BHT 0 (gq 二 1, 2, …) 为 一 序列 把 下 -空间 和 上 映 入 赋 范 线性 空间 有 (2 
2, …) 内 的 有 界线 性 算 子 ， 假 定 对 每 个 了 存在 一 zpEX (A lim|T'p, el =c0, 则 集合 
B=({xEX; lim|T,,,c]=co HY) p=1, 2, +=} 
是 第 二 细 的 . 
证 明 根据 假设 和 前 而 的 定理 , 对 每 一 ?2 集合 By = {xEX; lim17wszj<co} 是 第 一 纲 的 , 因 


而 B=X— (JB, 必定 是 第 二 纲 的 ， 


上 述 系 给 出 了 寻找 具有 许多 奇 性 的 函数 的 一 个 普遍 方法 ， 
例 在 在 一 个 周期 为 2r 的 实 值 连续 函数 e), 它 的 Fourier 最 式 的 部 分 和 : 


eo è + è «© © e o 


f, (a3 t) = = (a,coskt +b, sinkt) =|’ a(s) K,(s, t) ds 


R=0 
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此 处 A, (s, t) = sin ((q +27!) (s—t)) /2sin27!(s—?), (1) 
满足 条 件 
Him|f,(a3¢)|=00 在 一 集合 P( 宇 [0, 2r]) 上 , 此 集合 具有 连续 统 的 势 , (2) 
此 外 , 集合 己 可 以 选择 得 使 它 包含 任 一 可 数 序列 1 三 [0, 27]. 
证 明 周期 为 Qn 的 实 值 连 续 函 数 全 体 按 范 数 |z| ~=sup 1x(t)| 构 成 一 实 了 -空间 Con AR 
式 (1) 所 示 , 对 一 给 定 的 toE[0, 272], fi to 为 Co 上 的 一 有 界线 性 泛 国 ， 此 外 , 这 个 泛 函 fz; 
to) 的 范 数 等 于 


Z| 1K es, to) [ds = BB |" Ky (s, to) RBI, (3) 
a-s alo, 


易 知 , 对 固定 的 bo, 当 g->co 时 (3) 趋 于 0, 
所 以 , 若 我 们 取 一 可 数 笛 密集 人 |} SLO, 22], 根据 前 面 的 系 , 集合 
B= {wEC2,3 lim| f,(a3 t) | =00 M4 t= t, te, --} 
是 第 二 纲 的 ， 于 是 , 根据 空间 Co. 的 完备 性 , 集合 吾 非 空 ， 我 们 来 证 明 , 对 任 一 xEB， ,集合 
P= {tEL0, 2a]; lim| f, (x3 t) | = co} 


有 连续 统 的 势 。 为 此 ， 令 
PstEL0, 2a]; fel; Sm), pa= [Pe 
a(t) 和 三 角 函 数 的 连续 性 知 集合 Fao 从 而 集合 Pn, 均 是 [0, 20] 的 闭 集 ， 如 果 我 们 能 证 明 


UJ 是 [0,2z] 的 一 个 第 一 网 集 ， 则 集合 PH (Co, 2 一 Py304) 必 将 是 第 二 多 的， 作为 


CO, 27] 中 的 第 二 纲 集 , 尸 不 可 能 是 可 数 的 , 故 根据 连续 统 假 设 , P 必 有 连续 统 的 势 . 
最 后 我 们 应 该 来 证 明 每 一 是 [0, 2z] 中 的 第 一 纲 集 ， 设 某 Fn 是 第 二 纲 的, 则 £0, 2x] 的 
HIR Fm, BEE CO, 27] — AIK Alle, 6]。 这 导致 对 一 切 Cla, 6] 有 supi f, (a5 t) | Smo, 而 这 


是 与 己 包 含 [0, 20] — PASE tS, 
注 ”我们 能 证 明了 具有 连续 统 的 势 而 无 须 求助 于 连续 统 假设 例如 可 参看 F. Haus- 
dorff[1], 


§5. FAHER 


定理 (S. Banach IFMD METAR Sa. SIE AY Lh eae HEE N 
P JEX ERRER Y WISK, 

为 了 证 明 ， 我 们 先 证 

命题 令 X, 了 为 线性 拓扑 空 间 . 设 T 为 喘 久 入 了 内 的 连续 线性 算 子 , 并 假定 全 的 值 域 及 CD) 
是 了 中 的 一 个 第 二 纲 集 ， 则 对 瑟 的 0 点 的 每 一 邻 域 W， 必 有 相应 的 了 的 0 点 的 某 邻 成 斑 使 得 
e。 64 « 


vou)", | 
证 明 SW AXIO MMA CRW =—W, W+WSU 的 一 个 邻 域 ， 对 每 一 xEX， 有 


zj/n>0( 当 Rn->oo), 故 对 充分 大 的 % 有 wEnW， 于 是 了 = U (nW), PEL R(T) = U T(nW). 由 


于 RCT) 是 了 中 的 第 二 岗 集 ， 从 而 存在 菜 一 正 整 数 EOW 包含 一 非 空 开 集 ， 又 由 于 
LPCnW))*=nCT(W))", 且 因 n(T(W))* 与 (7(W))" 是 相互 同 卡 8 的 ， 故 (WW))" 也 包含 一 非 
空 开 集 ， 令 yoo Ta, EW, 是 此 开 集 的 一 个 点 ， 由 于 >e te 是 一 同 胚 映 射 ,我们 即 知 存在 
Y HO 点 的 这 样 一 个 邻 域 了 HEA VS—yo+ (TW) —yo + POW) 的 元 可 表 成 yo + Pw 
=T (wa), $e WEW. {B w—meW + WSU, 这 是 因为 WW 是 了 的 0 点 的 这 样 一 个 邻 域 , 它 满 
ER EW =—W LW +WSU, 

所 以 , —yot PW) STO), 于 是 通过 取 闭 包 , MA -yt TW) SEO))*, KVS—yo 
+ (TW) ETO 一 (TD) 

定理 的 证 明 因 了 为 一 完备 距离 空间 , 故 它 是 第 二 岗 的 ， 因 此 , 根据 前 面 的 命题 ,XX 的 0 点 
的 邻 域 的 了 象 的 闭 包 含有 了 的 0 点 的 邻 域 . 

LAX. Y. 分别 表 示 已, 工 中 的 中 心 在 原点 ， 半 径 为 e>0 的 球 . 4 e=e/2' (i=0, 1, 2, =). 
则 依据 我 们 前 面 叙述 的 事实 , 知 存在 一 正 数 序列 忆 甘 使 得 

lima. =0 P Y,SCPX,)* (¢=0,1,2, ++). (1) 


A ¥CY,, 为 任 一 点 ， 我 们 来 证 明 存 在 一 EX., E Tey, W iso, 由 (1) 知 存在 xoEX,, 使 得 
jy 一 ?zj 一 7 由 于 (9 一 Tro) EY, , We 并 又 由 (1) 知 存在 EX，， fe] y—Ta,—Ta,|<m, 重复 此 
过 程 , 我 们 找到 一 序列 好 小 其 中 EX, 使 得 


| 1-23) <n | (n=0,1, 2, +). 


i=0 


k=m+1 k=m+1 k=m+1 k=m+1 


我 们 有 | Sir, [= 5 EAE 5 as( 3 > 27 "es moas Sn} 39 —Ceuchy a Fi), 


于 是 由 下 的 完备 性 , Wal s-lim Sle, =wEX 存在， 此 外 
n> p= 


lz| =lim 
n> 


De. =lim > jz! (Sr ets 
k=0 RIM THO k=0 


由 于 人 的 连续 性 , 必定 得 到 y= 二 Tz， 因 此 , 我 们 就 证 明了 任意 一 个 球 X, 必 被 了 映射 到 一 个 含有 

ERY, 的 集合 上 . l 
作 了 这 些 准备 后 , 今 设 @ AHX hA A xEG， 令 品 为 了 的 0 点 的 满足 xz 十 UGG 的 一 

TBR, LEV AYRO MMA TOV 的 一 个 邻 域 ， 那 么 , TGT (z+0) =T2e+TUDTx 


QD ”一 个 映 拓 扑 空 间 5; 到 拓扑 空间 So ERY AAR MR AR, SR MPM! 均 是 将 开 集 映 成 开 集 ， 
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十 v, be TG AA EAS UE AAA Bee, ARENT TX IRER Y ORR, 
PEW Pik- FARA F-ART EAA A, WE 
子 了 ”也 是 一 连续 线性 算 子 ， 


56. HARER 
定义 1 设 和 ,了 为 同一 数 域 上 的 线性 拓扑 空间 ， 则 积 空 间 刁 x 了 了 按 
Lai, Piy EAEz Yo} = (21 +22, Yi + Yo}, ALB, y) = (am, ay}, 
成 为 一 线性 空间 ， 如 果 我 们 定义 如 于 形状 的 集合 为 开 集 : 
Gi x G= { (x, y): LEG, YEG}, 
其 中 G,, G 分别 是 和 ,了 的 开 集 , 则 积 空间 也 是 一 拓扑 线性 空间 ， 特 唱 , 如 果 X, Y ER RPE 
空间 ; 则 按 拟 范 数 
. Ita, yl = Cael? + yi”, (1) 
X xY Op AL WER PES El. 
命题 1 EXMY A B-A F-20), WAXY 亦 是 8- 空间 (F- 空 间 ). 
证 明 ”因为 s-limtz ya) 二 {zw 等 价 于 8-limz 一 4, s-limy, =y, 结论 显然 . 
定义 2 MDT)SX AY AWRERT T HEROM ERZE X xY PHBA a, Te 
zED(T)}， 设 X, 了 是 拓扑 线性 空间 ， 当 其 图 象 G(T) 构 成 Xx 了 的 一 用 线性 子 空间 时 ， 则 T E 
为 六 线性 算 子 ， 如 果 X 和 了 是 拟 赋 范 线性 空间 ， 则 映 DCP) SX 入 了 内 的 线性 算 子 TJ 是 闲 的 ， 
2 AL Fii He 
{rr} SDT), s-limg, =a 以 及 s-limTs,=y 导致 xCD) H. Ta=y. (2) 


PREG TER PE SEY NO AUS EAT PRESET ES. WE DCE) SX 人 了 内 的 线性 算 子 称 为 能 闭 
的 (closable) 或 pre- 闭 的 (pre-closed), WR CMMAR GL) 在 状 x 工 中 的 闲 包 是 一 线性 算 子 ( 例 
如 说 S, EM DCS) GX AY Wy) 的 图 象 

命题 2 如果 X, 了 是 拟 赋 范 线性 空间 , 则 了 是 能 闲 的 , 当 且 仅 当 下 列 条 件 满 足 : 


{t,} GD), s-lima, =0 Hs-limTx, =y 导致 y=0. 43) 
证 明 “ 仅 当 ”部 分 是 显然 的 ， 这 是 因为 GT) 在 Xx 了 中 的 闭 包 是 一 线性 算 子 5 的 图 象 


GCS)， 所 以 yy 二 S.0=0,。“ 当 ”的 部 分 证 良 如 下 ， 我 们 根据 下 列 条 件 定义 一 线 柱 算 子 8， 并 称心 
ne: T 的 最 小 闭 Pak: 
XED(S) 当 且 仪 当 存 在 一 序列 (ww) 宇 D(T) 使 得 
s-limt, =a 和 s-limTxn =y 存在 ; 并 且 我 们 定义 Sx=y. (4) 
根据 条 件 (3)， 值 y 被 x Pe. RP RAMA S 是 闭 的 ， 令 w,CD(S), s-limw,=w H 
s-limSw, =u, 则 存在 一 序列 {zw} SD (1) HA fo, 2,1 Sn, Sw Trl Sn (n=, 2, =), A 
而 s-lima, = 8-limwa =w, $-limTz, = 8-limSw, =u, 故 WED0S) Sw=u, 
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一 个 闭 而 不 连续 的 算 子 的 例 设 X= 了 =C[0，1]. 令 D 为 其 导数 z(t)EX 的 一 切 前 数 
X(t)EX 的 集合 , S T HEDT) =D 上 按 关 系 Tx=x' 定义 的 线性 算 子 ， 这 个 全 不 是 连续 的 , 因 
为 对 w(t) = 1" 

[e| =1, [Px,|=supia(t)|=supint™ | =r  (@=1, 2, +). 
(E TÆ. Wb, Be} SDP), slime, =a H s-limTen=y, W a(t) BF yE), 
同时 CRAP aot), ihe aC Aa E RA E TG). EE A T EDO) H. 
Tr=y, 
一 些 能 闭 算 子 的 例 & 六 .为 其 系数 GCC CO RRE BEE 
D= X uD, (5) 


LIE k 
其 中 介 是 居中 的 一 开 域 ， 今 考察 函数 7)ET?(Q) NCC) 中 满足 条 件 DS (2 EL? (2) WE 
HER WA D. RMR ARP) (2) = DfEE- DO = DS? (OQ) A L?(Q) AN 
REA T. WT ERE. Bb, FISD HIE s-limf,=0, s-limD.f,=9 满足 ， 则 对 任 
一 P(L)EC§ (Q), 由 分 部 积分 得 


| Def @)-@@rde=[ SEDs, (6) 
共 中 Di iè De 的 形式 伴随 微分 算 子 : 
Di p(t) = >) (—1) D lapl). (7) 
[EAE 


弃 然 分 部 积分 中 的 被 积 出 项 由 于 (CCE (2) 而 消去 ， 就 得 到 公式 (6)， 于 是 由 LQ) 中 数 积 
的 连续 性 , 只 要 在 (6) 中 取 f= fy HE hoo, 便 得 到 

| rc)wGDaz=| 0D: pz)ds=0. (8) 
由 于 P(X)EC$ O EEEN, 必定 有 g(t) =O0a.e., WERE LO) H g=0, 

命题 3 MDMOXAY AMARA ST Hk T, 如 果 存 在 , 则 必 是 闭 线性 算 子 , 

证 明 T 的 图 象 是 积 空 间 了 x 关中 的 集合 (Tz 2}; xED(T)}， 当 我 们 向 忆 一 下 这 样 一 个 
事实 , MRA a, 四 习 (g, oh XX Y BY XX ERR, 命题 便 得 证 ， 

下 而 我 们 证 明 Banach 的 闭 图 象 定理 : 

定理 1 上映 -空间 竺 人 了 -空间 了 内 的 闭 线性 算 子 是 连续 的 . 

证 明 了 的 图 象 G(T) 是 -空间 x 了 的 闭 线 性 子 空间 ， 于 是 根据 也 x 了 的 完备 性 ，G(T) 
是 一 到 -空间 ， 由 关系 Qt Tx} =x 确定 的 映射 口 是 映 了 -空间 G(T) 到 -空间 了 上 的 双方 单 值 
的 连续 线性 变换 ， 于 是 根据 开 上 映射 定理 ，U REU 是 连续 的 .由 关系 {ft，TZx} =Tz 确定 的 
线性 算 子 了 显然 是 映 GMA ROMSEY EDERAL, MAT H=VU 是 由 世人 了 中 连续 的 , 

下 面 的 关于 两 个 线性 算 子 的 比较 定理 是 属于 L. HOrmander fy: | 

定理 2 设 X,(i 二 0,1, 2; Xo =X) €B- H], Ti(i =1,2) ERD (T) SXAX AMREBS, 
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车 Ty AH, T, HE] A DOSED), MEER i C 使 得 


[Tæ se A mel fal)? 对 一 切 xcD(7 (9) 
证 明 TARGET) XxX 的 亲子 空间 ， 于 是 了 映射 
G(T) 1a, Tr} >T yt X, (10) 


ERR B- 空 间 G(T.) A B-23 iA X: PIRES, RUE PRE, Uefa, Tit.) Æ 
G(T.) 中 s- & A Tie, TE Xa h s-i g. h FT AA, 从 而 存在 元 素 xED(T1) 使 得 =s- 
lime, 且 Pyx=s-liaT eq, AUG Bie eCD(T.), MBF T: 能 闭 ， 所 以 存在 的 s-limP i 只 


能 是 ?az， 于 是 映射 (10) 是 闭 的 , 故 由 闭 图 象 定 理 , 它 必 连续 ， 这 就 证 明了 (9)。 


§ 7， 闭 图 象 定 理 的 一 个 应 用 (Hormander 定理 ) 
Laplace 方程 
4u=fEeL’ 
的 任 一 分 布 解 ME72 在 JEC ”的 情况 下 由 这 样 的 一 个 国 数 所 确定 ， 这 个 图 数 只 须 在 它 的 定义 域 
的 零 测 集 上 校正 一 下 它 的 值 便 等 于 一 个 O° 的 函数 ， 这 个 结果 作为 Weyl 引 理 而 为 人 们 熟知 , È 
在 位 势 理论 的 近代 研究 中 起 了 基本 的 作用 .请 参看 H. Weyi[1]， 有 大 量 的 关于 Weyl 引 理 的 
拓 广 的 文献 ， 在 这 些 工作 中 ，L. H6rmander[Ii] 的 研究 看 来 是 最 卓越 的 ， 我们 将 从 他 的 亚 椭圆 
性 (hypoellipticity) 定 义 开 始 我 们 的 论述 ， 


定义 1 设 Q 为 如 的 一 开 区域 . 才 对 在 中 具有 紧 闭 包 的 任 -- 开 子 域 Q' 均 有 | lur) ds 
二 oo, 则 称 函数 uz)(zEQ) 属 于 Lie(Q)， 一 常 系数 线性 偏 微 分 算 子 PCD): 


[po =P( a e a) 其 中 
P($) =P (Ei, £n, +++, Én) Fe E15 Ša 8%, Éa 的 一 个 多 项 式 ， 
称 为 亚 椭 贺 的 ， 如 果 P(D)w=f(fEC”) 的 每 一 分 布 解 wEL3,.(9) 在 子 区 域 的 零 测 集 上 改正 它 的 
值 后 是 C™ 的 函数 . 

定理 (Hormander) # PO) A EREK, 则 对 任 一 大 的 正常 数 Ci 存在 一 正常 数 Ca, 使 得 
对 代数 方程 P(E) =0 WER E= Etin R 


(1) 


n 1/2 n 1/2 
Ee =o, #int=(S2 m) <0, (2) 
j=1 j= 
证 明 令 U 足 P(D)w=0 的 分 布 解 wEL*(Q') 的 金 体 ， 亦 即 是 满足 下 列 条 件 的 wxEZz(O') 的 
全 体 
[uP (Deaz=0 对 一 切 pECY A’), (3) 
共 中 PD) HABLA BEF P'(D) 由 下 列 关系 确定 
P' (£) 一 已 ( 一 二 一 上 2， one, — Én). (4) 
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我 们 能 证 明 品 是 L(Q') 的 闭 线性 子 空间 ， 由 微分 算 子 PCD) 的 线性 性 质 ， 显 然 得 到 UU 是 线性 空 
间 ， 令 可 的 一 个 序列 {ws} 为 (02') 中 适合 条 件 s-lim =u 的 序列 ， 则 由 L*(Q9') 中 数 积 的 连续 


性 知 
0=limf u, P' (D pir = | WP'(D) pda, 3RHI «EU. 
hoot OF or 


MU FE 2(Q) 的 一 闭 线 性 子 空间 , 从 而 可 视 为 一 8- 空间 . 
HF PD) Hi ARIAS, 我 们 可 以 认为 每 一 ED 在 2' 中 是 0 的. 令 21 为 任 一 在 Q! 中共 


有 紧 闭 包 的 开 子 域 ， 则 对 任 一 wED， 也 数 宇 (k 一 1, 2,…,) 在 Q' 中 是 0” 的, 利用 前 一 节 用 到 
Cdk 
的 论证 , 映射 
Uus EL (21) (k=1, 2, e,n) 


是 一 闭 线性 算 子 . 于是, 根据 闭 图 象 定理 , 存在 常数 C 使 得 


| Slee 


如 果 我 们 利用 此 不 等 式 于 函数 w(7) 一 ei ?其 中 =5 十 亡 = it tm, bat in, ov, Entina) xe 


| ll2dz， 对 一 切 wEDU. 


oI 
P(E) =0 的 一 个 解 , 且 <z, E> = Ske; 6;>, 即 得 
1=1 


Dii [?- f; orevdrs0| e279 dy, 


所 以 , 当 [2| 为 有 界 时 , E BAR.. 
注 ”以 后 我 们 将 证 明 条 件 (2) 导 致 P(D) 的 亚 椭 圆 性 .这 个 结果 同样 是 属于 Hirmander 的 . 


尤其 可 见 Weyl 引 理 是 H5rmander 结果 的 一 个 平凡 的 推论 ， 事 实 上 ， 代 数 方程 一 了 263 =0 的 
根 满足 (2). 


第 二 章 参 考 文献 
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c6]. . 


» 69 ~» 


第 三 章 ” 正 交 投影 及 F. Riesz 表示 定理 


SL ERE 
在 pre-Hilbert 4 APRITE LABIA PIT 6 RATE EERE, FÆTRE X, Hilbert 
空间 可 被 等 同 于 它 的 对 偶 空间 ， 亦 即 等 同 于 有 界线 性 汉 两 的 空间 ， 这 个 结果 就 是 F, Riesz 表示 
定理 ,而 Hilbert 空间 的 整个 理论 是 疯 基 在 这 个 定理 上 的 
O ENL Bea, y H pre-Hilbert AR X HRE. EE, y) =0, RINER r EXT n JWA 
aly; #alygWyle, Bale 4AM4e=0, eM pre-Hilbert Sih Xp TE, RNA 
M+ ders X AE 3é-F Mage Km A eK, 
定理 1 eh Hilbert 空间 下 的 一 闭 线性 子 空间 ， 则 MS 亦 是 总 的 一 闭 线性 子 空间 ， 并 
BRM? AMEI. RE CX 能 唯一 分 解 成 如 下 形式 
zx 二 (十 Kn， 其 中 mEM 而 neu. (1) 
(1) 中 的 元 素 称 为 < 在 了 L 上 的 正 交 投影 ， 并 记 为 Puz; Pw RAEM E 的 投影 算 子 或 投影 了 
(projector), Nit, i Ra MSM 这 一 事实 , 即 得 
z=Purt Puiz, Bl T=PytPnu. a’) 
证 明 Mi 的 线性 性 质 是 数 积 (z, NRE oR RAMEE, PRES, ME 
AY. Fg JE 28 FE AS Eb Ay FC TA HEE eG, MADERO) EE Si SR A, 
为 了 证 明 分 解 式 (1) 的 可 能 性 ， 我 们 可 以 假设 MEX Bee M, WE EM, Agi m=z, 
8 二 0 我 们 得 到 平凡 分 解 ， 因 此 , 由 于 形 为 闲 是 YE, 我们 得 
d=inf lz—m|>0. 


Aima SM AMEA] ORY lim la—m,||=d, M {m.t E— Cauchy 序列. 因 根 据 1e +o]? 
+ la—b|?=2Cla)?+ bD EHE pre-Hilbert 空间 为 真 ( 见 第 一 党 § 5 式 (1)) 这 一 事实 , BR 
[m =m,’ =| @—m,) —(@—m,) |? =2(f[a—m,|?+ e—m, |?) —2a—m,—m, |? 
=2(|a—m,|?+ |e— m] —4]¢— (Cm, me) /2]? 
=2(|z—m,|?+]¢—m, |?) — 40? (Am, + m,) /2EM) 
—>2 (d? +d?) — 4d?=0, 当 k, n>a, 
根据 Hilbert si X ERTE, 必 存 在 一 元 素 mEX 使 得 sclimm, =m, IPA, Al mEM, W 
FE, 根据 范 数 的 连续 性 , 我 们 得 Iz 一 m| =d, 
记 c=m+(e—m), fr n=a2—m, RNR EM ， 对 任 一 mEM 和 任 一 实数 a， 知 
(mtam JEM, FELA 
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as je—m—am'|? = (n—am', n—am’) 
== | n]?—a(n, m) —a(m', n) +a? | m’]?, 
th lnl=d, bo Y K Hea A OS—2aRe(m, m) tajm], FR E m'CM A 
Re(n,m') =0, 以 im’ 代替 m', 我 们 得 Im(n, m’) =0, 故 对 每 一 mEM WY (r, m') =0, 
Al x Hilbert SAX HHARELARM, 成 立 M=M++=(M+)+, 
定理 2 RUT P=Py 是 有 界线 性 算 子 , H 
P=P? (P Aye EEE), (2) 
(Px, y) = (a, Py) (P 的 对 称 性 )， (3) 
反之 ,一 个 映 Hilbert #315] X A X Py hE RE ( 2) (3 A ERE BT PETE M=RCP) 上 的 
投影 子 . 
证 明 由 正 交 投影 的 定义 , (2) 是 显然 的 ， 又 由 (1 7) 及 Puwz 上 Pirg 知 
(Pa y) = (Pyt, Pty +P xy) = (Put, Puy) 
= (Pux Puix, Puy) = (a, P uY). 
Heke y=rtz, EM, 2CM* R w=u-t o, uEM, vEM+ M y tw atu) -+ tHo), H ctu, 
(2+ v)EM*, WARD oy ER CL) EE Pay tw) S PaytPuw, 相仿 可 得 Pu(ay) = 
Pu). AF Pw 的 有 界 性 因 | | 
lal? = Pryz+ Pte]? = (Pye Pyta, Pyt+P yt) 
= |P yr |t Paie lt Pye? 
而 得 证 ， FR, 我 们 有 
[Pa] SŁ 
EREZET. ATP È -线性 算 子 , 所 以 集合 fy 用 二 BR(P) 是 一 线性 子 空间 ， 条 件 
XE NM 等 价 于 存在 某 一 yEX 使 x 二 P'y, 根据 (2), 这 叉 逐 一 等 价 干 2 一 Py = Py 一 Px， 所 以 EM 
Fo Pe-Pe, MERTER; 因 当 EM，s-lim zy 时， 由 了 的 连续 性 及 x = Pr, 即 导致 


s-lima, =s-limPx, = Py, Ke y= Py, 


FTA P=Py, 42M, 我 们 有 Pr=a =P yeas LI YEM, BA) BI Puy = 0, 此外， 

在 后 一 种 情况 下 , A (Py, Py) = (y, P?y) = (y, Py) =0, kk Py 一 0， 所 以 对 任 一 yEX, 我 们 得 到 
Py=P(PyytPyty) =PPyy+O WRU Py=Pay, 
投影 算 子 的 另 一 特征 性 质 由 下 列 定理 给 出 : 

定理 3 wk Hilbert SX AX AM TRAMAT PART, MAM PML P=P? 
HIPISI. 

证 明 RELER” Wy, M=RP) K N=N(P)=(y; Py 二 0}， 和 前 述 定理 2 
的 证 明 中 一 样 , 用 是 一 闭 线性 子 空间 且 ES EGP a= Po, TP 的 连续 性 ,入 亦 是 一 闭 线性 
子 空间 ， 在 分 解 式 z 二 Pz 十 (一 P)w 中 , 我 们 有 PxEM 和 (一 P)xEN. Jabs PUP) = 
P 一 P=0 而 显然 . 
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因此 我 们 必须 证 明 N= Mt, IHE EX, 由 于 Pe =P 知 y 二 Pz 一 4 和 N. 所 以 特别 当 zEXN 
时 , 则 Pr=aty Ae, y) =0, 由 此 得 jz 有 三 1Pzl = lejt yle, 故 y 一 0. 因 此 我 们 证 明了 zEX- 
TES r=Pr, XR NACM=R(P). RY, fr 2zCM=R(P), H2=Pz. KE RNBSE 
交 分 解 式 2 一 y 十 xz, YEN EN+,  2=P2=Py+Pe=Pc=2, 因 其 中 最 后 一 等 式 是 已 经 证 明了 
的 ， 这 表明 开 =RCP)EN+， 这 样 ,我 们 便 得 到 M=N+, her N= (N) BIRR N=, 


§ 2. “Fe TE IE 
一 般 情况 下 , 在 赋 范 线性 空间 中 我 们 不 能 定义 正 交 性 概念 ， 然 而 , 我 们 能 证 明 
EH (F. Riesz[2])” 设 为 一 赋 范 线性 空间 ， 愉 是 它 的 一 闭 线性 子 空间 ， 假 设 MEX, Ml 
IHE— e>0(0<e <1), 必 存 在 元 .EX 使 得 
lz =1 H. dis(x,, M) =inf|x,—m] 21—e. (1) 
因此 元 >. EREX FM, 
证 明 ik yCX—M, [AMiA, dis(y, M) =infly—m| =a>0, W we 48 E tm. CM 使 


ym sa(1+ 222), dette, gm) lgm [2 [2.11 B. 


|2,—m} =[y—m,[-t1y—m,—ly—m, Imz lym, ee(T Hs) =1—e 


Kl 没 在 在 在 赋 范 线性 空间 苹 中 的 一 个 闭 线性 子 空间 好 ,的 序列 ， 它 适合 MSM B 
MFM, (n=1, 2, +), WEED yn EE 
ynEM,, ly j= 且 disn Ma) =1/2 (m=1,2,-+). (2) 
R2 B-P XRRR S= {EX le ENAR, SHR MAX ARRAN, 
证 明 “ 当 ” 的 部 分 是 关于 R 中 有 界 闭 集 为 紧 的 Bolzano-Weierstrass 定理 的 一 个 推论 . 
“ 仅 当 ”部 分 证 明 如 下 ， 设 不 是 有 限 维 .， 则 由 前 面 的 推论 1， 存 在 满足 条 件 1ys1==1 且 当 mon 
时 , [Ym — Yn 21/2 的 序列 (gy,}， 这 与 的 单位 球 为 紧 的 假设 矛盾 , 


§ 3. Ascoli-Arzela 定理 


为 了 给 出 一 个 无 穷 维 B- 空 间 的 相对 紧 无 穷 子 集 的 例子 , 我 们 来 证 明 
定理 〈Ascoli-Arzeli) 设 心 为 一 紧 度量 空间 ，C(S) 为 由 zl =sup |æ (s) | 赋 范 的 ( 实 或 ) 复 
值 连续 函数 z(s) 的 B- 空 间 ， 则 当下 列 二 条 件 满足 时 ， 序 列 (a, (8s) ESE CCS) 中 是 相对 
紧 的 : 
£a (3) eS EA FR OF nm), BI 


* è è 8 o 


sup sup|z,(s) | <oo, (1) 
Ln (s) 是 等 度 连续 的 Ott n), BA 
lm SUP lC) tas") | =O. (2) 
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证 明 ”一 有 界 的 复数 序列 含 一 收敛 子 序列 (Bolzano-Weierstrass 定理 ). 因此 对 固定 的 s, 
序列 {zn(s)} 含 一 收敛 子 序列 . 另 方面 , 由 于 度量 空间 人 为 紧 , 所 以 存在 一 可 数 稠密 子 集 (so 王 名 
使 得 : 对 每 一 。 盖 0, 存在 {sw} 的 一 个 满足 条 件 

l sup. inf dis(s, sp) =e (3) 


SES ISjSkC) 

WARTE {su 1 SnSsk(e)}. KARKEA TSAR, kRERAARH(A 
4a 078 $2). 所 以 对 任 一 6>0, FEATS 的 点 的 一 有 限 组 ， 使 得 S 的 任 一 点 与 此 组 中 的 某 
一 点 的 距离 三 6, 令 6=1 2 5 3 5 ,并且 合 并 这 些 相 应 的 有 限 点 组 ， 我 们 即 得 到 具有 所 述 性 质 
REEF {sn}. 

于 是 我 们 对 序列 {za(s)} 使 用 对 角 线 选择 过 程 , 即 可 得 到 {zn(8)} 的 一 子 序列 {zm(s)}， 这 个 

序列 对 5 二 81, So, ,sb … 同 时 收敛 , 根据 {z(s)} 的 等 度 连 续 性 ， 对 每 一 00, ATE G=6(e) 
>0, 使 得 当 dis(s', roni 对 7% 王 1，2,… 均 有 |za(s8 ) —a,(s") | 三 e。 因 而 对 每 一 sCS, 存在 
— JO Ek (ò Ce) ) E4 

|@ (8) — Em (8) | E [Eu (8) — En (83) | + | tar (85) Em (85) | + [em (87) — Em (8) | 
S2e-+ fau (85) 2m (85) |. 

因此 lim max |tw (s) —#nr(s)|S2e, i lim [ami | =0, 


§4. TEE, Bessel 不 等 式 与 Parseval 关系 


定义 1 pre-Hilbert 空间 和 中 的 一 个 矢量 集合 人 称 为 一 正 交集 合 , 如 果 对 8 每 一 对 不 相同 
的 矢量 = 和 ? 均 有 # 上 %， 此 外 若 对 每 一 5 又 有 lz 和 一， 则 称 为 一 标准 正 交 集合， Hilbert 


. e è e @ ù 


区 的 标准 正 交 集 

定理 1 Hilbert 空间 X( 具 有 非 零 矢 量 ) 至 少 有 一 个 完全 标准 正 交 系 ， 此 外 ， 若 8 是 不 中 
任 一 标准 正 交 集 , 则 存在 一 个 以 3 为 其 子 集 的 完全 标准 正 交 系 . 

证 明 (根据 Zorn BI) 设 S 为 X 中 一 标准 正 交 集 ， 这 种 集合 确实 存在 ; 例如 ， 若 x 关 0, 仅 
由 z/]zl 组 成 的 集合 便 是 ， 我 们 考察 以 S 为 子 集 的 标准 正 交 EHAE). READER S, 
SS» 而 约定 3 一 So (S) 便 成 为 部 分 有 序 的 . 设 18 为 1S)} 的 一 全 序 子 组 , 则 U 5' 为 一 标准 正 交 


集 , 且 是 (5'} 的 一 个 上 界 . 于 是 , h Zorn 引 理 ， 存 在 {S) 的 一 极 大 元 8o。 这 个 标准 正 交集 Su 包 
aS, 且 由 它 的 极 大 性 , 它 必 是 完全 标准 正 交 系 . 

定理 2 设 S={zcaxc4} 为 Hilbert 空间 瑟 的 一 个 完全 标准 正 交 系 ， 对 任 一 fEX， 我 们 定 
MER EF S fy) Fourier Ait 


es è >» è è o 


fa= (f, Ta). (1) 
则 我 们 有 Parseval 关 系 
[fl = Df (2) 


证 明 ”我 们 首先 证 明 Bessel 不 等 式 
Sol felt iF. ( 
令 i, Co An 为 诸 a 的 任 一 有 限 组 ， 对 任 一 有 限 组 复数 Cay Cap "s Cans 根据 (zc} 的 标准 正 交 
性 , 我 们 有 


es (ee j- Een) 
j=1 j=1 j=1 
= IF Dea fs — Dots + 2 [ca]? 
j=1 g=1 f=1 
-UD Mal EEN el (3) 


Fl, MLE 0, sy S= Doa ga BUM cu, Sa, G12, DMT, A 
我 们 有 
fl 一 SOM, He Sop, a) 
根据 1, az t, en 的 任意 性 , 即 知 Bessel 不 等 起 (2 为 页 ， 且 了 村 0 至 多 对 可 数 多 个 &( 例 如 a, 
ao ;am :成立 ， 然 后 我 们 证 明了 一 s- im Shae a, TK wer Shae 省 为 一 Cauchy 序 
列 因为 由 (zs} 的 标准 正 交 性 7 
See (Shem, Sa ,)= > fob 


根据 前 面 证 明 的 (4), 上 式 当 有 > MATO RNR s-lim > farf, BIRER Ff) 
nye jal 
正 交 于 仿 的 每 一 矢量 ， 根 据 内 积 的 连续 性 , 得 
(一 了 ， ta.) =lim( f- D faten za, )=fa;— fa, =0, 

n>% k=1 

MA ata; (J=1, 2, …) 时 
(FF, 22) =lim(f— Etar ‘o Za) =0—0=0. 
因此 , 根据 标准 正 交 系 S = ra HE :全 性 , 必 有 (jf 一 f')=0, 于 是 由 (4) 及 范 数 的 连续 性 , 我 们 有 : 
0=limlf— Df. [= UP 一 各 If。 r= | fl?@— Dol fal’, 


系 1 我们 有 Fourier 展 式 
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-5 faam s-i Dfa es o 6) 
f=1 WS jl . , 
R2 RCA AIA LA, 8, m), rh ma} =1, 对 一 切 aE4， 则 Hilbert ZH X fk 
对 应 关系 
XDfe— {fal EV (A). | (6) 
依 下 述 意 义 
GED tg Pff BO IPP =P = (7) 


atd 


等 距 同 构 于 Hilbert 空间 P(A), 
Bil pret n=0, +1, +2, ag Hilbert 空间 L? (0, 2a) Ky — 748d 4s BRB 28 FH, 
证 明 我 们 只 须 证 明 此 系 的 完全 性 ， 根 据 (3), 我 们 有 
l,i S lepp jp Ne 
If Doma" P2If 2 a fie E=- Do fl 


Jaen 


此 处 方 = (f, et), 如 果 JEE2(0,2r) 是 一 周期 为 2z KEEA ge 则 由 于 Weiertrass H= fara Se 
EEE MSHI HS 2)， 上 上 述 不 等 式 的 左 端 可 以 为 任意 小 ， 因 此 所 有 线性 组 合 oye 的 集 
合 在 范 数 意义 下 再 窗 于 L (O, 27) 中 的 由 周期 为 2r 的 连续 函数 组 成 的 子 容 间 ， 而 后 者 按 范 数 闵 
BRT 72(0, 20), 所以， 正 交 x 二} 寺中 的 所 有 两 数 的 任 一 FAM FET? (0,207) YHL (0,22) 


的 零 矢 量 ， 这 就 证 明 了 我 们 的 网 数 系 -7 交 eit 是 天 (0,2z) 的 一 个 完全 标准 正 交 系 。 


$5. F.Schmidt 正 交 化 


定理 (E. Schmidt 正 交 化 ) 给 定 pre-Hilbert 空间 飞 的 一 个 有 限 或 可 数 无 限 的 线性 无 关 的 
天 量 的 序列 {2 让， 则 我 们 能 构造 一 个 标准 正 交 集 , 它 的 势 与 集 {zj) 的 势 一 样 ， 且 它 张 成 的 线性 空 
站 与 {2 认 炉 成 的 线性 空间 一 样 ， 

证 明 当然 z 考 0， 我 们 如 下 递 推 地 定义 Yi yo, H t ta, e 


YST, w=y /yl, 

yz =La — (Ea, Uy) U1, wa = ya/ lyzl, 

Yasi = Ear — D (Baar Uj) Uj, Unii = Yna Ynes 
j=1 


WA aes) APRS, 此 过 程 可 终结 ， 否则 , 它 无 限 延续 ， 我 们 注意 yO, FY ay, a2, +, a, 是 线 


PETC, (ASE un 确 实 有 意义 ， 由 归纳 法 显然 可 见 ， 每 一 wr 是 ti, Ta ee ZT, 的 线性 组 合 ， 每 一 
Wn 是 Uy, Us, t, Un 的 线性 组 合 ， 因 此 由 诸 w 张 成 的 闭 线 性 子 空间 与 由 诸 % 张 成 的 闭 线 性 子 空间 
是 完全 一 样 的 . 

Ble, =1 RA y lu, FÆ ulu, Akela) =14 ysl, 因而 ws| ww， 重 复 此 论述 ， 
Fal uy IE BEF ue, Us, … wo ee, 相仿 , 根据 jj =1, 我 们 有 Ya Luz K ulu, EWEBE, R 
PJA Uy | Um AB k>m, MME EERE, 

R 令 Hilbert 空间 X 是 可 分 的 ， 即 假设 X 有 一 个 至 多 有 可 数 个 元 素 的 稠密 了 集 ， 则 X 
有 一 个 至 多 由 可 数 个 元 素 组 成 的 一 个 完全 标准 正 交 系 ， 

证 明 假定 一 至 多 为 可 数 个 矢量 (EX) 的 序列 {a} 稠密 于 设 zw 为 序列 {a;} 的 第 一 个 非 
ET, Be 为 第 一 个 不 属于 张 成 的 闭 子 空间 的 jz 是 第 一 个 不 属于 由 zi zs …, ai 张 成 的 闭 
TRR a. WA a 和 诸 z 张 成 同一 闲 线性 子 空间 ， 事 实 上 此 闭 子 空间 就 是 金 空间 耳 , 因为 
集合 ta 让 稠密 于 和， 使 用 Schmidt ERF}, 我 们 得 到 一 个 标准 正 交 系 {wj},， 它 是 可 数 的 且 


张 成 全 空间 X， 
这 个 系 是 完全 的 , 因 否 则 会 存在 一 非 零 矢量 , 它 正 交 于 每 一 ww, 因而 正 交 于 由 诸 wy 张 成 的 空 
fy xX, 


正 交 化 的 例 WS LRG, b), 并 考察 实 Hilbert 空间 LCs, B, m), pák B Æ (a, b) H— 
BI Baire 子 集 的 集合 ， 如 果 我 们 把 单项 式 的 集合 
1，8，82 Sn oe 
正 交 化 , 便 得 到 所 谓 Tchebyshev 多 项 式 系 
Po (s) = 常数 ,Pi(s), Pa(s), Pas), "=, Pa (8), t, 
它们 满足 
[ PiC@)Pi(s)m(ds) 8,5 (=0 或 1 由 i 尖 j 或 i 一 j 而 定 ). 


在 a 二 一 1,5=1 H m(ds)=ds 的 特殊 情 GT, 我 们 得 Legendre 多 项 式 ; 在 a= —%, b= H, 


易 知 , H —o<a<b<o 时 , 标准 正 交 化 系 {Pj;(8)) 是 完全 的 ， 因 为 我 们 可 以 仿照 三 角 函 数 
的 完全 性 的 证 明 (参看 前 面 $ 4 的 例 ); 只 是 此 时 我 们 将 求助 于 Weierstrass 多 项 式 和 逼近 定理 , 以 
(Cs Weierstrass = fh BGM EPH, gF Hermite 或 Laguerre 多 项 式 的 完全 性 证 明 , 我 们 建 
议 读者 参看 G. Szeg6[1] 或 K. Yosida[ 1], 


§6. F. Riesz 表示 定理 
EE (F.Riesz 表示 定理 ) SX 4— Hilbert 空间 ,了 为 人 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 则 存 
在 唯一 确定 的 也 的 矢量 yj 使 
f(®)=(2, Ys) 对 一 切 ZEX, 且 Ifl = ly. (1) 
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反之 , 任 一 矢量 yEX 根据 
f(D=(@, D) 对 一 切 xEX 及 Ifl dl, l (2) 
定义 了 XX 上 的 一 个 有 界线 性 泛 范 下. 

证 明 ”因为 若 对 一 切 EX HA (a, z) =0 BPH 2=0, 所 以 yj 的 唯一 性 是 显然 的 ， 为 证 它 
的 存在 性 , 我 们 考察 的 零 空 间 人 = (={zEX;FKz)=0}， 因 了 为 连续 且 线 性 ， 故 六 为 一 闭 
线性 子 空间 在 N=X 的 情况 下 , 定理 是 平凡 的 ; 这 时 我 们 取 yy=0， 假 设 NX, WIRE 
PEO, 它 属于 N+( 参 看 第 三 章 8 1 的 定理 1)， 定 义 

ys = (F) Lyol?) Yo (3) 
我 们 断定 这 个 yj 符合 定理 条 件 ， 首 先 , 车 xEN, 必 有 f(z)= (z, yy), 因为 两 边 均 是 零 ， 其 次 , 着 
7 为 形 如 2=ayo 的 元 , 则 我 们 有 
(E, 94) = (aa 95) =( ato, Ey )= af 90) =F Cn) =f). 
0 


由 于 f(z) 和 (z, ye) 对 了 都 是 线性 的 ， 所 以 如 果 我 们 证 明了 碟 由 N 和 加 张 成 ， 则 等 式 fz) = 
(z,y1) ”zEX 便 得 证 ， 为 了 证 明 后 一 断言 , 注意 f(y/) £0, 我 们 记 
_/ fr), \, flz) 
i (z Fe ) + A 
右 端的 第 一 项 是 六 中 的 元 , 因为 
f(z- f(r) s )=f(2)— f) f) =0. 


FO) Fs) 
因此 我 们 便 证 明了 表示 式 f(z)= (@, y). 
所 以 ,我 们 有 
Ifi= sup |f(7)|= sup | (x, ys) [S sup [el [y= lys, 
又 HI= sun IFE aap u). 


MBE BAT ERIS = dys 

最 后 , 定理 之 逆 部 分 由 |f(7)|==| (x,9)| 三 1z1 -yl 是 显然 的 ， 

Al WX A Hilbert 空间 ， 则 于 上 的 有 界线 性 泛 MAK 也 构成 一 Hilbert 空间 , 并 
且 在 XX‘ 和 关 之 阅 存在 一 个 保 范 的 一 一 对 应 fe 一 >y1， 借 助 于 这 个 对 应 , X 作为 一 个 抽象 集合 可 
等 同 于 ;但 是 , 在 此 对 应 下 , 作为 线性 空间 而 言 不 旬 许 把 卫 ' 等 同 于 OX, BUR, fog; 是 其 
sets | | 
(a, fi + Mofo) —> (Gy; HEt), (4) 
JEH a, Oy He: SF Be, 

证 明 FARW, PE RAB, fe) = Gs, 97.)X' 成 为 一 Hilbert 空间 ， 故 系 1 的 论 


系 2 Hilbert 空间 XX’ 上 的 任 一 连续 线性 泛 函 了 可 按 如 下 方式 等 同 于 六 中 的 一 个 唯一 确定 
的 元 素 i 
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PD =F) 对 一 切 JEX’. (5) 
证 明 GAIT AL SUES PES Me BE ek RK, SOA, 
定义 ”空间 X RRA X Ae RL, PE BUTE AE EO LP, 把 Hilbert 室 间 三 等 同 于 
它 的 第 二 对 偶 空 间 X” = (X')"。 这 个 事实 将 称 为 Hilbert 空间 的 自 反 性 . 
R3 weXH— Hilbert 空间 ，X' 为 它 的 对 偶 空 间 。 则 对 任 一 稠密 于 X 的 子 集 F( 竺 X')， 
我 们 有 
lel = sup |f),  2EX. (6) 
证 明 我 们 可 以 假定 #0, 因 否 则 公式 (6) 是 平 几 的 ， 我 们 有 (zx, @/ lool) = irl, kE X 
上 的 一 有 界线 性 泛 商 fo 使 fo 二 1, 了 (zo) = lel. FA Fo) = Cro, os) Rt yy 连续 , 且 对 应 fy 
是 保 范 的 , PLUE FARF X 知 (6) 为 真 ， 
i Hilbert 给 出 的 “Hilbert 空间 ”的 原始 定义 是 空间 (LD)， 参 看 他 的 论文 [1j. 在 假设 空间 
为 可 分 的 情况 下 ,给 出 Hilbert 罕 间 的 公理 化 定义 (参看 第 一 章 X 9) yak J. von Neumann[1]. 
F. Riesz[1] 在 不 假定 空间 是 可 分 的 条 件 下 证 明了 上 面 的 表示 定理 ， 在 这 篇 论文 中 ， 他 强调 
Hilbert 空间 的 整个 理论 可 以 以 他 的 表示 定理 为 基础 ， l 


§ 7. Lax-Milgram 定理 

近年 来 ， 由 P. Lax #0 A. N. Milgram[1] 5723809 F. Riesz 表示 定理 的 一 种 变形 被 证 实 屁 
研究 椭圆 型 线性 偏 微分 方程 解 的 存在 性 的 一 个 有 将 工具 . 

定理 (Lax-Milgram) iX% Hilbert 空间 ，B(z, 作为 一 定义 在 积 Hilbert hy XxX E 
的 复 值 泛 国 , 它 满 足 条 件 : 
ce B(G,2,+Qo%2, y) =, B(x, y) -QB (#2, yH : (1) 
B(z, Pigi + Bata) =B.B(%, y) -8B (x, Y2), 
15 YEE, We (eRe v AE | 


Bix, p) Ep lef yl, (2) 
TEPE, HIME CEE AEB 使 
B(x, x) =dlal?, (3) 
则 存在 唯一 确定 的 有 界线 性 算 子 S, ie Boer A AER ae S HEt 
(wy) =B, Sy) WE 02GEX， 且 人 | 至 6725 |S Ey. (4) 


证 明 设 D 是 这 样 一 些 元 素 yEX 的 全 体 ， 即 要 求 存在 元 素 y* 使 对 一 切 xEX 有 (x, 9) =. 
B(x,y*). DIERN, WA OCD (EIN O*=0), y* h yite, KE wE Ble, w) =0 对 
— Wor 成立, WATE O-= Bw, w) =d|w]? ai w=0, RHR (a, y) fi Bla, 9) e 五 线性 性 质 ， 我 
们 得 到 一 个 定义 域 为 D(S) =D 的 线性 算 子 8; Sy=y*, S 是 连续 的 , HI Sy|<d" Iya], yD), 
这 是 因为 

olSyl EB Sy, Sy) = Sy, D lsy) lyl. 


此 外 D=D(S) 是 文 的 一 闭 线性 子 空间 ， 证 明 : 车 yoED(S) 且 s-limy。 一 ys。， 则 根据 前 面 证 明 的 
S 的 连续 性 , (8y,} 是 一 Cauchy 序列 , 因而 有 极限 2—s-limSy,, 由 数 积 的 连续 性 , 得 lim (e, ga) 
=(@, Ya). HH (2) 我 们 又 有 lim Ble, Sy.) 二 B(z,z)， 于 是 由 (x, Ya) =BG, Sy.) 我 们 必定 得 


(£, Yo) =B (z, 2), 这 就 证 明 y.ED H. Syo =z, 

所 以 如 果 我 们 能 证 明 DCS) = X, 则 定理 的 第 一 部 分 , 即 第 子 5S 的 存在 性 便 得 证 ， 假 定 DCS) 
+X, WEE— woEX 使 得 w0 H woED(S)+。 考 察 定义 在 上 的 线性 泛 函 F(z) =B(z, w), 
HAIE) l= Bl, wtp deol, 所 以 F(z) 是 连续 的 .于 是 由 下 . Riesz 表示 定理 , 存在 一 
wbCX 使 得 B(z, wo) =F (2) = (2, 200) 对 一 切 zEX 成 立 ， 这 就 证 明了 wiED(5) 且 Sw 二 wo. 但 由 
òw |? SB (wo, Wo) = (Wo, wo) =0 知 wo =, 而 这 是 一 个 了 矛盾, 

ESFE, K Sy=0 FRA EX A Ca, y) =B, Sy) =0， 故 y=0， 如 上 所 证 ,对 
每 一 yEX 必 存 在 一 y 使 得 对 一 切 EX War (2, y') =B(z, y). Bk y= Sy’, Wii S 是 一 处 处 
有 定义 的 算 子 , 又 由 | (z, Sy) |= |B, pl Eyll ial, eas sy, 

Lax-Milgram 定理 的 具体 应 用 将 在 以 后 的 几 章 中 给 出 . 在 下 面 的 四 节 中 ,我 们 将 给 
F. Riesz 表示 定理 的 直接 应 用 的 几 个 例子 ， 


§ 8，Lebesgue-Nikodym 定理 的 一 个 证 明 


此 定理 叙述 如 下 : 
HEHE (Lebesgue-Nikodym) (8, 8, m) 为 一 测度 空间 , v (B) HELTE B by o- 有 限 ， 
-可 加 且 非 负 的 测度 ， 如 果 * 是 m- 绝 对 连续 的 , 则 存在 一 非 负 , m- 可 测 的 函数 p(s) 使 得 
2 (B) =| z (s) m (ds) 对 一 切 ?(B) 一 co 的 BEB. (1) 
此 外 ,>(B) ity (SEF m(B)) 的 “密谋 "p(s) 在 m-a. e. 相等 的 意义 下 是 唯一 确定 的 
证 明 ( 属 于 工 von Neumann[2]) 易 知 p(B)=m(B) +v (B) BE LEB LH og- 有 限 ,0- 
可 加 且 提 负 的 测度 ， 令 (B,} 是 一 译 列 的 8 HWE S~ [J By, BEB. 及 p(B,) <co (3 n= 
的 集合 ， 如 果 我 们 能 够 对 每 一 BSB, (对 固定 的 四 证 明定 理 并 得 到 密度 pals), 则 定理 
和 因为 我 们 只 须 取 p(s) 如 下 : 
P(s)=p,(s) 34 8cB,, B. p(s) =Pasi(s) 24 8CB,4.1—B, 
(n=1, 2, +). 
所 以 不 失 一 般 性 可 认为 p (S)<co, A Hilbert 25 i) Z2(S, 8, p), W 
f(xy=| w(s)v(ds), sEL(S, 8, p) 
给 出 了 一 个 L(S, ®, p) 上 的 有 界线 性 泛 函 , 这 是 因为 
os| o 1G zo ras) (f rrada) Stel,» me 


其 中 lzl,=(| lz(e) 1?p (as) ) .于 是 根据 F, Riesz KREM, TETEME YCE, S, p) 
使 得 
| 2(s)»(ds)=[ a(s)yCe) (ds) =| zrem) +f (2) Ce)» (da) 
对 一 切 #E72(S, 久 , PRI. HRM e 为 非 负 函 数 并 考 赛 两 端的 实 部 时 ,我 们 可 以 根 定 !(9) 是 
实 值 函 数 ， 于 是 
Jz) d-y(s))» ds) =| z()y(m ds), H a(S) ELACS,®, p), (2) 

是 非 负 的 

我 们 能 够 证 明 Oy (s) <1 p-a.e, hit, A B= {s3y(s) <0}, B= {syl MER 
们 取 到 的 特征 函数 C's, (=) 作为 (2) 中 的 aC), MUZE EO, 于 是 | ya) m (de) =O, vk Ly 
mW) =0, eri v 的 mm- 绝对 连续 性 知 »(B) =0, p (51) =0， 利 用 取 特征 县 数 Cs,(s) 作为 (2) 中 
的 z(9) ,我们 同样 可 证 oC.) =0, BLES E OS(s) <1 p-a. e. 

设 z(s) 为 a- 可 测 且 宇 0 p-a. e. 根据 o (8) <co 则 “截断 ”函数 xs(s) = min(z(s)， 从属 于 
ZS, 8, p) (n=1, 2, ++), 从 而 


| O Gg) »(ds)=[ alym) (=1,2, +). (3) 
由 于 积分 随 % 增加 而 单调 增加 , 所 以 我 们 有 
limf re (1—y(s))m (ds) =lin| 2, (s)y(s) mds) =LEo0. (4) 
因为 被 积 项 三 0 p-a.e., ic Hy Lebesgue-Fatou 引 理 得 
Lz| lime, (s) (1-y(s))v(ds) =| z6) a-y (8))» (ds), (5) 


L=| lm (zs(s) 9(s))m (ds) =| #(s)y(s)m(as), 


EX BLE FF 2 (s) (1 一 y(8)) 不 是 2- 可 积 时 , 则 右 端 为 ce; 对 a (8) y (8) IRE RY, AE 
a(s)y(s) 7 m- WIE, 则 由 Lebesgue-Fatou 引 理 


Ls| Tim (xy (s)y(s))m(ds)=[_ a(s)y(s)m (ds). (6) 
即使 z(s)g(8) 不 是 mm- 可 积 的 , 这 个 公式 仍然 成 立 ， 只 要 此 时 约定 了 工 = co。 在 相似 的 约定 下 ,我 
们 有 
L<| x(s) (1—y(s))» (ds). (7) 
所 以 ,我们 有 有 
[2O A—y(s)) (as) =| 2(6)y(s)m(de) sti W-WA. p-a. e. 三 0 的 z(9)，(8) 
我 们 在 上 式 中 约定 : BI co, 则 另 一 端 也 一 co， 
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HERNE 
r(s)(1—y(s))=2(s), yG) (1 一 9(8)) =pl), 
则 在 如 (8) 的 相同 约定 下 , 我 们 得 
| 2@»G@s) =| 2(s)p(s)m (as) 车 zs(s) 为 喘 -~ AMA =0 p-a. e, (9) 
如 果 我 们 取 BOS 的 特征 函数 Cs(s) 作 为 z(8), 我 们 得 到 
»(B)=| p(s)m(ds) ”对 一 切 BER. 

定理 的 最 后 部 分 由 定义 (1) 而 为 显然 . 

参考 文献 Lebesgue-Nikodym 定理 的 一 个 基于 Hahn 分 解 (参看 第 一 章 §3 的 定理 3) 的 
FORUEW Zs K. Yosida[2], 这 个 证 明 转 载 于 Halmos[1]，p,128. 3R af 2 Æ Saks[1] 和 
Dunford-Schwartz[1], 


§9. Aronszajn-Bergman BÆR 


设 4 为 一 抽象 集 , JHEP ae EA LY AXE 
(F, 9) = f(a), 9(@)). (1) 
构成 一 Hilbert 空间 ， 定 义 在 AXA bi BIB K (a, b) 称 为 X 的 再 生 核 , 如果 它 满足 条 件 ; 
对 任 一 固定 的 5, 作为 a 的 函数 K(a, b)EX 
f6)=F@, K (a, b))a (2) 
因而 FO) = (K (a, b), F@))a, (3) 
至 于 再 生 核 的 存在 性 , 我 们 有 
定理 1(N. Aronszajn[1], S. Bergman[1]) X 有 再 生 核 K 当 且 仅 当 : 对 任 一 yoE4 存在 一 
依赖 于 yo 的 常数 O, 使 得 


FUAS Af 对 一 切 fEX. (4) 
证 明 把 Schwarz 不 等 式 用 于 了 (80) = GC), K(, go)) a: 
If (yo) SIFI KG, yo), K C, yo)) 2 =1F1K (Go, yo)”, (5) 


定理 的 仅 当 部 分 由 此 得 证 ,“ 当 ”部 分 借助 于 把 F. Riesz 表示 定理 用 于 (CX i RHP, CN 
=f (yo) 而 得 证 ， 因 此 存在 唯一 确定 的 属于 XX 的 矢量 g Ca), 使 得 对 一 切 fEX 
了 (go =F,,(f) = FO), E) z, 
所 以 g(O=-K@, Yo) 是 革 的 一 再 生 核 。 证明 的 本 身 表明 再 生 核 是 唯一 确定 的 ， 
R 我们 有 


eP lf (ys) | =K (Yo, yo) 1”, (6) 
其 中 上 确 界 被 
fox) = pK (a, Yo) /K (Yo, Yo)”, |p| =1 (7) 
所 取 到 . 


证 明 Schwarz 不 等 式 (5) 中 的 等 式 成 立 当 且 仅 当 fa) K (e, yo) 为 线性 相关 ， 从 两 个 条 
件 f(a) =aK (a, yo) 和 [fl 二 1 出 发 , 我 们 得 到 
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1= la! (K (a, Yo), K (x, yo)) 4’? =la] K (yo, yo) 7, WEB lal = K (yo, yo 1. 
因而 (5) 中 的 等 号 被 Jjolx) 所 取 到 . 
例 考察 Hilbert 空间 4?(G)， 对 任 一 42(G) 和 zoEG, 我 们 有 (参看 第 一 章 89 式 (4)) 


GTEC ET 


于 是 LOARER, WAK z), IE Kel, 2') 称 为 复 平面 的 区 域 G 的 Bergman $. TE 
的 Bergman 的 定理 解释 了 Ko(z, 2) 在 共 形 映照 理论 中 的 疮 义 ， 
定理 2 设 G 是 复 平面 上 的 一 单 连通 有 界 开 区 域 ， zo 是 G 的 任 一 点 ， 根 据 Riemann 定理 ， 
存在 叭 一 确定 的 z WO TEM RR w= fole, zo)， 它 给 出 区 域 到 w- 复 平面 的 圆 |w| 二 ps 上 的 一 个 
一 一 共 形 映照, 且 使 得 
fo(Zo, Zo) =0, (df (2, zo) /dz) z= 51. 
Bergman % K (23 20) 与 fo(z; 20) 的 关系 为 


hla;a0) =K olye) | Ko (t5 20) dt, (8) 


其 中 积分 是 沿 任 一 位 于 G 中 且 连 接 2 与 : 的 可 求 长 曲线 取 的 . 

证 明 $ 
Ai(G) =(f@sf@EG heat, FOEL, f(a) =0 Hf’ (eo) =1}, HEME EAO 
察 数 


If P=| F) [*dedy, z=2+iy. @) 
如 果 我 们 以 a 一 p(w) 表 示 w= fola; 20) LAR, 则 对 任 一 FEAR) 
IP= | IP) le Gn) dudo, w=utiv. 


lel<eg 
这 是 因为 由 Cauchy-Riemann 偏 微分 方程 
Lu = Yo, Lo = — Yu 
我 们 得 
dedy = ES = (Tuyo— Yul) dudv = (27 + yi) dudu = | p' (w) | *dudv. 


设 FEATG), I Fw) =f (9 (w)) RRR 


F (w) = f(g (w)) =w-+ D ew" “4 jiwl<pe 


则 Fw) =f owp w) =14 E new, i 
2 


n= 


i= ff [1+ $ _ne,w"! |?dudv 
n=2 


lwl<pg 


=|. arf (HÈ n? |en]? r?” tao} = x pt-+ Sanlo, 


n=? 


e 82 。 


ALA minimum f |= ape, Hib FERCHER Fw) = 了 (p(w)) =v 时 取 到 , WY 


fE AKO) 
F (2) =fo(z zo) I BLA, 
IHE- SEALG), HIS gO FODA Mig =L Ha 
Z(G) = {g (2); g (2) EG HASH, glz) =0, g (zo) >0 E Ig'l=1) 
则 上 面 的 注 语 表明 


maximum g' (z))=1/|fol=( x po), 
ge ANG) 


且 此 上 确 界 当 且 仅 当 g(z) 竺 于 
go(2) = fo (25 Za) /Ifol =folzs 20) /VX Pa 
时 被 取 到 ， 因 此 由 (7) 得 
932) (SH pa) LE) AK (520) /Kalzn 20) lade 


再 令 4 一 zo, 得 
(A x po) = Kg (29, 20) /Ke (2o, 20) =K a (%, Zg) 2 ' 
所 以 我 们 便 证 明了 公式 


Ha) Ko Zo) / K a (203 Zo). 


§ 10. P. Lax 的 负 范 数 
设 Hi (Q)EER PRA CO, y). 和 范 数 1p1， 
(p, y= >) | Dip (zx) Dip(x)de, lol,= (9, p)! | (1) 


\jl<e 
下 的 pre-Hilbert 空间 Or (OD 的 完备 化 ， 任 一 元 素 EH! (O) =P), 按 关系 
fiw) =, b),, wEH; (Q) (2) 
定义 了 一 个 Hi (0Q) 上 的 连续 线性 泛 函 f,。 这 是 因为 由 Schwarz 不 等 式 , 我 们 有 
| Cw, Dol S fwo eho lwl),: Lolo 
所 以 , 若 我 们 按 关 系 
Jo)-.= sup (f,(w) | = sup | <w, 58) ol. 


WET CD) iw gt wen iwl Si (3) 


定义 5EH8(Q) =L (Q) 的 负 范 数 , 则 有 


lol- blo, (4) 
BARGE |b] -= (w/w b)o 得 
L, Dola lwh 10l- s (8) 
因而 我 们 可 以 写成 
lol-,=1f,1-,= sup | (w,b)o] 对 任 一 bEH8(0)， (53) 


tors! 


我 们 来 证 明 

定理 1 (P, Lax[L2]) ZRH) AHRR AE OO 可 等 同 于 空间 五 8(2) = 二 (人) 在 负 范 
数 下 的 完备 化 . 

为 了 证 明 我 们 先 需 

命题 Hi(4 人 ) 上 的 形 如 记 的 连续 线性 泛 函 的 全 体 了 稠密 于 Hilbert 空间 W3(Q)'— 
HCO AHR Z H. 

证 明 PEP RRL PRE HO) 上 完全 的 (totaD : 对 固定 的 wEH3(Q), 仅 当 w=0 时 才 
会 同时 有 诸 f (w) =0, DEHA). 这 是 显然 的 , AAE wE OEE HDE. 

SE F E Hilbert 空间 已 8(C2) 中 不 是 称 的 , 则 在 第 二 共 略 空间 (CQ)” = HOD REE 
TEO 使 得 对 一 切 有 EF WATS.) =0, h Hilbert 空间 Hb(Q) 的 自 反 性 ， 存 在 一 元 
CHIC) 使 对 一 切 fEH5(Q) 有 (有 )=f(t)，、 于 是 对 一 切 5EH8CQ) 有 TT(f,) =f.(4) =0, R 
据 上 面 证 明 的 了 的 完全 性 , 这 导致 1 二 0, d TE 矛盾 ， 

R 我们 有 与 (3) 对 偶 的 

[w],.= sup | (w,5)o| 对 一 切 wEH;(9)， 


(6) 
belo)" y <1 

证 明 H F= {fs bCH (ON BF 五 iC9) 由 第 三 章 86 之 系 3, 知 结论 为 显然 . 

定理 1 的 证 明 由 下 列 事 实 定理 为 显然 :i)F 称 密 于 对 侦 空间 HiO, H iF 是 一 一 对 应 


于 集合 HiO) =L), 此 对 应 还 是 保持 负 范 数 的 , 即 
Fofse—>bEHA) H Ifsl-=1b]-s 
RIIA HE (QW 五 (0Q) 关 于 负 范 数 151-, 的 完备 化 ， 于 是 
H§(Q)'=H5*(2). (7) 
对 天 (9) 上 的 任 一 连续 线性 泛 范 尹 RIIA Cw, D 表示 了 在 wEHS(0D) 上 的 值 ， 于 是 对 任 一 
DEHA), 我们 可 以 写 为 


fo (w) = (w, b)o=<w, f> =<w, b> wEHE(Q), (8) 
并 有 广义 Schwarz 不 等 式 
[<w, 5>| Shwt ibl- | (9) 
它 正 是 (5). 
现在 我 们 能 证 明 


定理 2(P. Lax[2]) Ho'(Q) 上 任 一 连续 线性 泛 函 g (b) 能 借助 于 一 周 定 元 EEC9) 而 表 
示威 

g(b) = gu (b) =<w,b>. (10) 

特别 , 我 们 有 
H3(Q)'=Hy*(Q), H5*(Q)'=Hi(Q). (11) 
证 明 $ OCHO), Mw, b> =f, (w) = (w, b)o, HF F=(f,;bEH3(Q) B48 Hilbert 2 
间 #76 (92), 由 (9) 我 们 知道 对 一 国定 的 wERiECO)， Cw, BD = b, w) o 确定 了 一 个 在 HA 的 秋 
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集 上 连续 的 线性 泛 函 ， 在 上 的 这 个 泛 函 的 范 数 记 为 1gs|,。， 则 由 (6) 
gols = sup | (6, w)o| = sup | (w, bol 一 下 ol (12) 


idl asi lal asl . 
FERIA SEF EAI go 为 了 的 (关于 负 范 数 ) EAEE EREZA, PEN 
Ju 能 延 拓 成 五 i(2) = HF5*(Q) 上 的 一 过 续 线性 泛 函 ; 我 们 用 同一 字母 gw WIE GZ). Pe 
我 们 有 


Igul= sup [g(®)|=[ev]. (13) 


boul ,<1 

因而 , 由 于 空间 3 (Q) 的 完备 性 , He OLERE gy 的 全 体 G 按 照 对 应 关系 Juw 
可 视 为 HCO 的 一 闭 线性 子 空间 ， 如 果 这 个 闭 线性 子 空间 不 在 Hi*(Q)' 中 躺 密 ， 则 存在 
Hi5'(Q)' 上 的 连续 线性 泛 函 了 二 0 使 得 对 一 切 gsEG 有 f(gw) =0, 但 是 因为 Hilbert 空间 
Ha*(Q) 是 自 反 的 , 这 样 的 一 个 泛 函 必 由 了 (gw) = gw Fo) A, 其 中 EHO). He 8) fo BH 
0, 5 f0 这 一 事实 了 矛盾， 所 以 我 们 就 证 明了 Hr =H), 

注 ” 负 范 数 的 概念 是 由 了 , Lax 为 了 把 它 用 于 线性 偏 微分 方程 的 分 布 解 的 真正 可 微 性 而 引 
入 的 ,我 们 将 在 以 后 的 章节 中 研究 这 样 的 可 微 性 . 值得 注意 的 是 负 范 数 的 概念 也 可 通过 Fourier 
变换 而 自然 地 引入 。 这 是 由 于 Leray[1] 早 于 Lax 而 完成 的 ， 我 们 将 在 以 后 关于 Fourier 变换 
的 一 章 中 辣 明 这 一 点 


8 11。 广义 函 数 的 局 部 结构 


一 个 广义 函数 局 部 地 是 一 个 函数 的 分 布 导数 , 较 准确 地 说 , 我 们 能 证 明 
定理 (L. Schwartz[1l]) 设 T 了 是 QESR" 内 的 一 广义 函数 ， 则 对 日 的 任 一 紧 子 集 K, 存在 一 正 
整数 m= my (T, K) Fl— wa (2)= 了 (zx;T,K, mo) ELK) 89 


_ amy (2) 
T (p) =| fo) 只 要 pED: (A). (1) 
证 明 由 第 一 党 5 8 中 的 系 , 存在 一 正 数 O 和 一 正 整 数 m 使 得 
IT (p) [SC sup [Dip(x)| 只 要 pe®,(Q). (2) 
于 是 存在 一 正 数 6 使 得 
Palp) = ieee es |Dip(r)| <6 必 导 致 |T(9) | 三 1. (3) 
我 们 引入 记号 
a gt” 
EEE (4) 
并 证 明 存 在 一 正 数 使 得 , 对 my =m+1 
| .arp(z)/ammazse Ex(D) BFR Palp) KÀ. (5) 
这 可 由 重复 使 用 下 列 不 等 式 而 得 证 
|% (a) | =|, 29 Jay (a, etta Bicis Ys Eigi t., Ly) /9y| dy 
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ty2 


i i/2/¢ . 
<(| dy) (| 13% (£, ase, Wily Y, Piti ‘00 Ba) /2y|*dy) 
KNC, Hj) ENS) 


1/2 
=f f [ap (a, wees Minty Fy itis 8's 2,)/2y|*dy) , 


KNS, 2) 

HP t K WEE, 即 紧 集中 两 点 间 的 最 大 距离 . 
BRR De (Q) A Dx (Q) AB p(7) 一 >9(7)=9"g(z)/9w"， 由 积分 学 可 知 (z)=0 
导致 p(z)=0, 因此 上 面 的 映射 是 一 对 一 的 .于 是 借助 于 关系 SC) =T), Tp) (PEDe(Q)), 
便 确 定 了 一 个 线性 泛 函 Sp), 其 中 水 =9"p(z)/9z™， 根据 (3) 和 (5), S 是 上 述 这 些 少 的 全 体 组 


成 的 且 用 范 数 1w1 一 (19Cz)1* 妈 拓扑 化 的 pre-Hilbert 空间 X 上 的 连续 线性 泛 函 .于 是 由 
F. Riesz 表示 定理 存在 一 唯一 确定 的 属于 XX 的 完备 化 空间 的 函数 f(z) 使 得 

P =S=] (Omp) f(z) HH PEDA). 
实际 上 ,的 完备 化 空间 作为 一 闭 线性 子 空间 而 含 于 LE 内 , 故 定理 得 证 ， 


第 三 章 参 考 文献 


对 Hilbert 空间 的 一 般 记述 请 参看 N.I. Achieser-I. M. Glasman[1], N.Dunford-J. Schwartz[2], B. 
Sz. Nagy[1], F. Riesz~B. Sz. Nagy[3] 和 M. H. Stone[1]. 
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第 四 章 Hahn-Banach 定理 


在 一 个 Hilbert 空间 中 , 我 们 能 通过 一 个 正 交 基 而 引 人 正 交 坐 标的 硫 念 , 并 且 这 些 坐 标 就 是 
由 基 矢 量 定义 的 有 界线 性 泛 函 的 值 ， 这 启示 我 们 在 一 线性 拓扑 空间 中 把 连续 线性 泛 函 看 作 这 个 
空间 的 广义 坐标 ， 为 确信 在 一 个 一 般 的 局 部 凸 线性 拓扑 空间 中 非 平 凡 连 续 线性 论 函 的 在 在 性 ， 
我 们 必须 依赖 Hahn-Banach 延 拓 定 理 . 


§ 1， 实 线性 空间 中 的 Hahn-Banach 延 拓 定理 
定理 (Hahn[2], Banach(1]) 设 卫 为 一 实 线性 空间 , p(z ) 为 定义 在 和 上 且 满 足 条 件 


piety) Spa) +p) (次 可 加 性 )， “(1) 
par) =ap(x) 对 az 兰 0 (2) 

的 实 值 国 数 ， 设 到 为 天 的 一 实 线 性 子 空间 , 又 fi APE MEM LM RARE: 
folas + By) =af (x)+Bfo(y) 对 x,yEM FIR a, p. (3) 


假设 fo TEM EWE foa) Spl), WATE TE EX LRP EBD) FF 是 天 的 一 个 
延 拓 , 即 对 一 切 «eM, Fa)= flar), Hii) ÆX E Frage), 
证 明 首先 假定 和 由 政和 一 个 元 EM 张 成 , 亦 即 假定 - 
X={sr=m+ar; MEM, a 为 实数 )。 
因为 vzoE 对 , 所 以 XEX RRR camt+or 的 方法 是 唯一 的 ， 由 此 知 , 车 对 任 一 实数 c, F 
F(2)=F (m+ Gx) =f,(m) +ac, 
WY F fe X ESR PETZ eR, 并 且 是 fo 的 一 个 延 拓 我们 必须 选取 c 使 得 F(z) 三 pC(z)， 即 f.(m) 
+ aC Spm + Gag), XP RES FF UPB R 
fo(m/a) +ceSp(@o+m/a) 对 a>0, 
fo(m/(—@)) ~eSp(—a+m/(—a)) 对 o<0. 
为 满足 这 些 条 件 , 我 们 应 选取 e 使 得 
fom) —p(m' —a9) Se<p(m" 十 zo) —folm") 对 一 切 m', m"EM. 
2 的 这 样 一 种 选取 是 可 能 的 , 因为 . 
fom) + fom") =fo(m' +m") <p(m' +m") = p(m! 一 加 十 名 "十 z0) 
=p (m — zo) +p(m" +a); 
我 们 只 须 选 取 c 介 于 下 列 二 个 数 之 间 
SupLfo(m') —p(m' —s)] 和 inf [p(m" +2) 一 了 (m")]. 


今 考察 fo 的 一 切 那 种 实 线性 延 拓 9 的 族 ， 即 对 这 种 延 拓 ,不 等 式 9(z) 择 2(Z) 应 对 9 的 定义 
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域 中 的 一 切 z 成 立 ， 利 用 为 9 的 延 拓 这 一 关系 而 定义 >-g, 我 们 便 将 此 族 变 成 一 部 分 有 序 埃 , 
是 Zorn 引 理 保证 了 fo 的 极 大 线性 延 拓 9g 的 存在 性 ， 且 对 此 延 拓 不 等 式 g(?) 三 p(x) 对 9 的 定 
义 域 中 的 一 切 x 均 成 立 ， 我 们 需要 证 明 9 的 定义 域 D(g) 雷 合 于 下 本身 ， 如 若 不 然 ， 取 D(g) 作 
AM, 且 9 作为 fo， 我 们 便 得 一 个 g 的 真 延 折 玉 ， 且 使 f(z) 三 p(z) 对 下 的 定义 域 中 的 一 切 x 成 
I, 这 与 线性 延 拓 9 的 极 大 性 矛盾 . 
O- R 给 定 一 个 定义 在 实 线性 空间 X 上 且 满 足 (1) 和 (2) 的 泛 阔 pCz》. 则 存在 一 个 定义 在 全 上 
的 线性 省 国 了 使 得 
—p(—a) Ef (1) EpC). (4) 
证 明 EIR EX, 并 定义 M= {r ran, a 为 实数 }. tr fo(axo) =ap (ao), 则 为 是 一 个 
ELEM ERREZA. EM E, 我 们 有 JAOK), 事实 上 ,车 wx>0 则 ap(zo)=D(azo); 又 
若 %<0, 根据 0 二 p(0) Sp (aq) 十 PC 一 %0) ,我们 有 ap (ao) 等 一 cp( 一 zo) =p (aay), 因此 存在 一 个 定 
义 在 六 上 的 线性 泛 函 了 使 得 在 履 上 有 f(z) 一 fo(z) 且 在 XX 上 了 (z) 生 pC(7Y). 由 于 一 f(z)= 了 (一 z) 
Sp(—2), 我 们 得 到 一 p( 一 2) Sf(z)Sp(2), 


§2. 广义 极限 

可 数 个 元 素 x 的 序列 {zs) 这 个 概念 可 推广 到 依赖 于 一 个 参数 的 元 素 的 定向 集 的 概念, 此 参 
数 可 遍历 一 不 可 数 集合 ， 元 素 序列 的 极限 这 个 概念 可 推广 到 元 素 的 定向 集 的 广义 极限 的 概念 . 

EM TH a, S, … 的 一 个 部 分 有 序 集合 4 称 为 是 一 个 定向 集 , 如 果 它 满足 条 件 : 

对 4 的 任 一 元 素 对 w p, 存在 一 pyEA4 使 得 | 

axy, Bry (1) 
设 对 定向 集 4 的 每 一 元 素 ,有 一 个 确定 的 实数 集合 了 (%) 联系 着 ， 因 此 了 (a) 是 一 个 定义 在 定向 
集 4 上 的 不 必 是 单 值 的 实 函 数 ， 如 果 对 和 任 一 e>0， 存 在 --auE4, 使 得 ao<a 导致 对 了 在 a 处 的 
一 切 可 能 的 值 均 有 |f(o) 一 a| <e 成 立 , 则 我 们 记 
lmf(a) =a (a ARRO, 


在 这 种 情况 下 ， 我 们 称 数 值 a 是 f(a) 遍历 定向 集 4 的 广义 极限 或 Moore-Smith 极限 . 
例 考察 实 区 间 [0, 1 的 一 分 割 A: 
O=byp<t LiL 
[0, 1] 的 分 割 的 全 体 己 按 如 下 定义 的 部 分 序 A-《A' 关系 为 一 定向 集 ， 若 分 制 A’ Hh O=th<t} 
<i = 1, WM AXA’ 表示 nm, 同时 每 一 SPH th, Bal DA-FHE WEL, 1] 
上 的 实 值 连 续 国 数 ， BOLO) ART ERR BS Hs 


Eate), 其 中 t; ALt a tjn PRE A. 
j=0 


HE f(A) EAR w(t) RF AD A HY Riemann 和 的 全 体 ，Riemann 积 af x(t)dt 的 值 不 是 
WNW, 而 正 是 了 A) 遍历 的 广义 极限 . 
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双手 广义 极限 的 存在 性 , 我 们 有 
定理 (s. Danaa 设 a (ot) 是 一 个 定义 在 定向 集 4 EA AHAT Pk EO a Be etk 
(x+y) (a) = (œ) +y (a), (Bx) (a) = Pa (a), 
构成 一 实 线性 空间 X, WFR HEX EWERTZ, 我 们 记忆 为 LINw(%)， 使 它 
满足 条 件 
Lima (a) SLIMa(@) : Slim x(a). 


其 中 
人 
故 LIMz (a) lim2z(o， 具 要 后 一 广义 极限 存在 . 
证 明 里 plo lima (a), 易 知 此 PKz) 满 足 Hahn-Banach 延 拓 定理 的 条 件 ， 十 是 存在 一 个 
定义 化 六 上 的 线性 泛 攻 了 使 得 一 p( 一 ?) 三 f(z) 三 p(X)， 容 易 证 明 hima (a) =—p(—2), fear 
LIMa (a) =f UN se 


§ 3， 局 部 凸 的 完备 线性 拓扑 空间 
定义 ” 刀 问 在 数 便 情况 一 样 ， 我 们 可 以 在 一 个 线性 拓扑 空间 天 中 定 叉 一 个 定向 集 人 zs x 
是 至 的 一 元 , 如 果 对 到 的 每 一 邻 域 .DCz) 存在 一 指标 co 使 得 对 一 切 a 一 wo 均 有 2, CUCL), 则 (ze 
称 为 收 伍 于 天 的 一 个 元 &.， 克 的 定 同 集 tc} 称 为 基本 的 , SE AEX BDO 矢量 的 每 一 邻 域 ] (0)， 总 
有 一 个 指标 Mo, 使 得 对 一 切 指标 a, BO ety 均 有 (Xs 一 X25)EU(0)， 线 性 拓 扩 空间 X 称 为 完备 的 ， 如 
果 节 的 他 一 定向 基本 集合 在 上 面 意 浆 下 收敛 于 菜 个 元 xEX. 

注 我 们 能 够 减 器 完备 性 的 条 件 ， 醒 仅 只 要 求生 的 作为 年 加 集 看 待 的 每 一 基本 岸 歼 收敛 于 
一 个 元 sEX; 福 足 这 个 条 件 的 空间 全称 为 序列 完备 的 ， 对 赋 范 空间 而 十， 完备 性 的 这 二 个 定义 
是 等 价 的 ， 尽 管 如 此 , 在 一 般 情况 下 , 并 非 每 一 序列 完备 的 空间 是 完备 的 ， 

一 个 局 部 凸 的 序列 完备 线性 拓扑 空间 的 例 设 导 (0) 的 一 个 序 到 {fi(7)) 在 全 ( 旭 ) 中 满足 条 
flim Gafa) -= 0、 根据 第 一 章 81 之 俞 题 7 的 系 ， 这 就 是 说 我 们 假设 存在 只 的 一 个 紧 集 天 使 
supp fA SK (= 1,2, ++) ARE thay GF D EK E Be hh mR ae lim (Bf) -DF (2) 
=0、 于 是 利用 Ascoli-Arzela EHSA, PERAR SEDO) HAMA AF D 在 不 上 一 
致 地 成 立 lim Pdr y= Db f(r), AEDO) 中 limfa=f, 所 以 DQ) 是 序列 完备 的 。 相仿 ， 我 
ATVHE LEW) © (2) WE EASE aS, 

Se CEM EEO STE RE, 我 们 能 证 明 

ETHE te Jeo Re tEh es A GEOR A BF a sc AE ial tb, tE 
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区 组 成 其 中 的 一 个 稠密 子 集 . 
我 们 略 去 定理 的 证 明 , 读者 可 参阅 列 于 工 A.Dieudonne[1] 中 的 文献 ,也 可 参看 
G. Köthe[1], 


8 4， 复线 性 空间 中 的 Hahn-Banach 延 拓 定理 

定理 (Bohneblust-Sobczyk) 设 于 为 一 复线 性 空间 ，2 为 一 定义 在 六 上 的 半 范 数 . eV A 
二 的 一 个 复线 性 子 空间 ， 义 了 是 一 个 定义 在 EM EISE) | Spo) A RREZ, 旭 存 在 
一 个 定义 在 外 上 上 的 复线 性 泛 隔 五 使 得 是 -的 一 个 延 拓 , HDX EIFE) spe). 

证 明 我们 注意 . 如 果 数 乘 被 限制 在 实数 中 , 则 一 个 复线 性 空间 也 是 一 个 实 线性 空间 ， 如 果 
f(r) gz)iCz) Hee g(t) Al AC) 分 别 是 jz) 的 实 部 和 虚 部 ， 则 9 和 各 是 定义 在 以 上 的 实 
tiz. e 

M H IDSF Ep 和 Aa) | ETAT) Spl). 

由 于 对 每 一 xzEM | 
g (ix) + ikir) =f liz) =if(2)=i (g(2)+ih(2)) = —A(t)+ig(®), 
所 以 我 们 有 
RF)= — gz) 对 一 切 cM. 
根据 第 四 章 $ 1 中 的 定理 , 我 们 能 延 拓 9 成 为 一 个 定义 在 了 上 的 实 线性 泛 函 G， 使 得 在 和 上 恒 有 
Anse), 我 们 定义 
F(2)=G(2)—iG(ia). 
则 根据 F (ix) =@Ciz) —iG(—a) =G(ia)+iG(z)=iF(2), 易 知 了 了 是 定义 在 X 上 的 一 个 复线 性 
Zr, F 是 了 的 一 个 延 拓 , 因 EM 导致 
P(2)=G(2)—iG(iz) OED IEO TD E 
为 证 明 FOE), RIIE) =re, lE) = eF @) =F (er) 是 正 实 数 ; 因而 
|F (a) | = |G (e'z) | Spez) = |e |p@) pa): 


$ 5， 赋 范 线性 空间 中 的 Hahn-Banach 延 拓 定理 


定理 1 设 蕊 为 一 赋 范 线性 空间 ， 允 为 称 的 一 个 线性 子 点 间 ， 上 且 放 Y-M ELEM EWE 
续 线 性 泛 函 . 则 存在 一 个 定义 在 和 上 的 连续 线性 泛 函 了 使 得 Df EN HOH PE BWIA 
= |f]. 

证 明 Arife WeR—-+EEX LASER, LESEM EIE 
<p(a), HARA $4 的 定理 ， 存 在 fi 的 一 个 线性 延 折 f, 它 定义 在 全 空间 和 上 且 使 得 [foz)| 
Spl), lve lf hss sup BCZ) 一 和 另 一 方面 , AES 的 一 个 延 拓 , 必 有 1 有 入 三 上 fi 上 ， 所 以 我 们 
得 到 Hf = jl 
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对 和 矩 量 问题 的 一 个 应 用 
定理 2 设 苑 为 一 赋 范 线性 空间 ， DE AEA a A 一 渗 列 的 复数 ta 和 和 一 个 正 
Bev WARE EX EYER TS f ER far) a, = 1, 2, +) HP ly Be AE 
不 等 式 


2 | Ten | 
[Epas » [SoBe 
i=! i + 一 1 


对 下 整数 n 和 复数 Pis Pz» we, Pn 的 任 一 选取 均 成 立 ，, 
证 明 必要 性 由 j 凡 的 定义 自明 ， 我 们 米 证 朋 充 分 性 , 考察 集合 


Xis fates pi Sor n ALP Hye, 


MAE CX, 的 二 个 表示 aD. x; = Sprav, 根据 定理 条 件 , 我 们 有 


,|=0. 


RER (Ypa: )= 了 3B,as， 便 在 和 上 确定 了 一 个 连 绕 线 蛋 证 湖人， 根据 前 而 的 定理 1 R 
i=1 i=l 


[Eha -8, 10641 = [See -Sp 


们 只 需 延 拓 玫 成 为 一 个 在 上 的 适合 If 二 jf1 的 连续 线性 泛 月 f, 
注 在 本 章 $ 9 中 将 要 证 明 , CLO, 1j 上 的 任 一 连续 线性 泛 凋 于 可 表示 成 


fz)=| z(t ym (ae), 


其 中 mw 是 一 个 在 区 间 CO, 1] 上 唯一 确定 的 Baire WE, PAT G) =t j=, 2, +), 
则 定理 2 给 出 了 矩 晤 问题 


[tm (at) =a; (j=1, 2,06) 
的 可 解 性 条 件 ， 


$ 6， 非 平凡 连续 线性 泛 函 的 存在 性 


定理 1 设 入 为 一 个 实 或 复 的 线性 拓扑 空间 , zo 为 的 一 个 点 ,又 p(z) 为 XX 上 的 一 个 连续 半 
WR. WAR TE AP AEX ERE REZ BF EARP (a) =p(zo), HEX ER IF) Spe), 
证 明 RM AIC ot HRA, EMER flar) =ap(zo) 定 义 了 HS CEM LE R A 
Hy, BL Flor) | = lop (eo) | 二 plazxo), 于 是 根据 第 四 章 $ 4 中 的 定理 , 存在 了 的 一 个 延 拓 三 使 得 在 
X BAF) (Spt), We P(x) fi w= 0 SERA P(e) 的 连续 而 连续 ， 且 由 于 的 线性 性 质 ， 故 
FCE YTE X HE REER. 
RL 设 X 为 一 局 部 是 空间 , 又 A AX, WEEP AN Enea Eug 2 使 得 
e 9] 。 


P(t) 关 0， 从 而 由 定理 1, 看 在 一 个 看 蔷 上 的 连续 线性 泛 卫 fo 使 得 
fola) = pla) HEX ER If) Epe). 

系 2 设 X 为 一 赋 范 线性 空间 , 又 mm 二 0 HXW, MEAE X EA ERREZ EA 
fo 使 得 

fo(ao) = leo} A I fof =1. 

证 明 到 jj 作为 系 工 中 的 p(x), Wem foe) Sheps lfol Sl, A fo (a0) =]zxoh, 必 有 
SECM fol =1. 

注 _ 问 上 上 而 的 论证 那样 , 根据 第 四 章 $ 1 中 定理 , 我 们 可 证 明 下 面 的 定理 ， 

EB AXA RAMA, e 为 蕊 的 一 个 点 ， 又 BCz) 为 筷 上 的 一 个 实 连续 证 国 
使 得 

Pæt Spp) Ht a0 A p(ar) =aplr). 
则 在 在 一 个 华 了 上 的 实 连续 线性 泛 函 五 使 得 F(zo) =p (wo) BEX LE —p(—2) SF(2)<p(2), 
定理 2 BX HMMA, BMAX RETA, Mf OM ERME 
续 线性 泛 函 ， 则 存在 一 个 在 了 上 的 连续 线性 泛 函 TF, 它 是 了 的 一 个 延 拓 . 

证 明 HF SEM KER H X AJER, 故 存在 和 上 的 0 点 的 一 个 平衡 的 开 凸 邻 域 , 例如 说 
Æ U, (E4 EM NU | Bel f(x) | <1, 令 p 为 品 的 Minkowski 泛 函 ， 则 Pp 是 了 上 的 一 个 连续 半 
WH HU = {a3 P(X) 过 1}. 对 任 一 xEM 选取 au>0 fE a> pr), 此 时 p/a) <1, Bel f (w/a) S, 
此 即 1f(z)| 夺 ga， 因 此 令 avy2(7) 即 知 在 和 上 有 |f(z)| 三 p(z). 于 是 根据 第 四 童 §4 中 的 定理 ,我 
们 得 到 一 个 在 了 上 的 连续 线性 泛 函 F, 使 得 了 是 了 的 一 个 延 拓 上 且 在 上 有 |F(7)| 三 p(z). 

定理 3(S. Mazur) ” 设 卫 为 一 个 实 或 复 的 局 部 是 线性 拓扑 空间 , 1 为 筷 的 一 平衡 的 闭 凸 子 
集 ， 则 革 任 一 zoEN， 存 在 一 个 在 X 上 的 连续 线性 泛 函 f 使 得 fo 0) >1 同时 在 M 上 有 |jo(z)| 
zi. 

证 明 由 于 2 为 关 ， 存 在 ORM A V EMN. AV EFR 
HDH, BATU EN (a 二 于) 一 世 . 由 于 集合 (an +L) r 的 一 个 邻 域 CERATI 
WU AGE zo. MF MDO, FRANKU 0 AR, ER U DATED E E 
Æ. $ pAU (fy Minkowski 泛 函 ， 由 于 局 是 闭 的 ， 因 此 对 任 一 CU, RIE ple) >1, BF 
TEU 则 per). 

因此 根据 定理 1 的 系 1， 存 在 一 个 在 XX 上 的 连续 线性 泛 函 用 使 f(zo) =p(zo)>1 且 在 X 上 
有 |fo(z)| 三 p(z), 因而 尤其 在 必 上 有 1fo(z)| <1. 

系 ” 设 必 为 局 部 辐 线性 拓扑 空间 X 的 一 个 闭 线性 子 空间 ， 则 对 任 一 xo0EX 一 ML, 存在 一 个 在 
XX 上 的 连续 线性 泛 函 用 使 得 有 (wo)>1 且 在 MM 上 有 f(z)=0， 此 外 若 下 是 一 赋 范 线性 空间 并 
dis(zo, M) >d, Wi) ay Re fol <1/d. 


证 明 第 一 部 分 由 履 的 线性 性 质 而 显然 ,第 二 部 分 可 利用 在 定理 3 的 证 明 中 取 U= fa; 
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dis (x, M) <d} mHE. 

E E MELE DRE, Be L 我 们 可 证 明 下 面 的 定理 : 

定理 3 (S. Mazur) 设 X 为 一 实 的 局 部 凸 线性 拓扑 空间 , M 为 习 的 一 凸 闭 子 集 使 得 M30. 
则 对 任 一 zoE24, FETE APEX EER CARPE IZ EA fo HERE fal) >1 AEM LA OSL. 

定理 4 (S. Mazur) X yh tha i, 红 为 六 的 0 点 的 一 个 平衡 的 凸 邻 域 , 则 
IHE— LEM, 存在 一 个 在 了 上 的 连续 线性 泛 函 fo 使 得 

fo (#0) =sup|fo(r)!. 
”证 明 设 了 为 形 的 Minkowski izr. W p@o) 21 AEM bE pS PME XY 0 的 
邻 域 , 故 卫 是 连续 的 ， 于 是 根据 定理 工 的 系 1 在 在 一 个 在 天 上 的 连续 线性 放 函 fo 使 得 
foe) =P) 21 HEME Ifo) Spa 

定理 5(E. Helly) 设 瑟 为 一 瑟 - 空 间 , 又 有 i, fey fa OX EA RR EZ PA — FAR H. 

BYE n PBC Oy, Oo, …, as， 则 使 得 对 每 一 > 0 存在 一 元 z.EX 满足 
fi@)=a, G=1,2,,n) H. iedspte 

的 充 要 条 件 为 不 等 式 


peleien] 


对 2 个 数 Pa, Bo, ee Pa 的 任 一 选取 均 成 立 . 

证 明 必要 性 由 连续 线性 证 函 的 范 数 的 定义 而 显然 . 我 们 来 证 明 充分 性 KR 般 性 ， 我 
们 可 假设 诸 了 是 线性 无 关 的 ; 因 否 则 我 们 可 对 {fi} 的 线性 无 关 的 子 组 进行 讨论 , 而 此 子 组 与 原 组 
张 成 相同 的 子 空间 . 

HRX P) Hilbert 空间 如 (n) 上 的 映射 z+->gp(7)== (FE), 22), +, fa), KPO) RA 


BER a= (Én ba, ove, EAE Me =( 30161 ?组 成 的 Hilbert 空间 ， 根 据 第 二 章 $5 
g=1 ' i 


的 开 映 射 定理 ， 对 每 一 e>0， 球 8.= {xEX;|z| 三 y+e} 的 象 9(S,) 包 含 PO) iy 0 点 作为 其 内 
点 . 今 假设 (@, 2, am) 不 属于 OS), 则 根据 上 而 给 出 的 Mazur 定理 ， 存在 一 个 在 Ua) 上 的 
连续 线性 江 了 也 使 得 

F (Ca, wa yu) ) 三 SUP LF (p(2)) |. 


由 于 0? (n) A —Hilbert 23 i], MNIE ee F te F(a), a, ++, an) = Dass 这 样 的 方式 由 一 个 元 素 
了 =】 
(P, fz, w, BCU n) 所 给 定 ， i 


NEO T 这 与 定理 的 假设 矛盾 
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§ 了， 线性 映射 的 拓扑 
BEX, YARR CGKR SE BR) LU BR TAT, EA LOX, Y) 记 映 XX 入 了 了 内 的 
AAT At. LX, DRAA | 
(oP+pS) rare PSa, Hiji T, SEL(X, Y) HEX, 
成 一 线性 空间 我 们 将 对 这 个 线性 室 间 LOX, Y) 引入 种 种 拓扑 ， 
D 简单 收敛 拓 站 ”这 是 一 种 在 入 的 每 一 个 点 收 仇 的 拓扑 , 因此 它 是 市 形 如 
BP) =P(T; 21, wo 1, 1 Q) = sup, q (Pa) 


的 六 范 数 族 确定 的 ， 其 中 zu za e, En OX TEA, LI AY ENERE 
ETB. WEP LE MRE b LX, YAR GAY Dy CX, 了) .显然 它 是 局 部 凸 线性 折 扑 空间 . 

ii) 有 界 收敛 拓 扑 ”这 蚌 一 种 在 卫 的 有 界 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 ， 因 此 它 是 由 形 如 

p(T) =p (7;B;9) =sup g (Tx) | 

的 半 范 数 族 确定 的 , JEP BAX WAR, g 是 了 上 的 一 个 任意 的 连续 半 范 数 ， 赋 予 送 种 
Hibs LOX, YA LAX, Y), 它 显然 是 一 个 局 部 由 线性 拓扑 空间 . 

由 于 关 的 任 一 有 限 集合 是 有 界 的 , 故 简 单 收敛 拓扑 弱 于 有 界 收敛 拓扑 ， 即 LX, 了) 的 诸 开 
RIE LA, DHFR, 但 反之 不 真 ， 

定义 1 FX, Y ARERR, M L X, PD 的 折 扑 道 常 称 为 ( 算 子 的 ) 强 拓扑 ; ZX, 了) 
的 拓扑 称 为 ( 算 子 的 ) 一 致 拓扑 


HEZE. R HEH 

定义 工 在 工 为 按 通 常 意义 下 拓扑 化 了 的 实 或 复数 域 这 一 :特殊 和 情况 下 ， 了 (XE, Y) RIX W 
HRAN, FWA A, RE X EX EERE ANARA. IEEE EK AE 
X WI IIN 倘若 具有 这 种 拓扑 ,和 AA Xu, FERRO X Da aH. SX 的 有 界 收 
Sth th, BRA X ets 倘若 X! AA ath, X AeA X, 朋 称 为 了 的 强 对 侦 ， 

定义 2 对 任 一 xEX KVEN, RIELE, sY e) IE w 在 点 z 处 的 数值 ， 因 此 
X 的 弱 * 拓 扑 , 即 XL* JEt, htn 

D(a’) = p(B 321, Lr, ty Ea) = sup xj, Y] 

的 半 范 数 族 确定 , 其 中 zi za ,zs 是 总 的 元 素 的 一 个 任意 有 限 组 ，XK' 的 强 拓 扑 , 即 X! 的 拓扑 ， 
由 形 如 . | 
p(a’) = p(a’; B) = sup |r, 2’>| 
的 半 范 数 族 确定 , Ih BEX Wy—P EERO REG, 

定理 1 若 工 为 一 赋 范 线性 空间 , 则 强 对 偶 空 间 XS 是 具有 范 数 

[fI = sup If(z)| 

的 一 个 8- 空 间 . 
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证 明 设 瑟 为 X 的 任 一 有 办 集合 . 则 supld] = 有 <co, 于 是 if Sa T pB) supl f) 
<sup |S] 三 ap， 另 一 方面 , X 的 单位 球 8= ile] SYLAR, USPS), 
这 就 证 明了 X 的 拓扑 竺 价 于 由 范 数 定义 的 拓扑 ， 

XG 84% ME HE, BE XS A AR GD HAE lim 1 一 fl 一 0， 则 对 任 ~ EX, 
IED- SIS 一 7 人 zl->0( 当 加 mm->co). 因 而 有 限 的 极限 limf(z) 一 了 Cz) 存在 ,了 的 


RIL MG OTE lim If, —f] =0, 

AAA Te AITE H 

定理 2 i X,Y AWER, M 工 ,(X, 了 ) 的 ( 算 子 的 ) 一 致 拓扑 由 算 子 范 数 

(71 —sup IT 

WE. 

定义 3 我 们 用 形 如 

PCE) 一 多) = sup 2 25>] 

的 半 范 数 族 定义 局 部 凸 线性 拓扑 空间 工 的 右 拓 择 , 其中 oh, ah, OX CRIMEA 
BRA WAP ik BDH X FI OY Xu, l 


58. RX 人 它 的 重 对 偶 空间 X” 
首先 证 明 | 
定理 1(S. Banach) 设 玉 为 一 局 部 四 线性 折 扑 空间 ，X 为 它 的 对 偶 空 间 ， 慎 上 的 一 个 线 
性 这 图 了 (x) 是 一 个 形 如 
fE) =<, aY 
的 线性 汉 函 (其 中 ze EX fe SEITE), LDU fa EX" Wa FIER, 
WEAR HAF) Cato, 2 2 是 一 个 定义 于 oes eth ee, 故 “ 仅 当 ? 部 分 自明 .“ 当 ”的 部 分 证 
BH ANT, FOO) AEX” 的 弱 * 折 扑 下 的 连续 性 导致 存在 点 ty, za … 和 的 一 个 有 限 组 使 得 jje)| 
sup <e; m>], AUE 
JQ’) Lay w>=0 (i=1,2 e, 0 
| La’) == CSi), fr’), 0, fn @’)) 
WE LER AWE DL: XPD, Lea) =L (2h) $e L(x ah) =0, Be fila —24) =0(9 = 1, 2, 
sm), FÈ fird =0, ARETE LAH 
FL (a')) =F (fil), fala’), e, fala) ) = f(a’) 
ME 一 个 定义 在 OC) ER RR LXO EREKE EM F, uc 4s weet vif des e Se ge 
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个 空间 (mw) 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 ; 由 于 (mn) 是 有 限 维 的 , 此 延 拓 是 可 能 的 ( 较 之 利用 无 限 维 
线性 空间 中 的 Hahn-Banach 延 拓 定 理 更 为 容易 ). RIA F G F ati. i 


(41, Yz, ore, Yn) = Dati 其 中 6 二 (0， 0, vee, 0, 1, 0, 0, ty 0) 


1 在 第 J PAL, 


Sy 
Fy, Ya, ere, yi) => Yj, aj;~F(e;). 
gol 
所 以 


n n n 
f(@) =D afa) = Dla<a;,2> =< > jr, Y, 
j=1 j=1 了 = 1 


系 ”每 一 zaEX， 通 过 Sole’) ~<a, 2'》， 定 义 了 一 个 在 XI 上 的 连续 线性 江 函 fo XA 

CX Hee Ht 

Xo->fo= JT zo 
满足 条 件 
| J (7 十 Za) =J (41) +J (a), J (axr) =aJ (£). 

定理 2 芳和 为 一 赋 范 线性 空间 ， 则 号 射 了 是 等 距 的 , LN [Jal = feh. 

证 明 RIIE ISl = r E ț leol le'l, 故 上 站 至 zi， 另 一 方面 , Ha, 则 根据 
第 四 章 6 中 定理 1 的 系 2 存在 元 zeEX' 使 得 Czo, w= Haro) Aiel =t, A fo (ab) =lat, z 
= la], lfl lz]. HERTHA T Jel = lel, 

OOE WAX 的 强 对 侦 空 间 ， 空间 (X)' HBA, AARRE XB EA s> 
Je, RRA B-A), 的 一 线性 子 空间 ， 所 以 TX 在 B- 空 间 (X%); p RRL ZIT OX HY 
完备 化 的 一 个 具体 结构 l 

定义 4 赋 范 线性 空间 已 称 为 自 反 的 , 若 借 助 于 上 面 的 对 应 ze>Jz，X 可 等 同 填 它 的 第 二 对 
偶 或 重 对 偶 ( 瑟 人 4， 我 们 已 经 知道 ( 见 第 三 章 8$ 6) Hilbert 空间 是 自 反 的 ， 正如 上 面 指出 的 ， 
(Xs); 为 一 互 -空间 , 所 以 任 一 自 反 赋 范 线性 空间 必 为 -B- 空 间 . 

定理 3 设置 为 -…B- 空 间 , XA X, 上 的 任 一 有 界线 性 泛 函 , 则 对 任 一 e>0 A X 的 元 未 
Fis fs ov, fr 的 任 一 有 限 组 ， 存在 一 XoEX 使 得 

|tolSheotte fw) =i) f=1,2, +n). 
证 明 RENE bie 6 中 的 Helley 的 定理 5， 对 任 一 数组 B,, Bs, …, Ba 我 们 有 


Som KID -e x (Se, s) 


共 中 lal aj=xo (f;), 
内 而 由 Helley 定理 , 我 们 得 到 一 zEXK, 它 适 合 估计 zol 三 ?十 e= eile, 同时 f(x0) =a; (j= 
1, 2, +, n). 
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> sP 


Zy- 128;fil, 


RO B-B XW PAR Sa aE ja DEAD es" Heth PRA CXS), AY BERR, 


§9. HRSA HS) 


例 1 eV =a, 
IJE fE (co ， 对 应 一 个 唯一 确定 的 os = EDER, 对 一 切 z= EYE Ceo) 


Co P= Din 且 Ifl=larl- (1) 
反之, 任 一 == rE DELT A fE leo)" WEI I e= E)E Ceo) 
f= hn 县 {fl—tyl- a) 
证 明 iaiT T 


m a, 
e, = (0, 0, one, 0, 1, 0, 0, vee) (k=1, 2, see) 


ila wat SL PA HE es IHE— = {En Ele) MI fe (eo)’, 根据 s-lim Dée, =T, 我 们 有 
7% n=l 


a, f= ln ren Y= lim samy =f Ce). 
A mE Selah W =O E emoco, HE a = {E,}E (Oo), (E nEn It n= en", Th 
non ht éa =0, Tje] Ait 

I= suplde, PIE Ke, D1 = Son be 


HEA noo, Ma y= E Hoel <2 tel Sif 


JEL F =m EEY, WMI e= {Ex}Eleo) HIDE ml Slal-dyl, ty ELTA 


FrECoo) WAS EA 
例 2 y=). 
HE w= {E,jE(e), RAIA AaB 
w Egea l lim (85s 一 S50) en. JEH Ey=limé,, eo= (1, 1,1, +). 
因此 对 任 一 fete)’, 我们 有 
. k ~ 
<a, f= Xe, f> 十 lim( >) lEn — Eo) en, f>=f0m +> (€,—£0) Nns (2) 
n=l n=1 
其 中 6 一 《eo， f> 又 Na 一 《en P (n= 1, 2, ny, { Fil hi--- FR, 我 们 可 取 z = ‘én}E(c0) Slo), 它 
满足 
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fig 
[as], é= lim, =0 H do, P= Solna. 
np n=1 
Bi, RRI, 有 | 所 je 上 AA ne PECL), AZ no— Dim 一 ?np。， 则 由 (2) 有 


<a, f> = Eom t as nn He w= {Eye (ce), A So= lim En. (2') 


IE m0 4 n= eal nl, Hi Me =O WTA ep =00 (==0,1,2,…)， 取 w= {En}E(e) 使 得 


£,= 65! 当 nEn, Én = e7! 当 n>n. 


Wielsi, So=limés,=e5', He, f= [no] + > Imal tes SS om. A RA 


n= tetl 


[no | - +S nel SIS 
反之 , Hi y=? WIR yl =| no! + Sm <ce 的 一 个 元 , 则 
noclimg, + Sés Hh = LETEC) 


确定 了 一 元 jf/E (ec)' 使 得 [fal Slo] tll. 

所 以 , 如 上 论述 , 我 们 已 证 明了 (e)'= (l), | 

例 3 LeS, 8, m) =L (S, B, m) (p< Bp '+q'=1). Ht JELY, MA 
一 个 wEL"(8) 使 得 


对 一 切 OL? (O) RLE, f= | 2(s)ys(s) ms) H. | 有 =， (3) 
及 之 , 任 一 yeEL'(S) 定 义 了 一 fyEL? (SY tE 
对 一 切 vwELr(S) 成 立 《a f=| z(e)g(s)m (ds) HL Ifl = lyt (3 ) 


证 明 UES U B, 共 中 0<m(B) <0, Fe BM = B;。 对 固定 的 集合 BSB Hy 
4=1 ` 


特征 图 数 Ca(s) EELS), AIER AAR yB) = Cs, PE BOBO WE o- 可 加 并 mm- 绝 对 连 
续 的 .根据 Lebesgue-Nikodym 的 人 OY ae BC UL SS = HE § 8), FALE p(s) (B®, Bm, m) 
p(B) 一 | yn(s)m(ds) 4 BEB, 

SKS” h BA = (BOB; BOB) Hae. WEA Wit 9(s) = ya (8) (对 sEB™®), MA 
Co, f= | umes) BEB (n=1, 2, e). 

MAE EE BO Pg Hy H BHR e x 有 
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<x, > -| a(s)y(s)m(ds). (4) 
S 
设 eEL’ (S), H | 
aal a8) fF [e(s)| Sn H. EB”, 
=0 HEHE OL, 
我 们 把 复 平面 上 的 集合 {5, izl ent VANE HEE g 的 不 相交 的 Baire # Mnn l(t =1, 2, 


desn), IELI £a CELTS, R, m), € 
Lar (S) 二 这 样 的 常数 2 ENED E e Masen) H. |z {= int jw 1 要 x, (EM nsise. 


“PR [tan (s) Eln (s) [有 lima, (8) =9,(8), fs Lebespue-Fatou 引 理 ， 有 s- lim = Ep 
k -ca p poe 

` (n=1,2,:). WE, 再 次 使 用 Lebesgue-Fatou 引 理 

| Can, >= limn, P= limf gm (8)y(8)m (ds) 


=|) lim, (8)y (8) m (ds) =| ga (8) y (8) m (ds). (5) 
INF slimy, 知人 P= liman f). WHEW 2, =r", RIIE aG) =e, 3ta) 
=0, Wiel= | Clen] aC) I, We 

Ifllel=<le la), P= esto ato mc, 


因此 由 Lebesgue-Fatou 引 理 , TAISI- lel zÍ, lz(s)| jy(s) lm(ds)， 故 函数 z(s)y(s) 属 于 
L's). DELEGHE n>, 我 们 得 到 
a, fy=| 2(s)y(s)m(ds) SUE CL? (8). 
我 们 来 证 明 yELr (8)， 为 此 令 
yn(s)=y(s) Rly {Sn H sCB™, 
=0 其它 情况 . 
则 y EL (S), H Auni JI HE 


Hellzla(0， 力 =| 1265)! ly) im (ds) 
=| 1265) ly) lm (ds). 
车 我 们 取 x(s) =| yn (s) |”? 并 利用 Hölder 的 等 式 , 我 们 得 
f EO laa) mas=(| lec) emas) (f 1o |*m (day) 
因而 i 三 jy (f tans) [2m (ds) ) “此 处 当 p=1 时 , 我 们 约定 17 位 Jo 一 本 质 的 (essen- 


tial) sup | y,(s) |. 
aca 
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所 以 , 4 n> LBZ Lebesgue-Fatou BIM, REI ELCO RIFES Nal. BH ti, t 
—yEL (S) fkl, =| 2(s)a(s)m (ds) 定义 了 一 个 JEL (S), ZA h Holder 不 等 式 而 


知 ， 并 且 Holder RHR [FISlyl. 
注 我们 已 附带 证 明了 
(PY =a) (Up 而 人 1 十 人 1 一 1)， 

例 4 设 适合 miS) 二 oo 的 测度 空间 OS, B, m) 共有 性 质 : 对 适合 0<m(B) = d<oo 的 任 一 
BEB FIER A n, 都 存在 B 的 一 子 集 B, 使 得 6 十 1) Sm (B,) Sdn", 则 不 可 能 存在 非 零 过 续 
SR MIE PR EM(S, B, m)', 

WER ” 任 一 eC (S, V, m)' 属于 MCS, 8, m), H LiCS, 8, m) 的 折 扑 强 于 MOS, 8, m) 的 
拓扑 . ULE — SEM (S, B, m)’, 当 限制 在 L (S, 8, m) M Be Lb, CELT AS EER PETZ eA 
FEL (S, B, m)’, PAA — YEL (S, 8, m) 使 得 

<a, fo = <a, for=| 2(s)9(s) m (ds) iS EL (S, B, m). 


由 于 在 MGS, B, m) 的 拓扑 下 , LOS, B m) 在 MS, B, m) ABA, 条 件 FO Be foe 0, 因此 在 
在 e>0 (HH B={s3 |y(s) | Sesame m(B)—6>0, i BSB 为 假设 条 件 中 的 集合 , 并 对 sE 
Bik y(s)=re™, 424 sCB, HA a,(s)—e "在 其 它 情 况 时 令 tae) 一 0， 此 时 2, (8) = nz, (3) 
渐 近 收敛 于 0, 亦 即 在 M (S, V, m) 中 成 立 slim 2,=0, {E 


lim<zw 用 =limkz， fod = limf 24(8)y(s)m (ds) =6e>0, 
这 与 泛 函 了 的 连续 性 矛盾 . 
例 5 L (S, Bm)’, 
设 给 定 一 JEL" (S, B, m)', 对 任 一 BEB 4 Cp) =y (B), 其 中 Cs 为 集合 吾 的 特征 打数 . T 
ERIH: 
B,N B: =Ø $3 p(B, + By) = 4 (B) +4 (B), (6) 
即 是 有 限 可 加 的 ， 


9 


i sup |y; (B) |<co ($=1, 2), (7) 
站 是 由 -绝对 连续 的 , H mB) = 0 SB p(B) = 0, (8) 


条 件 (6) 是 上 的 线性 性 质 的 挫 论 , LOMO y | 三 1 DFC ad td EL, 

AEE = a (S, V, m), 我 们 考察 一 个 把 复 平面 的 球 {2; 1z| 短 jz 上 ) 分 成 有 限 个 直径 三 e 的 不 
相交 的 Baire 集 Ay, 4,,，…, A, WAS, ARNIS B;={sES;z(s)E4;), 则 无 论 我 们 从 4; 中 选取 
什么 样 的 点 ce, RETRE 

lz 一 Sa Se, 


(E 
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[f(2)— Slay B) ISI flee 
因此 , 车 我 们 令 n> co 并 使 e->0, 我 们 便 得 
f(2)=lim Snip B), (9) 


此 关系 与 分 割 (2 |e] <I} = Sa 的 方式 和 诸 « 点 的 选择 无 关 ，(9) 式 右 端的 极限 称 为 (5) 
关于 有 限 可 加 测度 的 Redon 积分 Be 

f= z(s)y(ds) (Radon 积 分 REELS, Bm), O) 
故 


if Ts. sup: zÐ ISl [z v (ds) ° 


反之 , 易 知 任 一 满足 (6) (7) 和 (8) 的 %, 通过 (10) 定 义 了 一 个 JEL, 8, m), HOD AR. 

所 以 ， 我 们 已 证 明 : ZL”(S, 由 mm) 是 满足 (6), (7) 和 (8) 且 按 (11) 的 右 端 ( 即 所 谓 风 的 全 变 
差 ) 冉 范 的 全 体 集 合 鸭 数 的 空间 ， 

注 这 今 我 们 已 证 明 ， 当 1<2<co tt, LS, 8, m) 是 自 反 的 ， 然 而 在 一 般 铺 况 下 空间 
LNCS, 8, mA AH, 


(11) 


6 CCS)’ 
mes sy vents il, WS i Se EEE Ma] OC) 的 对 个 空间 COS)! 如 下 给 定 ， 对 任 
— JEC (SY, 对 应 着 在 8 上 唯一 确定 的 复 Baire 测度 上 使 得 
fa)=| zC) pas) 只 要 eC (S$), (12) 
因而 
Ifi sup, | Oude) | =u 在 S 上 的 全 变革 (13) 


Rz, S 上 的 任 一 使 3) 的 右 端 为 有 限 的 Baire 测度 u, i (12) 定义 了 一 连续 线性 泛 函 
fEC(S)', 且 有 (13) 成 立 ， 此 外 , 车 我 们 限于 实 也 -空间 C(S) EREA S, MAWE u 是 实 
值 的 ; 叉 阁 于 在 下 述 意义 下 是 正和 的 ， 即 对 非 负 阔 数 x(s) 恒 有 f(x) 三 0, 则 相应 的 测度 4 是正 的 ， 
Bat -- H BCS tay u (B) ZO, 

注 上 面 叙述 的 结果 是 众所周知 的 FE, Riesz-A. Markov-S, Kakutani 定理 , ‘Gade 
论 中 的 基本 定理 之 一 ， 至 于 证 明 , 读者 可 参看 关于 测度 论 的 标准 教科 书 ， 例 如 P.R. Halmos[ 1] 
fu N. Dunford-J. Schwartz[1], 


第 上 四 章 参 考 文 献 
关于 Hahn-Banach 定理 及 有 关 的 论题 见 Banach[1]，Bourbaki[2] 及 Köthef1], E Æ Mazurf2] 注 意 到 
了 赋 范 线性 空间 中 竹 集 的 重要 性 ， 本 书 中 给 出 的 Helly 定理 的 证 明 是 属于 YY, Mimura 的 (未 发 表 )， 
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EER RAAKA 


在 这 一 章 中 , 我 们 将 要 叙述 有 关 强 收敛 Da * Wie he fy RE EER, 其 中 包括 强 概念 
同 级 概念 , 例如 强 , 弱 可 测 性 以 及 强 , 弱 解析 性 的 对 比 ， 我 们 也 讨论 了 值 域 含 于 五 -空间 的 畏 数 的 
积分 理论 , 旧 Bochner 积分 论 , 至 于 在 局 部 凸 的 线性 拓 扩 空间 中 的 弱 朱 扩 和 对 侦 性 的 一 般 理论 ， 
将 在 本 章 附录 中 予以 叙述 . | 


$1. gkg iat 
弱 收效 
定义 1 赋 范 线性 空间 革 内 的 序列 {zn} 叫做 弱 收 敛 的 ， 如 果 对 于 每 一 个 SEX, 有 限 的 
lim fq) OB AE TES ien) REA FEIR CCX, 如 果 对 所 有 的 大 并 :都 有 lim Kwn) =f), 
对 于 后 一 情形 ， 由 Hahn-Banach 定理 (第 四 章 $ 6 系 2) 可 知 ，x。 是 叭 一 确定 的 ; 我 们 把 它 记 为 


oo » ; è 6 


EXPER, 

例 aE CLO, -DRRR R ERE UFE ECO, 1) ERARE 
RAA 28)， 这 时 , 由 于 OLO, 17 是 [0, 1] EWERAN Baire 测度 组 成 的 空间 ， 所 以 我 们 窜 
易 看 出 , {x) 给 出 了 一 个 这 样 的 例子 , 它 是 CLO, 卫 的 一 个 弱 收效 序列 但 并 不 弱 收 化 于 CLO, 1 

定理 1 is-lim ms 一- 必 导致 w-lim zs=z-， 但 是 道 命题 不 真 . ii) 弱 收 化 序列 {zo} 是 强 有 
界 的 , 并 县 特别 地 , 如 果 w-lim 2, = a0, Neal AEH el Slim ba, 

证 明 D8 — MTS) 一 f(z) Ef ,12 一 z-[ 明 显 地 看 出 来 ， 第 二 部 分 可 以 这 样 
来 证 明 , 即 考虑 Hilbert 空间 (22) 中 的 序列 {zn}: 

其 中 给 =Son(=1 或 0 H mon Be sem BH, 


因为 一 个 E(1)' 的 连续 线性 泛 孙 在 z= {56%} 处 的 值 等 于 由 荣 个 {ym,}E(1?) 作出 的 m; 因此 ， 


w-lims,=0, Be | =1 (m=1, 2 +), BEA ea} IPR IRI OCF 0， 训 考虑 定义 在 吾 - 空 间 X, 
EHH Xn) = en 户 表 示 的 连续 线性 泛 函 X, 的 序列 ， 然 后 应 用 第 二 章 §1 中 的 共鸣 定理 ， 于 
是 让) 得 证 . 

定理 2 (Mazur) 设 在 厂 范 线性 空间 筷 中 , 有 w-lim x。=z.，. 于 是 对 任何 o>0, 总 存在 zj 
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MENDEN Za z; (qi 等 > 一) 使 得 le- 一 Penilse. 


证 明 OR gi 这 种 形式 的 元 素 的 全 体 M, 其 中 , a= =0 卓 Soj=1 £4) BFA (a. ary) 


— 
和 (zi 一 2 代替 wz- 和 wj 之 后 , 我 们 就 可 以 认为 0EM, 假定 对 每 一 个 EM, MA leuje T 
是 集合 M={vcX; jv—alse/2 MAT uc M, Rae) eX AO HT E BT A Ky OC 
RE |z.—v|>e/2, it By) se M Hy Minkowski ZE. HH te= uo 其 中 plu) =1 H 0< 
B<1, 所 以 必定 有 p(x。) 一 B >l 考虑 实 线性 子 空间 一 {XEX; e= ypu, —0<y <0): H. 
WF r= pmEX, 令 fia. TEX EEKE RREZ fi tE X ERES Ore), 因此， 
HARES 1 的 Hahn-Banach 延 拓 定理 可 知 , fi — AE ERE SX EA RE Sf, 
‘EHX LE f(e)Sp(e), BAUME 0 的 一 个 邻 域 , 所 以 Minkowskiiz th 7(*) 对 是 连 线 的 
MMi fE AELE RKR ERA SEAR PE eR, Sb, 我 们 还 有 
sup f(e) Ssup f(a) Ssup p(s) =1<B' =f (87 tty) = fe.) 


所 以 容易 看 出 va 不 可 能 是 M 的 弱 聚 点 ， 这 同 w= w- lim x AA TA. 


定理 3 MRE RN X AIPA (es PRR z-EX， 当 且 仅 当 下 面 两 个 条 件 都 成 
Mite i) sup tal <oo 和 起 对 于 :的 任 一 强 稠密 子 集 D 内 的 每 一 个 了 都 有 limf (zn) =a, 


证 明 ”我 们 只 须 证 明 充分 性 ， 对 于 任何 一 个 gEX 和 0, 总 存在 某 个 JED' 使 得 19 一 彤 二 
e， 因 此 a 
[9 (en) =g) |S 1 ga) — F(a) | + IF) ED | FG) ge) | 
Eelral tIS Cen) 一 xz +elaed, 
从 而 lim|9 (a) ~ 9(@,.) [SE2esuplenl. i XIE T lim gx) =g (8), 


定理 4 LCS, 8, m) AEF eM PETE CLCS, 8, m), HERH nA R 
的 且 对 于 每 一 个 BOR 都 存在 有 限 的 lim| wx,(s)m(ds)， 


证 明 “ 仅 当 ? 半 部 分 的 证 明 是 最 然 的 ， 因 为 BOR 的 特征 函数 Cs (s) E F L'IS, 8, m= 
L' (8, %8, m)', 


“ 当 ” 的 部 分 的 证 明 ， 对 于 BEL, 根据 Vitali-Hahn-Saks 定理 , EAA 
YB) =lim| Xn (s) m (ds) 


是 o-W mH. m- 绝对 连续 的 ， 于 是 由 Lebesgue-Nikodym 微分 定理 可 知 ， .存在 着 蘑 个 zoE 
LiCS, B, m) Et | 


lim | tals) m(ds) = | teks) m (ds) 对 所 有 的 BOS 都 成 立 ， 
因此 ， 对 任何 一 种 分 解 S= STB, JE BCR, 我 们 都 有 
f=1 
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limf mg(mlds)=| 2a(s)y(a)m(ds), yts) = Sass, (s). 
noo S 3 g=1 


因为 y(s) 这 样 的 函数 组 成 了 空间 L™ (5S, 8, m) =L (8, 8, m)' 的 一 个 强 稠密 子 集 , 所 以 由 定理 3 
可 知 ,“ 当 ”的 部 分 是 正确 的 . 

定理 5 Bete} L'(S, B, m) PREKAT to, 这 时 , (ae ROCF Sa, 当 且 仅 HEA 
一 个 满足 m(B) 二 oo 的 见 - 可 测 集 互 上 , 都 依 m- WEAF tale). 

注 (e(O PUR LE B EIK 和 -测度 收 化 于 tals), 如 果 对 任何 e>0, 集合 

(SEB; |x, (8) 一 0e(s) | Ze} 

的 m- 测度 , 当 noo 时 , 都 趋 王 0( 见 第 一 党 $4 的 命题 )， LCS, B, m 的 一 个 特殊 情形 是 空间 
CD, 这 时 S= (1, 2, …} 并 县 对 n= 1, 2,… MA mOn =1， 对 这 种 情形 ， 我 们 有 (29)' = (1°) 
并 且 对 于 ty = (E, EP, e EP), Mo, BU OE a = (EP, EL, oe, EM, …) 则 必 能 时 
Blimé P =$; (b=1,2, ss), 这 个 结论 可 以 这 样 来 得 出 ,对 于 z= (ENE), 我 们 把 fe) W 
Hy f(a) = 《2 f =E, Abe, 在 这 种 情形 下 ，{zs} 在 每 一 个 器- 可 测 的 并 且 具 有 有 限 m- 测 度 的 集 
& BAK rm- 测度 收敛 于 x。， 这 样 一 来 , 我 们 就 得 到 

R (L Schur) 在 空间 (2) 中 ,如 果 序列 人 zw} 蚤 收敛 于 %,E(7), 则 stim r =t, 


定理 5 的 证 明 AAE LS, B, m) 内 的 强 收敛 能 导致 依 m- MEKA, WLL” Hi 
部 分 是 显然 的 ， 我 们 来 证 明 “ 当 ”的 部 分 ， 由 于 序列 {2 一 2} 弱 收敛 十 0, 从 而 
limf (zs) 一 z.(3))m(ds) =0 对 每 个 BEB MBAR Ar, ay 


考虑 非 负 测度 序列 
$B) =| ,C8) ~—s.(s) |m(ds), BEB. 
XE HT B 的 集合 所 组 成 的 任何 递减 序列 {B6), 共 中 门 By ot, Be 
lim P(B) =0 对 一 致 成 并. (2) 
事实 上 ， 如 果 (2) 不 成 Ws 则 在 在 e 半 0 ERR RE EE ABLE EAS na JE RAET ENT, 有 lim my = 60 
和 on, (BSE Abn a 
Í, {Re (£p, (8) —#..(8)) |m(ds) >e/./ 5 或 | [Tin (2,,(8) —#.,(8)) | m(ds) > e/./ 3, 
从 而 必 存 在 某 个 BY SB, 使 得 
I EFA (s) Eo (s)) mam (ds) 


Se /2/ T (k=1, 2, e), 


由 于 (1), 上 式 与 测度 序列 p(B) = | (zs(s) 2, (8))m (ds) H m- HAEEREN n CR 


第 二 章 $2 的 Vitali-Hahn-Saks 定理 的 证 明 ) 这 个 事实 矛 抽 
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其 次 , 设 By EUW AL m (By) 三 co: 的 任何 一 个 集合 ， 我 们 要 证 明 
limy (Bo) =0. (3) 
BERERA e0 和 人 1 四 的 某 子 序列 to 使 得 
pu (Bo >e (n=1, 2, +). (4) 
根据 假设 ，{%,(8) 一 xz- (8) 76 Bo Eik mm- 测 庆 收 敛 于 0， 所 以 存在 {zw(s) 一 Ze(s)} 的 某 子 序列 
{æn (8) — 0. (S AEEA BLOB, HE m (BL) Sl" 以 及 在 (Bo-Bn) EH | tar (8) — 2 (9) | < 


e/m(BD， 我 们 令 B 下， 于 是 (BA 是 一 个 递减 序列 且 有 
Rak 


n( ñ Bjs Simon sr se), 从 而 „(ĝa 
ket h=k k=1 
FAG, 由 (1) 和 前 面 提 到 过 的 Vitali-Hahn-Saks 定理 的 系 可 知 ， limp, (By) = 0 对 % 一 致 成 立 , 所 


以 ， 当 n->00 iF, 有 : 
Par (Bo) Span (Ba) + em (B)! m (By BL) > (Se), 
它 同 (0 矛盾 ， 这 就 证 明了 (3)》， 


现在 我 们 选取 内 的 集合 的 序列 {B4 HER m (BY) <oo(k=1, 2, -9f S= LB, 于 是 


kst 


| IzaCs) ols) [m (d) =È +f , 


COTA, 布 端 第 一 项 对 于 固定 的 t, 当 noo 时 , AFE, CORT AAE IG t>o, 
对 一致 契 二 零 ， 所 以 我 们 就 证 明了, 在 LS, 8, m) h slime, =a, 


基干 空间 法 (9), 有 一 个 类 位 的 结果 , 即 
定理 6 iT, E DQ)! 中 的 广义 败 数 的 序列 . dn Ate DQ)" 的 弱 " 拓 扑 下 有 lim T, =P, 
则 在 PQ" yesh BAT lim P, =T, 
iBA Hla) DCO 的 强 拓扑 是 通过 下 述 半 nen E SLAY CALS PURE S 7 的 定义 1, 即 
p(T) sup (Tlp)! (pe), KABA DO) yea RK, 
AEM DQ)" SO rth ee RE TE ENE Be BO eS, HY 
Pe(T)=sup |[T(p)| (PER), XO DQ) 的 任何 有 限 集 . 
PAG, YE OQ)! AOS Sh PK, Lim 二 也 刚好 就 是 第 二 章 * 3 中 定义 的 lim P,=7(D(2)'), 
B TDMA PT, PAR FETE OER RKE, OEE PE8， 有 supp 
(OSK IAAT lo FD, 有 sup |Dip(a)|<0o (EK, pe®B) (GE — BES 8 定理 1), 办 


lE, H Ascoli-Arzeld 定理 可 知 , BE De (QAR, RIESA FE EO ALE A 
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(TaD E, FEM, 对 任何 e>0 都 存在 全: (8) 的 0 的 某 个 邻 域 吕 使 得 . 
Sup | (Pi~P) (p) | <e. 

Dy, (2) A BFE BACAR AIR —,-U XP ERBDES BE. 这 里 ， PiCBt =l, 2o, k), F 
是 对 任何 ucU RE 

| CT, —T) @ +h) (S17, _ 四 (Di -DWET ZT) dl +e. 
因为 对 于 i=l, 2, ++, k, lim (Pa —T) (9) =0, 所 以 我 们 有 

四 lim (T, T) (@) =0 3} GER 一 要 成立 

这 就 证 明了 我 们 的 定理 ， 

定理 7 自 反 的 B- -空间 买 是 序列 弱 完 竺 的 ， | 

证 明 ” 设 筷 的 序列 to,} 是 弱 收 化 的 ， 每 一 个 加 都 可 用 X, a) 一 《ro > 定义 到 上 的 一 个 连 
Reeve AX, AA Xj) 是 一 个 如 -空间 (第 四 章 § 8 定理 1), 所 以 我 们 可 以 应 用 共 榴 定理 . 因此 
可 以 用 有 限 的 limXa(Z ) 来 定义 ,上 的 一 个 连续 线性 证 国 , 根据 假设 , 此 极限 是 存在 的 , 因为 下 


是 自 反 的 ， 所 以 存在 某 个 ZE 及 使 得 (a, 0 >= lim X, a a alana IX BE tha = 


limz,. 
定理 8 设 X 是 一 个 Hilbert Si, MRX WEA Ce BMAF 2 CX, WAH HOY 
lim |, = |- 1 时 ， s-lim zu 一 2 | 


证 明 “出 范 数 的 连续 性 可 知 ,“ 仅 当 * 部 分 是 显然 的 “所 到 的 那 二 部 分 ,由 学 起 
| z。 — &., | 2 = (En — Eas T,X) = 一 EA |?— (Xx, x.) 一 《ZX La) + IEJ 要 


可 以 明 最 地 看 出 来 ， 事 实 上 当 noo 时 , HARRE Je] x]? — lar? +e [2 =0, 


at 收 g 
定义 2 MERER x AHAA Xi RERA Ga ARCA, 如 果 对 每 个 zeX 
那 存在 有 限 的 Lim fC): (Sa AR AFREK f.EX; ,如 果 对 所 有 的 xEX 都 有 limfa (a) = 
f(x)， 对 后 一 情形 ， 我 们 记 w*-limf 一 天 RI FFB), 

定理 9 i)s-lim ff. UF He wt-limf, =f, ATE BEN, ii) RX B-N, ws 
MBER I GX, 必 台 * 收 敛 于 革 个 元 素 九 EX: H. [fel Slim] fal. 

证 明 ) 第 一 部 分 从 | 所 (x) 一 J (2) SIF fl e 可 以 明显 地 看 出 来 。 第 二 部 分 可 以 用 
定理 1 的 证 明 中 给 出 的 反例 予以 说 明 ，ij) 根据 共鸣 定理 ， 我 们 知道 ORDET EM 
~M ERREZE ELIF A Slim Lf, 

定理 10 MRX ÈA 有- 空间, 这 时 , IPI Ga) SX, WM ERA ER FLEX! HAL 
当 i) (FDA IEB. ii) lim fo) =f.) (EX EA FM ERY, 
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证 明 JEET RATER 3 的 征明, 


强 闭 包 和 弱 闭 包 

定理 11 设 X 是 一 个 局 部 是 的 线性 拓扑 空间 , 而 歼 是 并 的 一 个 闲 的 线性 子 空间 ， 则 开 在 入 
的 弱 折 扑 下 是 闲 的 . 

证 明 如 果 不 是 这 样 ， 则 存在 菜 个 点 zwEX 一 站 使 得 mm 是 集合 到 在 下 的 弱 拓扑 下 的 一 个 聚 
点 ， 于 是 由 第 四 党 86 定理 3 AA, 存在 六 上 的 一 个 连续 线性 泛 耳 fo 使 得 , fo) = 1 HIEM 
上 有 fo) =0， 闲 此 ,oa 不 可 能 是 集合 1 在 筷 的 级 括 扑 下 的 一 个 聚 点 ， 


$ 2， 自 反 B- 空 间 的 局 部 弱 列 紧 性 ， 一 致 加 性 

定理 1 设 和 是 一 个 自 反 B- 空 间 , 又 设 te 是 任何 一 个 范 数 有 界 的 序列 ， 则 我 们 可 以 选 出 
一 个 子 序列 {zw}, 它 弱 收敛 于 下 的 某 个 元 素 . 

我 们 将 在 并 是 可 分 的 这 个 假设 条 件 下 来 证 明 此 定理 ， 因 为 应 用 这 个 定理 的 那些 具体 空间 大 
多 数 都 是 可 分 的 ， 对 于 一 般 的 不 可 分 空间 的 情形 将 在 附录 中 论述 ， 

引 理 ”如 果 赋 范 线性 空间 的 强 对 侦 空间 XX; 是 可 分 的 , WAX BETA, 

证 明 设 t2 人 是 某 个 可 数 序列 ， 它 在 X, ART EX Ie LER, 选取 
onEX 使 得 jz 由 = 工 昌 | 《zw 2》| 主 1/2， 设 了 是 出 序列 {x,} 生 成 的 ,了 的 线性 闭 子 空间 ,假定 M+ 
六 而 EX 一 如， 根据 第 四 亭 36 中 的 Mazur 定理 3 的 系 ， 存在 某 个 EX ER, lols 
Cato, TF0 以 及 当 SEM PAL Ce, > = 0. BAG Gc.) = 0 (m= 1, 2, +++), Mild 1/25 [2,21 1S 
[egy 2 人 一 Len BH} + Cay hd], 由 此 可 得 1/2 4x, [fal —ahl e—a EE X, Ay a 
位 球面 上 是 强 稠密 的 这 一 事实 相 了 矛盾， 因此 =X, MN OB RE AX 
凡是 稠密 的 ， 这 就 证 明了 我 们 的 引 理 ， 

定理 1 的 证 明 前面 我 们 已 经 说 明 过 ， 在 证 明定 更 1 时， 我 们 要 假设 六 是 可 分 的 ， 从 而 
(Xs) ;= 外 也 是 可 分 的 , 由 上 述 引 理 可 知 , ;也 是 可 分 的 . 设 全 小 是 一 个 可 数 序 列 , 它 在 区! 内 是 强 
BAMA, 因为 {2,} 是 范 数 有 界 的 , 所 以 序列 {<z;, 攻关 是 有 措 的 .于是 存在 某 个 子 序列 {z。》, 使 得 
MEEA Ano T 是 收敛 的 ， 因 为 序列 (Can, >} 是 有 界 的 ， 所 以 存在 {za,) 的 某 个 子 序列 
(En t MERE Cite z 儿 是 收 伍 的 ， 继 续 这 伴 作 下 去 , 我 们 就 可 以 选 出 序列 {zx,) 的 某 个 子 序列 {z,,.} 
EERE A (Cate, 双轨 对 于 了 1 2 … 十 工 是 收 仇 的， 因此 ， 原 序列 的 对 角子 序列 {z，} 满 
是 这 种 条 件 , HUES Car >) j=1, 2, … 肝 是 收敛 的 、 因 此 , 由 上 一 节 的 定理 3 可 知 , 对 于 每 
PATER, lim Gor, RAHE H AAT, “PAE 节 的 定理 7 可 以 看 出 w-lim en, E, 


a Milman 定 理 

dd See yD. P. Milman， 出 一 个 五 -空间 好 时 在 以 下 的 意义 下 是 一 致 目的 , 则 它 是 
ABCs DRI sonieh 对 于 任何 eS> 0, MR FE RE O=S(e)>0 使 得 , 44211 1 二 1 以 及 
item g | Se PR fla byl 201--8). 一 个 pre-EFiilbert 25 iL Sb —-Bhh Wy, 这 可 以 从 公式 
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fot yh? e—a = 2 (fark? + gh?) 

在 该 空间 内 成 立 这 个 事实 看 出 来 ， 我 们 知道 ， 对 于 l<p<oo, “ein 2 ACP) -i Ca 
J. A. Clarkson[1]). 

定理 2 (Milman[1]) 一 致 凸 的 好 -空间 是 自 反 的 ， 

证 明 (S. Kakutani 作出 的 ) AE ee (XD) Aiea l= 这 时 , PERIK SSR, E 
Wiel Sal =l Aas (三 1 一 号 1 一 1 2,…)， 由 第 四 章 § 6 定理 5 可知， 对 每 一 个 4 都 存在 基 
个 znEX 使 得 

f(r) = 29 fi) CG=1,2,0, 2) Maa} Sao lin = 
AAA | 
Lan <a FO) =f (Gn) Sh Fal eal = fal te, 

所 以 必然 有 lim Jan] =1. . 


ROR PSI (ao, Ae oh We Oe A, 则 存在 e>0 Alla <I ty ma ty me ES 
lEn, Em | A=1, 2, e). Kt, 根据 lim (ea =1 40 X fy — Bech be, 我 们 就 得 到 limhe tim lE 


2(1—d(e))<2. {AA ni <M, fa, En) = fn, Em) =L (fn), 所 以 
20 —nj") S220 ad = fa En +m) E lfa lr, t Emte 
由 于 |f;,| =], 于 是 我 们 得 到 一 个 矛 丘 lim|zn, +25) 22. 


因此 ， 我 们 证 明了 s-lim En = Ho 的 存在 性 以 及 zo 满足 

zol=1, file) =G) G=1,2, e). (9) 
我 们 指出 ,上述 (1) 中 的 方程 的 解 2o 是 唯一 的 否则, 存在 其 个 向 条 zo， 它 满足 同一 个 方程 ， 出 
一 致 由 性 可 知 , | 和 十 zl 天 2， 此 外 还 有 fi ott) =205 (Fi), G =1, 2,…). 因 此 

2(1— 471) S205 (Ff) =f a +20) SMF if leo trol = lat zol, 

从 而 | 各 十 zol 宇 lim 201 — 8-1) = 2, 这 是 一 个 矛盾 . | 

最 后 , & foe X WORM — ASR BRAT AB folto) = 由 (fo), MADEX, HEE 
TXAR. THER foo) =tio), 我 们 用 fo fi，…，fn,，… 来 代 检 前 面 讲 的 Ss, fo oe, 
fas oor, 从 而 我 们 得 到 这 样 的 BEX, 即 

lao =l, fi Go) =r (fi) (4 =0,1, +, n, e); 

利用 上 面 刚 刚 证 明 过 的 唯一 性 , 必定 有 oho = ay, 这 就 完成 了 定理 2 的 证 明 ， 


§ 3. Dunford 定理 和 Gelfand-Mazur 定理 
ENI 设 2 是 复 平 而 的 一 个 开 域 ， 定 义 在 多 内 而 取 值 在 B- 空 间 芷 内 的 某 上 映射 +*(6) 称 为 
HERD AIF 6 LSU HY, 如 呆 对 于 每 一 个 EX’, 的 数值 函数 
fai) =< CE), f> 


在 2 内 都 是 全 纯 的 . 
。I08 。 


定理 1(N. Dunford[2]) ”如 时 x(E) 存 名 内 是 弱 爹 纯 的 ， 则 存在 定义 在 2Z 内 而 取 值 在 了 X 内 

的 某 个 映射 x (5) 使 得 对 每 一 个 E052 都 有 
s-lim h` (xlo +h) 一 0(co)) = 2" (ĉo). 

换 人 名 话说 , BY G5 -4> Sli HE: 2 ia TAR Se OU PE 

证 明 设 C 是 一 条 可 求 长 的 这 种 Jordan 曲线 使 得 由 C 围 成 的 有 界 闭 域 OC BAST Z AE 
且 &EC-O、 设 驴 是 任何 一 个 含有 Oo 的 这 种 开 的 复 域 使 得 它 的 闭 包含 于 C 的 内 部 ， 因 此 ， 根 
据 Cauchy 积分 表示 式 , 我 们 有 

f(z (0)) = | ae. 


因此 , 如 名 Soak FN co 十 9 都 属于 Zo. Wi , 
CET LE ih) de (Eo) Flo +g) fetan 


g 


_ il 1 st 

-下 | [6 Ole ne 

根据 假设 , Zo 到 C 的 距离 是 正 的 ， 因 此 , 对 于 固定 的 FOX, 4 Co Goth AR So tg E Zo WE 
Dh 右 端的 绝对 值 是 一 致 有 界 的 ， 于 是 由 共鸣 定理 可 知 


sup ey = 一 人 (Čo) -EBED E| coo, 


所 以 , Haas) X EPER M, z(2) 在 每 一 点 CCZ 都 是 强 可 微 的 . 
系 1 (Cauchy 积分 定理 ) HaC) 的 强 可 微 性 可 以 得 出 它 对 “的 强 连 续 性 . 因此 我 们 可 以 


定义 其 值 在 内 的 曲线 积分 | (Ode, KE 我 们 可 以 证 明 | _z (6)dE=0, 即 等 于 区 的 零 向 量 . 
证 明 根据 fEX' 的 连续 性 和 线性 性 质 , 我 们 有 
1({ scae)=| fea 
由 通常 的 Cauchy 积分 定理 可 知 , 上 式 右 端 为 零 ， 因 为 JEX 是 任意 的 , 所 以 根据 第 四 章 $ 6 定理 
1 的 系 2, 必定 有 | eO dé=0, 


根据 十 述 的 系 1， 我 们 可 以 得 到 另外 一 些 系 ， 其 作法 同 通常 复 变 晴 数论 中 的 作 半 一 样 . 
系 2 Cauchy 积分 表示 式 ) 对 6 KHEMAH o 总 有 


ZK(c) dé. 
TOEN Ee 


系 3 (Taylor RX) 对 闭 域 6 内 部 的 任何 一 点 Čo, “(2) 在 č= Co ky Taylor 展 式 在 以 
6 为 中 心 且 含 于 G 的 圆 的 内 部 强 收 化， 这 里 


z= HCL) 2 (Ea), Be 2 (Ey) = BL 


一 204 


s (é) 
| 《一 6n yen dè, . 


” 系 4 (Liouville 定理 ) AR el) ERA AT ROK tl; [ol <oo A, Ab GD 全 纯 的 并 且 
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suple) | 过 co, M a(S) Aei Ae e CO), 
证 明 ”如 杂 我 们 把 曲线 C BE =r, 则 当 roo 时 , 有 


lr" (0) 1 =p sup orf 巡 00 1, 2,00). 


因此 ,xz(5) 存 5=0 处 的 Taylor 展 式 暗 化 为 仅 仪 一 个 常数 项 200). 
现在 我 们 要 用 系 4 去 证 明 G2lfand-Mazur 定型 . 首 光 我 们 给 出 
定义 2 复数 域 上 的 交换 域 芯 旧 数 一 个 虐 范 域 , 如 果 它 还 是 一 个 盏 - 点 间 且 满 足以 下 条 体 ， 
jie el-=1, 这 里 ,e BX 内 的 乘法 单位 | 
icy|el gl. 这 里 , cy AX 内 的 乘法 ， 
定理 2 (Gelfand[2]-Mazur[1]) WREX Bele] ey T Bok. eZ NN 的 每 -个 元 素 
e AE r= ée 这 种 形式 的 匹 素 , 这 里 ,5 是 一 个 复数 . 、 
证 明 如 果 是 相反 的 情形 , 那么 设 有 xEX 使 得 对 任何 复 效 二 Wire fe) 0, KAX 
个 域 , OT CLARE 7c (we — Se) Af toc (a — Se) CX, 
BEATE ERA @—Ae) Eli eo A EGR) Bal. ok bh, 我 们 有 
h'((a—(A+h) 0) '-- (æ—2e) D =h i(r-- (Athe) fe — (a@— (A+ h) e) (2—Ae) 全 
xh! (a—(A+h)e) ` {e—e talie) }= e (4 十 由 e)-107 一 4e) 7. 


Ne 


(1) 


另 一 方面 , 对 于 充分 小 的 | 有 |, 考虑 级 数 e Sor 99， 其 中 = (z 一 1e), 由 GD) 可知 它 是 
敏 的 并 且 它 表示 元 素 (9 一 6)-: 二 扩 !(e 一 已 -0 -5 这 可 从 该 级 数 乘 以 (y 一 pe) 直 接 看 出 米 ， 于 是 
利用 该 级 数 对 大 的 强 连 续 性 ， 我 们 可 以 证 明 (z 一 4e)-: 关于 入 是 GHD 全 纯 的 并 且 有 具有 强 导 数 
(a—Ae)~?, 

现在 ,如 果 | 庆 宇 24z 上 ,那么 如 上 所 述 , (ede)! = AeA ie) = Ae + SA ay, 

t= 
从 而 当 | 刘 ->oo 时 
leio SAI 0/29"). 


n=l 


此 外 , 对 连续 的 函数 (z 一 4e)-: 在 4 的 紧 域 ，|4| 三 21zj 上 是 有 界 的 ， 因 此 , 根据 Liouville 定 
BH, (x 一 4e) :必定 是 常 问 量 w= (zw 一 0e) 5 但 由 于 前 而 已 经 证 明了 s- lim (2—Ae) 1 =0, Hi 


ARIRE TPF a=, esa e=, 


$ 4， 弱 可 测 性 和 强 可 测 性 ，Pettis 定理 ， 
定义 1 设 (3S, 刚 ,mm) 是 一 个 测度 空间 ， 面 z(s) 是 -一 个 定义 在 SS 上 有 是 取 值 在 B 空间 下 内 的 
基 个 映射 ，z(s) MY AR 名 -可 测 的 ， 如 果 对 任何 一 个 FEX, s 的 数 全 函数 了 (2(8)) = Cea), fP 
是 多 -可 测 的 ，zCs) 叫 做 有 限 值 的 ,如 果 对 于 有 限 个 不 相交 的 名 -可 测 集 By, M, mY, 
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z(5) 在 和 一 个 By LAB APE GH Bae S— UB; 上 z(s) =0. a(s) 叫做 强风 -可 测 的 ， 如 


果 存 在 有 限 值 苑 数 的 某 个 序列 , CES E m-a, e 强 收 黎 于 z(s)， 

定义 2 z(s) 岂 做 可 分 值 的 ， 如 果 它 的 值 域 4(s)3 SOSH 让 可 分 的 . xX(s) 叫 做 是 如 -几乎 可 
分 值 的 , 如 果 存 在 一 个 见 - 可 测 集 Bo, 其 m- 测 度 为 零 且 使 得 {xz(s); sES 一 Bo} 是 可 分 的 ， 

定理 (B.S. Pettis[1]) x(s) 古 强 器 -可 测 的 , 当 且 仅 当 它 是 弱 器 -可 浏 的， 同时 又 是 mL 
乎 可 分 值 的 . 

证 明 “ 仅 当 ”部 分 证 明 如 下 ， 因 为 有 限 值 函 数 是 弱 吕 -可 测 的 ， 所 以 强 喘 -可 测 性 草 涵 着 蜡 
由 -可 测 性 ， 又 根据 2(s) 的 强 轴 -可 油性 ， 所 以 存在 有 限 值 歇 数 x (s) 的 序列 使 得 除了 一 个 mal 
度 为 零 的 集合 BEB 之 外 , 有 s-lim z,(s)=a(s), KE, 2, (8) (=L, 2,…) 的 值 域 的 并 集 是 一 个 
可 数 集 , 从 而 此 集合 的 闭 包 是 可 分 的 且 包 含 了 值 域 4z(s); sE5 一 Bo}， 

证 明 “ 妆 "的 部 分 ， 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 认为 值 域 {x(s); sES} 本 身 是 可 分 的 。 因此， 我 们 
就 可 以 假定 空间 本 身 是 可 分 的 ; 否则 ， 我 们 就 用 含有 eC) 的 值 域 的 最 小 线性 亲子 空间 来 代 赵 
X， 我 们 首先 证 明 jz(s)1 本 身 是 出 -可 测 的， 为 此 目的 ， 我 们 将 引用 一 个 后 面 才 予以 证 明 的 引 
H, 它 指出 , 一 个 可 分 五 -空间 的 对 偶 空 间 X' 必 满 足以 下 条 件 

存在 某 个 序列 FSX’ B (fls, aot 
4 任何 一 个 FEX B 1 等 1， 我 们 总 可 以 


E Afd 的 一 个 子 序列 {fw}， 此 子 序列 (1 
对 于 每 一 个 zEX 都 有 limfw(z)=fo(z), 
现在 , 对 任何 一 个 实数 a, 令 


A4={s; |a(s)| Sa} LAK 4 一 (8 | f(a(s))| Sa), 其 中 , fEX', 如 果 我 们 能 够 证 明 4= f) Ar, 
了 = 上 


则 由 r(e) Hga 男 -可 测 性 可 知 , 函数 jz(s)1 是 器 -可 测 的 ， 显然 , AS A. 但 由 第 四 章 56 定 


fis1 


理 1 的 系 2 可 知 , 对 于 固定 的 s， 存 在 某 个 foEX'， 它 满足 fo =1 M fo(w(s)) 二 1z(s)1， 因 此 ， 
反 包含 关系 AD A, 4 是 成 立 的 ， 从 而 我 们 有 4= A, 4s. 根据 引 理 ， 我 们 得 到 N A; 


Ifisi 
= Ar, 所 以 有 A= N 4s,. 
4=1 $1 
因为 值 域 (z(5); sES} 是 可 分 的 , 所 以 对 任何 正 束 数 n, 谈 值 域 可 以 被 半径 三 1/4 的 可 数 个 开 
ER Sin (j=1, 2, +) 所 有 覆盖. BEER Si. 的 中 心 是 zx。 前面 已 经 证 明 过 jz(s) 一 zn1 对 s 是 咽 -可 


测 的 ， 因 此 ， 集 合 Bj = {sES; zx(se)ESjn} 是 出 -可 测 的 且 信 = U Bj,n， 如 果 SSB n= Bin- 
. . : f=1 
i-l 
U Bin 我 们 就 令 
jt 
Tn(8) = Zine 


. Ill.» 


这 时 , 由 于 8= B's 所 以 对 每 一 个 SES 我 们 都 有 jz(8) rn. BY Blin A Bid 


测 的 , 所 以 容易 看 出 , 每 一 个 mm(s) 痢 是 强 见 -可 调 的 ， 从 而 序列 (mm(s)) 的 强 极限 z(s) 也 是 强 至 - 
可 测 的 . 

引 理 的 证 明 ” 设 序列 {zn} EX AR RA. SRR PR foe, O= im). 
faa), -, SED EFEX! 的 单位 球 S = SEX; fi 夺 1} 映 入 % 维 Hilbert hh] P(e) Ait PG) 
中 的 向 量 (51, Éz SME Be |] (Ey, Sa, oe, Shh (Die). 因为 POETON, 所 以 对 

f=1 . 


于 固定 的 w, 存在 S WEISS a 1, 2 200), EEO, Faced B= 1,2, HE S R PaCS) 
he aR, | 

于 是 我 们 就 证 明了 ， 对 任何 一 个 JES'， 总 可 以 选 出 一 个 子 序 列 Pa} = 2, …) 使 得 
[fam (1) ~~ Fos) | <1 mG =A, 2, 09), WIER limfom, (8) = fos) (b= 1, 2, 0+), 从 而 由 第 


HAS S 1 的 定理 10 可 知 , 对 每 一 个 xEX 部 有 limfna (1) = Fol), 


§ 5. Bochner 积 分 
设 z(s) 是 定义 在 测度 空间 (S, Bm) 上 的 一 个 有 限 值 秃 数 , 而 其 值 域 含 于 五 -空间 节 内 ; 又 设 
zw(8) 在 BEB ESF 2,40 = 1, 2 n) 这 里 , 相应 于 二 1,2, 2 的 诸 吾 ;是 不 相交 的 , JEL 


mB) <, ledh, 在 (8 一 之 五) 上 上 还 有 z(s) 0， 这 上 时， 我们 可 以 用 > zim(Bi) 来 定义 =(s) 在 
i=l . 


i=] 

S Li m- | es) m Cds), ALFA SGCAR IRN UN DT DLE HE — ME Bey mB ay, BHA 
地 说 就 是 

CEN ARE AEWRE ATA CS, B, m) 上 且 在 B-21 X N BUERE Be a Ce) MY ie Bochne 

me BEB, MEHEA RUER RENERE), E FEN m-a. e, 强 收 敏 于 es), H 


lim| lz(e) —z, (8) |m (ds) =0. a) 
对 于 任何 一 个 集合 BEB, zw(8) 在 B 上 的 Bochner m- 积 分 定义 为 ， | 
| 2C )m (ds) = e-lim | Cn (s)x,(s)m (ds), iX M, Cn ERA BRIER. (2 


为 了 说明 工 述 定义 是 合理 的 , 我 们 尚 须 说 明 (2) 右 端的 强 极限 是 :存在 的 以 及 此 pte RP HEL AS 
依赖 于 近似 的 数 序列 tz(s))》， 

定义 的 合理 性 ”首先 x(s) 是 强 咽 -可 测 的 ， 从 而 条 件 (1) 有 意义 ， 这 是 因为 在 Pettis 定理 的 
证 明 中 曾 指出 过 jz(s) —2,.(s) |e 外- 可 测 的 ， 由 不 等 式 


If (meds) READLICON EN Coe) ~ AO m (dS) 
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=Í, Ja, (8) ~a,.(s) DOSAO —x(s) |m(as)+| Hz) — g; (s) |m (ds) 


RIX oe aT An, s-lim| za(s)m(ds) 是 存在 的 ， 还 容易 看 出 , RRR fk MT eE 


(CLIFF, 这 是 因为 任何 两 全 这 样 的 序列 都 可 以 会 成 为 单独 一 个 近 伺 序列. 

定理 1 (S. Bochner[1]) — yi B~ HY MY eA MH a(s) lé Bochner m~ 可 积 的 ， ATE lec 
是 总 -这 积 的 ， 

证 明 (LA. REIA EDS lens) lel) rall AR Aen CO m- RE 
MRA) te Eas) liè m- RRA l 

| z jm (ds) = | tes Imd) | ecs) ays) Im (ds). 
此 外 , 因为 
f Lelia fm (ds) f(s) — rC) Im (ds), 


所 以 ,由 (1) 可 知 im] Je, Cs) [m (ds) 存在 , 从 而 我 们 有 


| f(s) im (as) Slim) eC) fn (as). 


“ 当 ”的 部 分 ， 设 {zi(8)} 是 有 限 值 函数 的 一 个 m-a. e. HA OTs) 的 序列 ， 
MORAO- IAO OET 
Yale) = 0, Hjelle. 
于 是 有 限 值 函 数 的 序 列 (yn (8) 7 TE Hy, Cs) || ESOR +27 9 PHL jim|a(s)— y =0 m-a. 


Ron. Abc, AT eC) Ii m- BE, 我 们 可 以 把 Lebesgue- Fatou 引 理 应 用 于 PA Be le(s) 一 
y,(8) |Sfa(s) C2», 从 而 得 到 


limf Jæ(s)— y, (s) [m (ds) =0, 


这 就 是 说 z(s) 是 Bochner m- 可 积 的 ， 
系 1 Ex 术 让 明 指 上 


| .zc mas) =] f emis) |, 
从 而 | (s) me kds) 在 如 下 意义 下 是 mm- 绝对 连续 的 : 


s- lim | (8) (ds) ~0, 


有 限 可 加 性 | Q a(s)m (ds) -| Z(s) (ds) 最 然 是 成 立 的 ， 而 由 | jz(s) |m(ds) 的 -可 
Bj 1=1 B 
f=1 . 


加 性 可 知 ，| (5) (ds) 是 9- 可 加 的 AAD 
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BB, itt m(B;) <, 必 导致 | = Se a(s)m(ds) = slim S| (mas). 
j=1 yer 


系 2 设 卫 是 了 -空间 和 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 ， 它 映 开 人 到- 空间 了 内. 如 果 z(s) 是 值 域 
在 卫 内 的 一 个 Bochner m-T RUA, W Tz(s) 是 值 域 在 了 内 的 一 全 Bochner 到 -可 EAR, 
并 且 

| Pa(s)m(ds)~ T| z(s)m(ds). 
证 明 设 有 限 值 函 数 的 某 个 序列 {y.(5)) 满 是 
FROISE Als- -lim Ya C8) = -2(8) m-a.e. WEI, 
于 是 利用 下 的 线性 性 和 连续 性 ， 我 们 有 | Ty (sym (as) =P] (mds), 此 外 ， 由 也 的 连续 
性 可 以 得 出 

PROISA GAOS VA eC ]-A+n) mM s-lim Ty, (8) =Ta(4) m-a. e. IRI, 

因此 ,Tx(s) 也 是 Bochner m- 可 积 的 并 且 还 有 
| Ty(s) mlds) =s-lim| ‘Tyas)imn(ds) =s-lim? | y,(s)m (ds) =P x(s)m (ds). 

定理 2 (S, Bochner[1]) 设 S 起 一 个 % 维 欧 儿 里 得 空间 , BES ty Baire 集 族 而 nn 
B fij Lebesgue 测度， 如 果 xz(s) 是 Bochner m- ae Link Psa) 是 以 ES 为 中 心 、 

20 为 边 长 的 平行 正 多 面体 , 于 是 我 们 有 微分 定 


8-lim (2a) f a(s)m(ds)=2(8) 3f m-a. e. & WOX, 
a40 Pispa) 


证 明 


“> 


(2a)-*[_-a(s)m(ds) = DO; sva), 
如 果 ota (8) E SEAT BA BE BL, ARAB La (8) 1S f(s) ADA slim x, (8)= 2s) 
m-a. €. 成 立 , 则 


D(x; 89, &) — 2 (89) =D(e— Tr; So, A) 十 万 (Ze So, €) ~2(80), 
从 而 


lim D(x; 8, €) 一 和 (so) | slim Dja— Til; So, GD) 


Him|D@s So, Q) a, (Sq) f+ late (80) ~ 2 (89) |. 


由 数值 函数 的 Lebesgue 微分 定理 可 知 ， 右 端 第 -项 m-a. e 等 于 jz(so) 一 ZCs0)1， 由 于 x, (a) 
是 有 限 值 的 , 所 以 右 端 第 二 项 m-a.e. =0， 因 此 
lim|D(@; so a) —a(80) | E2]a, (so) 一 x(80) | Htm~a.e. so REIL. 
所 以 , 4 kh co, 我 们 就 得 到 定理 2, 
。 了 4。 


注 同 数值 函数 的 情形 相反 ,一 个 在 B- 空 间 取 值 的 z- 可 加 下 2- 绝 对 连续 的 的 数 不 一 定 能 
够 表示 为 一 个 Bochner 积分 ， 这 可 以 通过 一 个 反例 来 说 盟 , 

反例 令 S=[0,1] 且 员 是 [0,1] 上 的 Baire 集 族 ， 而 m(B) 是 BOR [ty Lebesgue 测度 ， 考 
虑 定义 在 闭 区 间 (1/3, 2/3] EARR xig E= EO) HAH mi1, 2/33, JHIA Te glé] 
=sup|$ (0) |， 我们 按 以 下 方式 作出 一 个 定义 在 [0, 13 上 且 在 m[1/3,2/3] ARR A e (s) 
= &(0; 8); 

(et y= yo (8) BAR ECO: s) 在 9 处 的 值 ,而 3 一 加 (9) 在 8-y 
平面 内 的 图 形 是 依次 连结 三 点 (0, 0), (8, DRC, 0) 的 折线 ， 

这 时 ,如果 ss", 则 我 们 有 Lipschitz %4: | 


7 . >ù» è os 


[(s—8) a(s) ~a(s')) |= sup] (s—s') 1 (E05 8) —E(9; 8°)) | 58. 
因此 , 利用 值 域 含 于 m[1/3, 273] 内 的 区 间 函 数 人 2(s) 一 z(2)) ,我 们 可 以 对 [0 1] 的 Baire $ B 
义 一 个 集合 前 数 .7(B)， 且 它 是 oo- 可 加 的 和 m- 绝 对 连续 的 . 

如 果 此 函数 可 以 胡 示 为 一 个 Bochner m- 积 分 , 则 由 上 如 的 定理 2 可 知 , PB a(S) RT s 
定 是 m-a. e. Hf 可 微 的 ， 我 们 把 相应 的 强 导 数 x (8) 1A 19; 8), BE mi1/3, 2/3 BUA, A 
此 , 对 每 一 个 9E[1/3,2/3j] 和 mm-a.€. 的 8 都 有 l 

0:-: lim [ho (2(s--h) —a(8))—2'(s)] Zlim RICECO; s-+h) —§ (43 8)) —1) (95 8) |. 
这 表明 对 于 所 有 的 OEL1/3, 2/3], £(05 s) 对 s 必定 是 m-a. e. 可 微 的 ， 这 同 ECO; 3) 的 定义 相 
AVG. 
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第 五 章 附录 “局 部 凸 线性 拓扑 空间 中 的 弱 拓 站 和 对 个 性 
本 书 的 安排 使 得 读者 在 读 第 一 遍 时 可 以 不 看 此 附录 而 直接 进入 后 面 各 章 ， 


| 51. R 集 | 
定义 设 革 是 一 个 局 部 四 的 线性 折 扑 空间 ， 对 任何 一 个 集合 MON, RPE ENCED M 
SN sup|<a, a’ >| EL (1) 
TEM 
类 似 地 , 对 任何 一 个 集合 M'SX', RATE CEN Ce) Bea MW’ 为 
OM! == (12 全; sup liz, @ > SstpaXQ CM), (2) 


这 里 , 我 们 认为 和 已 被 共和 它 的 重 对 偶 空 间 (X9: 中 . 

在 于 的 弱 折 扑 下 ,0 的 一 个 基本 邻 域 系 可 由 形 如 "型 的 集合 组 成 的 集合 系 给 出 , 这 里 , M'i 
取 和 ' 的 任何 有 限 集 ， TEX 的 弱 * 折 扑 下 ，0 的 一 个 基本 邻 域 系 可 由 形 如 1" 的 集合 组 成 的 集合 
系 给 出 , 这 里 , M 遍 取 和 的 任何 有 限 集 ， 在 X 的 强 拓扑 下 , 0 的 一 个 基本 邻 域 系 可 由 形 如 MP 的 
集合 组 成 的 集合 系 给 出 , 这 里 , M RAX KERT RE. 

命题 ”在 X' 的 弱 * 折 扑 下 , 3" 是 一 个 平衡 的 凸 闭 集 . oo 

证 明 ”对 任何 一 个 周 定 的 zEX, 线性 泛 罗 Fe) = Ca, DE XT a PAR EAI, Ale 
到" 一人] imf X'MA RITER, EF 好 ?的 平衡 的 凸 性 则 是 显然 的 ， 


me M 


. Tychonov 定理 的 应 用 
定理 1 设 忆 是 一 个 局 部 凸 的 线性 拓扑 空间 ,而 4 是 和 的 0 的 一 个 平衡 的 凸 邻 域 ， 则 AP 在 
的 弱 * 拓 扑 下 是 紧 的 . 
证 明 设 Wz) 是 4 的 Minkowski 泛 函 ， 对 于 每 一 个 zxEX， 考 虑 球 S,= (2EC; |2|<(2)} 
各 拓扑 乘积 S= Ts.. HH Tychonov 定理 可 知 , S ERW. 我 们 知道 任何 一 个 元 素 EX 者 可 


LAH a'(r)=<a,a'>, ZEX 给 出 的 值 的 集合 来 确定 。 因 为 对 任何 一 个 e> 都 有 zwE(R(7) 十 2)4， 
所 以 我 们 看 出 , 对 于 EX ， 必 存 在 某 个 aCA 使 得 <z, =La) +e) a, a'>, Pe, H acA’ 可 
得 |x(z)| 三 p(7) 十 e, 这 就 是 说 , xz'(x)sS:。， 所 以 我 们 可 以 把 A 看 作 昼 的 一 个 子 集 ， 此 外 , 容易 
ERK AL RFX 的 弱 * 拓 扑 的 诱导 拓扑 同 ARTERA 乘积 3S= [| 8S. 的 拓扑 的 诱导 拓扑 是 相 


同 的 . . , . 、 
因此 ， 只 需 证 明 A 是 的 闭 子 集 就 行 了 .假定 y= [ye eS 内 的 弱 * 闭 包 的 一 个 
TOR, 考虑 任 一 e>0 和 任何 x1,X2EX， 如 果 %== [ues 满足 


zex 
mG) yr lee, | ua) —y (ao) | <e 和 {uv +2.) —y (Tr) <e, 
则 所 有 这 种 组 成 的 集合 是 y 在 屋内 的 一 个 邻 域 ， 此 邻 域 含 有 某 个 点 zE4"， 但 因 w* 是 全 上 的 
一 个 连续 线性 泛 函 ， 所 以 我 们 有 
|y eitz) — yy) Yr) | Sy Hy +2) Kay +a, 2D | + [Cary 2 — yw) | 
+ | <a, a> — g(a) | <8e. 
X we WE BAT y (ata) =y (a) 二 yz) 类 似 地 ， 我 们 可 以 证 明 y (2) = .Bylz), 从 而 8 定义 
了 羡 上 的 一 个 线性 泛 函 ,利用 y= fE 这 一 事实 , 我 们 知道 jz)1 Spr), A pr) 


TEE 
Meese. 所 以 y(z) 是 一 个 连续 线性 泛 函 , 亦 即 yEX'， 另 一 方面 , 因为 了 是 APB, BF 
以 对 任何 e>0 和 ac4， 都 存在 wede 使 得 yla) — la o> Se. PAIL. |y(a) lala aY) e 
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之 1 十 e, 从 而 1y(o) | <1, 这 就 是 说 ,yE 41. 
系 。 赋 范 线性 空间 和 的 对 偶 空 间 Xs 的 单位 球 S8* 二 {wv EX WISI) EX HB PE 
紧 的 . 
7 Mazur 定理 的 应 用 
定理 2 EMM ASX Ht EHH ASB. WW v=), 
证 明 GR, MEM’), BREE ce? CM) —M, 则 由 第 四 章 $6 的 Mazur 定理 3 可 
知 ， 存 在 x CX’ ER, Cao Ool, BHMA EMRE I 0> 硅 1， 最 后 这 个 不 等 式 表明 
LEM’; 从 而 zo 不 可 能 属于 "(CM'), 


$2. 桶 空间 

定义 ”局 部 同 的 线性 拓扑 空间 蔷 中 的 任何 一 个 平衡 且 吸 收 的 凸 闭 集 都 叫做 桶 (barrel) 
(Bourbaki 称 之 为 桶 状 体 (tonneau))， 如 果 闻 的 每 一 个 桶 都 是 0 的 一 个 邻 威 , 则 并 称 为 桶 空间 ， 

定理 1 局 部 是 的 线性 拓 提 空间 羡 如 果 不 是 第 一 网 的 , 则 它 必 定 是 一 个 桶 空间 ， 

证 明 设 T 是 XX 内 的 一 个 桶 ， 因 为 人 是 吸收 集 , PLAX EHR nT = (ni; iET}) 的 并 集 , 这 里 ， 
%* 取 遍 正 整数 .因为 不 是 第 一 网 的 , 所 以 诸 nT 中 至 少 有 一 个 含有 一 个 内 点 。 因 此 本身 含有 
一 个 内 点 zo 如果 zo 二 0， 则 也 是 0 的 一 个 邻 域 ， 如 果 zo 去 0， 则 由 人 是 平衡 集 这 一 事实 可 知 ， 
一 ZoET， 于 是 一 4 同 zo 一 样 , 也 是 下 的 一 个 内 点 .这 就 表明 凸 集 了 含有 内 点 0= (zo 一 400)/2. 

系 1 所 有 局 部 上 的- 空间, 特别 地 , 所 有 的 了 -空间 和 CCR") Za TAL, 都 是 桶 空间 . 

系 2 度量 线性 空间 守 ,(R") 是 一 个 桶 空间 . 

证 明 设 49 呈 是 关于 距离 


4s —— Z -m Palo— y) — l j 
dis(9， w= 22 Tt palp pyre trea? = aoe IP p(r)| 


的 一 个 Cauchy 序列 ， 对 任何 一 个 微分 算 子 D, RAD p (2) BEE BEE AS EY, 即 
lim sup |D’p, (a) —Dip,(x?)|=0 和 sup |D’p.(2)| <, 


tat- r? 40, kZ 


这 可 以 从 下 述 事实 看 出 来, 即 对 于 任何 一 个 坐标 必 有 sup |5—-Dip,(2)| <co, 因此 , 由 Asco- 


li-Arzelà 定理 可 知 , 存在 某 个 子 序列 {Dipvw(z))}, 它 在 上 一 致 收敛 ， 利 用 对 角 线 法 ,我 们 可 以 
选 出 (gp:(?)} 的 某 个 子 序列 (par (7)), 使 得 对 任何 一 个 微分 算 子 D, 序列 {Dipwr(z)} 都 在 上 一 
致 收敛 ， 因 此 有 l 


lim Dp." (2) =Dip(r), 其 中 , p(t)= lim pe (2), 
并 且 这 些 极 限 关 系 式 在 下 上 是 一 致 成 立 的 ， 因 此 ， 度 量 空间 人 D(C8") 是 完备 的 ， 从 而 它 不 是 第 一 
纲 的 . 
注 CG) EMER, DR) MAREE DD(R") 的 拓扑 下 是 相对 紧 的 ， 这 是 因为 DROM 
RM BILE PIED DROWN, XE, Ke PR" 的 某 个 紧 集 ， 此 外 ， 由 B 芍 有 界 性 条 件 还 可 得 
。T17 。 


iH, 对 于 每 个 Di {Dies pebi 等 度 有 界 和 等 度 连 续 的 (这 类 似 地 , 我 们 看 见 , CCR") By FE 
何 一 个 有 界 集 都 是 E(BR") 的 相对 紧 集 . 

系 3 人 多 (R") 是 一 个 桶 空间 . 

证 明 由 于 DCB 是 {全 x(R")) 的 一 个 归纳 极限 ， 这 里 ,到 R R* 的 紧 子 集 ， 所 以 系 3 是 下 
述 命题 的 一 个 推论 ， OO . 

命题 Au Rae ARE th XE E PREE] Xe ws4 的 一 人 个 归纳 极限 : WX Ay 
也 是 一 个 桶 空间 . | 

证 明 EV EXA. MEYER ME BRN NAX KHERA Tate 的 
连续 性 , TI OOV AN, 也 是 闭 集 ， 因 此 .FX 是 Xa hA AA X 是 :个 桶 空间 , 所 以 
PRS Ab YSGOR PAR, LAAX EH A. f MAARN, MAT UE NH 0 的 一 个 
邻 域 . 

定理 2 设 X 是 一 个 桶 空间 ， 这 时 ， 第 四 章 % 8 所 定义 的 由 芋 入 (Xi)! 肉 的 映射 +>JZz 是 一 
Aw XS TX 上 的 拓扑 映射 , 这 里 , JX Be ab XE XD): 的 一 个 子 集 的 相对 拓扑 . 

证 明 设 B' 是 义 ; 的 一 个 有 界 子 集 ， TEB RRB fo" E) sup [a 2") 1 
EXD 的 0 的 一 个 邻 域 ， 有 日 它 还 是 (X2)! 内 的 一 个 平衡 吸收 的 凸 闭 集 ， 因 此 . (B)'NX =B’) 
是 及 的 一 个 平衡 吸收 的 凸 集 ， 作 为 一 个 ( 左 ) 极 集 的 "CB), TEX MOST PBS, MHB) 
在 天 原来 的 拓扑 下 也 是 闭 的 ， 于 是 "(B') 二 (BNX EXHAR, AEE X H o 的 一 个 邻 
域 . 因此 , HX A CRE 内 的 映射 ->Js 是 思绪 的 ， 这 是 因为 (XY): 的 折 外 是 由 0 的 形 如 (了 ) i 
邻 域 组 成 的 基本 邻 域 系 所 确定 的 , 这 里 , B id eX! 的 有 界 集 , 

友之, 设 芯 是 瑟 的 0 的 一 个 平衡 的 凸 团 邻 域 ， 则 由 上 一 节 可 知 ， 忆 = CO， 于 是 ，VJU = IX 
NU), 另 一 方 馆 , U9 是 于 :的 一 个 有 界 集 , 这 是 因为 , EX ARE B, 总 存在 某 个 wa>>0 使 
得 ABOU, 从 而 (xB) OU", PEUN 是 (Xi》; 的 0 的 一 个 令 域 ， 因 此 ,下 的 0 的 邻 域 口 的 象 JU 
是 JX 的 0 的 一 个 邻 域 , 这 时 JX 的 拓扑 是 JX 作为 (32); 的 一 个 子 集 的 相对 拓 提 . 


8 3， 半 自 反 性 和 自 反 狂 
定义 1 设 信 是 一 个 局 部 凸 线性 厅 护 空间， 如 果 六 ,上 的 每 一 个 连续 线 借 这 卫 都 可 以 由 某 一 
个 XYEX 表示 为 


<x, 2", Ce (1) 
WX PPE AL A, Pe, X AJER, 当 且 仅 当 | | 
X wit RI). on (2) 
定义 2 eX ab — Psp, ak 
X= (X5)5, . . (3) 


则 入 称 为 自 反 的 . 

根据 上 一 闻 的 定理 2, 我 们 有 

GL 设 六 中 一 个 半 自 反 室 间 。 如 果 太 又 是 柄 空间 . 则 它 必 是 自 反 的 
'T1I8> 


命题 2 “ES EP UE D EM. 

定理 1 一个 局 部 是 线性 拓 提 空间 下 是 半 自 反 的 ， SEMS, XB HS 
在 瑟 的 弱 折 扑 下 都 是 紧 的 . 
“一 证 明 设 开 是 半 自 反 的 , 而 下 是 天 的 一 个 平衡 的 有 界 凸 闭 集 ， 于 是 ， 由 本 附录 § 1 的 定理 2 
ALS T= °C). Gy T HX WTR AS, 所 以 T? 是 XX; 的 0 的 一 个 邻 域 ， 因 此 , 由 本 附录 $1 的 定 
理工 可 知 , (TOEO 的 能 * 折 朴 下 是 紧 的 ， 于 是 , AXA AR, THT)? 在 
LX Hoss ith FRA, | 
下 而 :我 们 证 明定 EPE 1 的 完 分 性 . FERA aE. a” EX, 上 的 强 连 续 性 学 味 者 存在 
XWA RIE BIER 

i Carla”) |S 4S r EB? 都 成 立 , 这 就 是 说 , EBY. RLRE B EX I OF 
的 西 闲 集 ， 于 是 ， 根 据 定理 1 的 假设 条 件 , 8 在 了 的 弱 拓 扑 下 是 一 个 紧 集 ， 因 此 , BH Be, 这 里 
Bek BIEX MEIRA. AA Xe 是 作为 (XY;)%* 的 一 个 线性 拓扑 子 空间 而 风 入 
(ADLA, BELLA (BB =B. Aik, BATTED a” 22 BE (XL) 内 的 一 个 聚 
Ai. SER X A Fn) 内 的 映射 2-2) = ila a) or, Ce en}, Mal, wn EX ， 因 为 至 
BE ADEE, 所 以 , 象 p(B) FRA, mE (Kale), Cone) RP 
p(B), Wik Mazur 定理 可 知 ， 必 存在 一 个 点 《cu …, cn} EPO 使 得 sup| Doebai SIA 


(Zez, o>) >1, ik, Slew, CB JEE x" RETRE T CB)”. 
i i i 


定理 2 一 个 局 部 由 的 线性 拓扑 空间 XX 是 自 反 的 , 当 且 仅 当 , CE-AR AEX A 
平衡 的 有 界 同 闭 集 在 耻 的 弱 拓 扑 下 都 是 紧 集 ， 特 别 地 , DCR) ALE (RY) MARY, 

证 明 充分 性 可 由 上 面 的 命题 1 和 定理 1 得 出 来 ， 今 证 定理 2 的 第 一 个 条 件 是 必要 的 . 

设 允 是 生 的 一 个 桶 ， 我 们 要 证 明 允 能 吸收 六 的 任何 一 个 有 界 集 B， 从 而 BaP’ a>0. W 
为 B? 是 X 的 0 的 一 个 邻 域 . 所 以 T" 是 的 一 个 有 界 集 ， 根 据 本 附录 $1 的 命题 和 定理 2, 我 
们 知道 了 “Ce 由 于 假设 了 并 是 自 反 的 ， 所 以 我 们 有 T) = (O°), 从 而 有 全 = (PY. FE 
REIRA TRETE X= (XE) 的 0 的 一 个 邻 成 ， 所 以 和 是 一 个 桶 空间 ， 

根据 假设 条 件 , 平衡 的 凸 闵 集 无 =Conv( | J aB) Æ XWR EERW. E, BIM 


Conv (N) "发 示 太 的 凸 包 Conv (N) ( 见 第 一 章 81 DEXA, SY= Unk, XA aE 
B=1 


K 的 Minkowski Z., kkh, HT KEY ABSA, BD p(X) 是 了 的 一 个 范 数 ， 这 就 是 说 ， 
对 于 a>0, {a} 给 出 了 赋 范 线性 空间 了 的 一 个 基本 邻 域 系 ， 并 且 由 于 是 弱 紧 的 ， 所 以 了 是 一 
个 B- 空 间 ， 因 此 , 了 是 一 个 桶 空间 . 另 一 方面 , 因为 及 是 了 的 一 个 有 界 集 , 所 以 用 范 数 p(XY) 定 义 
的 了 的 拓扑 强 了 于 了 作为 于 的 子 集 的 相对 拓扑， 由 于 T 了 是 站 的 一 个 桶 ， 所 以 了 在 了 内 古 闭 的 内 
ETAY 在 工 内 对 于 用 范 数 PC?) 定义 的 拓扑 是 闭 的 ， 所 以 , TOY 是 B- 空 间 Y 了 的 -- 个 桶 ， 从 而 

。119 。 


TAY 是 B- 空 间 了 的 0 的 一 个 邻 域 ， 因 此 , BATRA TT POY, HARA TERET KDB. 


§4. Eberlein-Shmulyan 定理 


这 个 定理 , 鉴于 它 的 应 用 , 是 十 分 重要 的 ， 

定理 (Eberlein-Shmulyan) ”8B- 空 间 XX 是 自 反 的 , 当 且 仅 当 它 是 局 部 弱 列 紧 的 ; 这 就 是 说 
XARA, 当 且 仅 当 半 的 每 一 个 强 有 界 序列 都 含有 一 个 子 序列 , 它 弱 收 敏 于 蕊 的 某 个 元 素 ， 

为 了 证 明 此 定理 , 我 们 需要 两 个 引 理 : 

引 理 1 如 果 B- 空 间 XX 的 强 对 偶 立 :是 可 分 的 , 则 工本 身 也 是 可 分 的 。 

引 理 2 (S. Banach) B- XHAR E X 的 线性 子 空间 M E, SHRM 
ERR HIRI, 这 就 是 说 , M 是 弱 * 闭 的 , 当 且 仅 当 M' 含 有 M 的 每 一 个 强 有 界 子 集 的 所 有 弱 * 

引 理 1 就 是 第 五 党 $ 2 中 那个 已 经 证 明 过 的 引 理 ， 至 于 引 理 2， 我 们 只 需 证 明 它 的 “ 当 ? 的 
部 分 。 叙述 如 下 ， 

WEAR (E. Hille-R. S. Phillips[1) 根据 假设 条 件 ， 我 们 知道 M' 是 强 闭 的 ， 设 ay EM’. 这 
时 , 我 们 可 以 证 明 ， 对 每 一 个 满足 条 件 0<C< inf 上 xz’ 一 z01 的 常数 O, 总 存在 某 个 zoEX, lels 


1/0 使 得 
Ho, 20> 一 1 以 及 对 所 有 的 x'EM' 都 有 (ro zw'》=0. =a) 

因此 , 强 闭 集 M 必 含 有 它 的 一 切 弱 * 聚 点 . 

为 了 证 明 zo 的 存在 性 ， BUTERA BSA Ce) E, C,=C 和 limC,= 00, j&i, 存在 
HAVER S= {zEX; [zx| 三 1} 的 某 个 有 限 子 集 o 使 得 “ 

fa’ ~ary | SC, 和 SUP | (x, 2") — Cat, ao >| SO, BPR a EM". 
如 果 不 存在 这 种 cb 则 相应 于 5 的 每 一 个 有 限 子 集 o, 都 应 该 存在 一 个 EM' 使 得 
|, — xo | SC. 和 sup| <a, w,) — <a, 00 >| SC). 

我 们 用 包含 关系 来 建立 诸 集合 o 之 间 的 顺序 并 用 W' RARE (al; 0’ So} Het, BAR, 
NN, 具有 有 限 交 性 质 ， 另 一 方面 , AAM 是 有 界 So" Als. 所 以 由 本 附录 $1 定理 1 的 系 , 可 以 肯 
定 集合 
Mo = {x EM’; |x" hah 
E RR, 央 此 , 对 于 C = Ce-+ fly EN, S My, ATERA x ENN, GU AIK sup <a, 
xy > 一 《2， zO L&C, Mita at 一 20 Isc, ante eH tE 0<C < inf dle 一 -£o HEFJA. 

MAA, TETOU MARIEN ELES WATE RIERA 

pie ISO A up 1) (z, aol SC, (G =1, 2, +, k—1) 


V EM.. 
. 20» 


由 于 lim 0;= co, 所 以 我 们 看 出 , 如 果 对 所 有 的 zxE(C/Ci) o;(J=1, 2, ) BA 

| <a, 1 一 《2 zI, 
则 xz'€E2M'， 设 {zn} 是 一 个 序列 , 它 依次 从 集合 (C/07))o0;(j==1, 2,…) 取出 自己 的 元 素 zx 因此 ， 
lim 二 0 从 而 工 (2 ) = {Eney 是 对 到 B- 空 间 (eco) 内 的 一 个 有 界线 性 变换 ， 我 们 知道 ， 点 


Ken ENYE CO 到 线性 子 空间 LC’) 的 距离 OC. AL, 由 第 四 章 $6 定理 3 的 系 可 知 , 存在 某 
个 连续 线性 泛 函 {a,}E (co)'= (DP) 


la 二 六 la L10, Salen a) =1 并 且 
n=1 n=1 


HPA EM’ 都 有 D lan (ea, 2) =0. 


neal 


显然 , 元 素 zo= D> on IE AR PRCA). 


BO ikea’, wo) = F(a’) the ME B- 23 Ie) X Woe Ss aX’ Eie HEE. mE NCP) 
=N (xo) = (2'EX'5 F(a’) = 二 0) 是 弱 * 闭 的 , 则 存在 某 个 元 素 TEX EA 
F(a’) =<, 2) =a, w > 对 所 有 的 zx CX’ 都 成 立 . (2) 
证 明 RMIT NCP) 和 否则 ， 我 们 可 以 就 取 m=0. 设 x5EX' 且 下 (x5) 二 1， 由 
前 面 的 引 理 2 的 (1) 式 可 知 , 存在 某 个 woEX 使 得 
《xzo to) =1 且 对 所 有 的 w'EN (F) BA <2, 2) =0. - (3) 
因此 , H ESA — 7S a EX’, EA 
a’ —F (a')ay =y'EX' 
都 满足 五 (y ) =0, 亦 即 y EN (F). MHC), 我 们 就 得 到 (2). 
定理 的 证 明 “ 仅 当 ”部 分 ， 令 {z} 是 下 的 一 个 满足 Ie, [= 1 的 序列 ， 由 {zs} 生 成 的 子 空间 
的 强 团 包 XX 是 一 个 可 分 的 8- 空间 ， 因 为 X 是 五 -空间 ， 所 以 它 是 一 个 桶 空 间 ， 我 们 要 证 明 
Xo 是 自 反 的 . Xo 的 任何 强 有 界 闭 集 Bo, 也 是 下 的 一 个 强 有 界 闭 集 , 因此 ， 由 马 的 自 反 性 可 知 ， 
Bo 在 XX 的 弱 拓 扑 下 是 紧 的 ,但 由 于 ,是 对 的 一 个 强 线性 闭 子 空间 ， 所 以 X EX We 
是 闲 的 ( 见 第 四 章 $ 6 的 定理 3)， 于 是 Bo TE Xo 的 弱 拓 扑 下 是 紧 的 ， 因 此 , 由 上 --- 池 的 定理 2 可 
知 , Xo 是 自 反 的 .所 以 我 们 有 X= (X0) 根据 前 面 的 引 理 1, (Xo)' 还 是 可 分 的 ， 设 {z HE 
(Xo) 内 是 强 稠 密 的 . 这 时 , Xo 的 能 拓扑 可 以 用 可 数 个 半 范 数 (2) = | <a, 2.) | (m =1, 2,…) 的 
序列 来 定义 ， 于 是 容易 看 出 ， 在 Xo 的 弱 拓 扑 下 的 紧 序 列 tz, HE X 和 开 内 都 是 弱 列 紧 的 ， 我 们 
\ 需 选 出 (2,} 的 一 个 子 序 列 人 x11}, 使 得 对 于 om =1,2, …， lim<tq/, zm> 都 存在 且 为 有 限 的 
"HERD. RMEXH—-P ARR, 又 设 用 的 每 一 个 无 穷 序列 都 含有 一 个 子 序列 , 它 弱 收 
黎 于 并 的 一 个 元 素 ， 我 们 只 须 证 明 , EX ass TF, MAX AMMAMEXAESB EH. Boy 
这 时 , 由 上 一 节 的 定理 2 可 知 , AAA XE ARH. 
因为 XS (Xie PA RMAM=M YX», 这 里 , MEME) 的 弱 * 拓 扑 下 的 闲 包 . + 
. 12] - 


S, 是 ;的 球 , KERA r> 而 球 心 在 0， 由 于 有 对 应 关系 
Mame(a', m); be ISIE HI 这 里 
x'E SI 
Tyr = {25 |z] &sup | <2", m)l}, 
HAM TAS PARTY Le 的 某 个 闲 子 集 ， 由 Tychonov za, T To 是 紧 的 , 从 
MMEA 的 弱 * 拓 扑 下 是 紧 的 ， 因 此 ， 我 们 只 需要 证 明 并 SX。 

SEX 是 集合 MEX) 的 弱 * 拓 扑 下 的 一 个 京 点 ， 为 了 证 明 x4EX。, RIKERE 
HRA N@= {r EX’; 《zzg > 一 0} 是 弱 * 闲 的 。 这 是 因为 , 由 上 面 的 系 可 知 , PERA CX E 
得 对 所 有 的 > EX 都 有 <x', eg) = (ao, 2 >》， 我 们 首先 来 证 明 

HX 的 每 一 个 有 限 集 ri, eh …, 72% 都 存在 一 个 
2EM (RE <a wo = <2, 205) (J=1, 2, n). (A) 
iE, AA n BA MHR AY, 所 以 存在 某 个 元 素 EM 使 得 
[Com 2% — <a, 28> Slm (J=1, 2, =, n). 
EHR RIFTA 2) FETE A EPPS, MC OPTIC CX, AM 的 序列 弱 闭 包 是 含 
于 放 内 的 , 所 以 zE 末 于 是 我 们 就 得 出 了 (4)， 

现在 由 引 理 2 可 知 , 如 果 对 每 一 个 之 0, BRA N (ed) 1S; 都 是 弱 * 闲 的 , 则 WW (x8) 也 是 弱 * 闭 
i, 2 yb SF Nd) nsSi 的 弱 * 闲 包 内 ， 我 们 须 证 WEN Cg SL WILE, RATER e>0 
并 这 样 来 作出 三 个 序列 {zw) 王 站、 (zy 三 Fly SN (as) Si: 利用 (4)， 我 们 可 以 选 出 一 个 
ZEM WER, y= y >» A 2, 含 于 M SB aps, 所 以 存在 某 个 miEM 使 得 | 人 zy 人 一 
《z4 gole RA yo EF Nah) NAS 的 弱 * 闲 包 内 , 所 以 存在 某 个 EN (at) NSL 使 得 e, 
奶 》 一 《v1,y8》| 三 e/4， 重 复 这 一 推理 并 联想 到 (4)， 我 们 就 得 到 {zs} 三 下、{zw} 宇 MM 和 (9) 全 
N (28) nsi 使 得 

(<%1, 30 一 《gg0 20>， 


Zn Ym = Yn 0) =O (m=1, 2, =, n—1), 


| zw Ym? 一 《so Ym |Se/4 (m=0, 1, :89 一 1)， 9 
[gi, Yn) —<@i, y E4 (一 1 2, en). 
于 是 我 们 有 
[Cg0, w09 — CE; gs) |Se/Ate/4=e/2 (6=1, 2, n). (6) 


因为 {xs} 三 村, 所 以 {%) 必 含有 某 个 子 序列 , 它 弱 收 敏 于 某 个 元 素 zxE 形 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 

假设 序列 tz 小 本 身 弱 收敛 于 eM. FERGA, e, yw》| 三 e/4， h w-lim zn 一 zx 和 第 五 章 

$1 的 Mazur 定理 2 可知 , 存在 其 个 凸 组 合 u= Sia (a0, Sa 1 使 得 jz-- 可 三 e14 A 
{=1 


foi 
此 , 由 (6) 可 得 
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| Cya, ro — <u, yg) | ED asyo, 00) 一 (zh Yn | Ee/2, 
j=1 


从 而 有 
1< yo, 20> |E | Yo, wo — <u, Yn) | + | Cu, gn)— Cr, Ya | HIE, yn >| 
至 ?/2 十 jw 一 四 yj 十 e/4 友 8， 

由 于 是 任意 的 , 所 以 有 《yo, tor =0 从 而 EN (wo). HAS 是 弱 * 闭 集 这 个 事实 ， 我 们 就 最 终 
得 出 了 yoEN (ao) A Si. 

注 关于 好 -空间 中 的 能 拓扑 和 对 偶 性 这 方面 的 内 容 ， 有 大 量 的 参考 文献 。 例如 ， 可 以 参看 
N. Dunford-J. Schwartz[1]. AE Sty $1, § 2m § 3 取材 于 N. Bourbaki[1]#1 A. Grothen- 
dieck[ 1], 并 作 了 适当 的 修改 . 值得 注意 的 是 ， 在 Eberlein[1]-Shmulyan[1] 得 出 上 述 定理 时 ， 
其 证 明 中 所 用 到 的 那些 必要 的 工具 , PA S. Banach 的 书 [1] 中 就 以 这 种 或 那 种 形式 出 现 过 ， 
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第 六 音 Fourier 变换 和 微分 方程 


Fourier 变换 是 二 典 分 析 和 现代 分 析 的 最 有 效 的 工具 之 一 ， 它 的 应 用 范围 , 由 于 S.L. Sobo- 
lev[1] 和 工 . Schwartz[1] 引 入 了 广义 函数 的 概念 ， 近 年 来 已 经 梳 人 地 扩大 了 ， 随 后 ，L. Ehren- 
preis, B. Malgrange 而 特别 是 L. Hörmander [6] 更 进一步 把 它 成 功 地 应 用 于 线性 偏 微 分 方程 
论 之 中 。 


§ 1.， 速 降 函数 的 Fourier 变换 
定义 1 RMM SCR") 表示 这 种 函数 了 的 全 体 , MECRY 且 革 于 非 负 整数 cy 和 Bs 所 成 
的 每 一 个 g= (ai， Aa, t, Gn) 和 B= (Bi, Bz, ore, Be) SiR 
sup |xD'f(t)|<co (a= HED? (1) 
i FI UCM Wk (LE co 邻近 ) 是 速 降 的 . 
例 exp( 一 1z1”) 和 函数 E09(R") 都 是 速 降 的 . 
ge l ÆSA”) 中 引入 了 函数 的 和 以 及 函数 同 复数 的 乘法 的 代数 运算 并 且 还 引入 了 用 下 
述 形 式 的 半 范 数 族 
PP) =sup1P(z)D"f(z)|， 共 中 P(z) 表 示 多 项 式 ， (2) 
确定 的 拓 四 之 后 , SRY) 就 成 了 一 个 局 部 凸 的 线性 拓扑 空间 、 
命题 2 E(E% 在 具有 多 项 式 系 数 的 线性 偏 微分 算 子 的 作用 下 是 封闭 的 . 
命题 3 对 于 SRY) MHRI, CON) SRY) 的 一 个 稠密 子 集 ， 
证 明 邻 fESS(CR")， 而 选取 (XY)ECY (BR") 使 得 当 |z| 三 1 时 , (x)=1， 于 是 对 任何 e>0, 
.7) 二 (YW Cex) ECE (R). 利用 关于 即 数 乘积 的 微分 的 Leibniz 公式 , 我 们 看 出 
D(f (2)—f7)) =D"{f(7) (p (ex) -1)} 


D'RE) (HDO o hAl +1 yl = laly] >o, 
URERH DFE) (ec) 一 1) 的 项 的 有 限 线性 组 合 ， 因 此 容易 看 出 当 ey0 时 ,在 SR) 的 拓 
IF, FAF fC), 

定义 2 对 任何 一 个 FESR"), 我 们 定义 它 的 Fourier 变换 了 为 


FE = aef ee fg, (3) 


其 中 é= (1 bo, vey PN (£, Tay tt, Ln), <£, T> = D éjet; 和 dx =d dE, dr. 我 们 把 gE 
j=1 
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G(R") 的 道 Fourier 变换 § 定义 为 
G(x) = (2m "en ga. (4) 
命题 4，Fourier 变换 : fos 把 马 (R) 线 性 连续 地 映 和 人 SR) A, i Fourier BM: gg 
HE SR) 线性 连续 地 映 人 入 多 CR 内， 
证 明 在 积分 号 下 形式 地 微分 , 我 们 得 到 
l Dg) = (2a) e= ee (— i)i tz fira. (5) 
这 里 , 作 形 式微 分 是 容许 的 , AARE), RAWI E 是 一 臻 收敛 的 ， 因 此 JER. KI 
地 , 利用 分 部 积分 , 我 们 得 到 
OPERE = Bay em DSCs, (6) 
因此 , 我 们 有 
Ci) PDF (E) = (2a) e= DeGerfz))am (7) 
而 (7) 就 证 明了 映射 了 ->f 在 人 S(BR") 的 拓扑 下 是 连续 的 . 
定理 1 (Fourier 积分 定理 ) 下 面 的 Fourier 反 演 定理 成 立 : 


F= (ny? [e 0 FOdE= f(z), (8) 
亦 即 我 们 有 
f=f. 而 类 位 地 , 我 们 有 了 一 了 0 
因此 容易 看 出 , Fourier 变换 双方 线性 连续 地 把 SRRA SRY 上 ， 而 道 Fourier 变换 给 出 了 
Fourier 变换 的 道 映 射 . 
证 明 我 们 有 
[OD ras = [9 fray F M ESR). (9) 
事实 上 , 左 端 等 


Jace] earn je ie fidye sae = (ea) {eer a fay 
| =|§y—a)f@dy= fo) fe+a)dy. 
UF e>0, WRRTHE gE BW gE), M 
(2m) tfe 6 g (eb )dE = (On) e= [g (aze emda =e-*Gy/e), 
于 是 根据 (9), 得 | 
[edie e eae = 90) f(r+ ey)dy. 


按照 FF. Riesz 的 作法 , 我 们 取 g(r )=e 8"? 并 令 ey0， 于 是 得 到 
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9 (0) PE e dE = f(a) [idy 
因为 9(0) =1, 并 且 根据 众所周知 的 事实 : 


(22) nal entsivaget 69,2? dar 一 e`! ni2 
(2a) emia dz=1, 


IRER |g (y)dy= 2a)", 从 而 (8) 得 证 ， 
$ 为 了 完满 起 见 , 我 们 还 是 给 出 (10) 的 证 明 ， BRA 
Qa) =ef e~t 2e it dt mean) vel! ented, 
令 u>0, 并 对 z= t+ iu hA apk eo? WAAR 
-一 一 一 ”一 一 一 一 一 一 一 > 一 一 一 一 一 
LAA AAkiu. Abin, Aiu 和 AF iu —A 
所 组 成 的 曲线 , 按 上 述 次 序 进行 积分 ， 根 据 Cauchy 积分 定理 , 该 积分 等 于 零 . 因此 
Qa)" e7 +i gy 
a 0 u , 
= (27) al edt + (22) -| em du. 
当 4->co 时 , 右 端的 第 二 项 和 第 三 项 趋 于 0, 从 而 由 (107) 可 知 


Cz) e`" 2e itu de = et! (2m) | e M2 dt =e 2, 


(10) 


(10 ) 


于 是 我 们 对 n=1 的 情形 证 明了 (10)， 这 时 要 证 明 一 般 的 情形 是 容易 的 ， 办 法 是 把 它 转化 为 


名 一 工 的 情形 . 
系 (Parseval RAK) RNA 


[F©o@ae=[fcergarae, 
|f 38 a8= Faioan 


AN n So, 
(fxg) = nfi 和 (20)? (fF -g) = fsg, 
其 中 , BPR fog 的 定义 是 


Fn) @) = {fo 9 Way= [gf (dy. 


(11) 


(12) 
(13) 


(14) 


证 明 在 (9) 中 ， 令 x=0 就 得 出 了 (11)， 只 要 注意 到 5 的 Fourier 变换 是 六 就 可 以 从 (11) 


得 出 (12)， 其 次 , 我 们 指出 


(2a) "| (fag) (zen! da = (2a) foeter 站 rc-pe- “evade lay 


= (2x)'/:f (8) 9 8). 


(15) 


由 于 全 (BR") 内 的 函数 了 和 的 乘积 六 9 仍 是 名 (B") 内 的 函数 , 所 以 ， 我 们 知道 (15) 的 右 端 属 于 
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G(R"). ABAN, S (BR") 内 的 两 个 函数 的 卷 积 fxg 也 属于 S R. 因此， 我 们 就 证 明了 (13) 
的 第 一 个 公式 ， 第 二 个 公式 可 以 利用 类 似 于 (9) 式 的 证 明 方 法 由 (15) 了 予以 证 明 . 
定理 2 (Poisson 求 和 公式 ) 设 pCO (R), Mik JES (A) Æ p hy Fourier 变换 ， 则 我 们 有 


D>) plan) = > on). (16) 
证 明 令 f(z)= Sp (@+2an). 根据 p(x) 在 ce 邻近 是 速 降 的 这 一 事实 可 以 证 明 ， 此 级 
Bete Hes, CC” 以 及 f(z 十 27z) =FGz)， 特 别 地 ，(16) 的 两 端 都 是 收敛 的 。 我 们 只 需 证 明 二 者 


相等 ， 
ICRF L'O, 2) 的 完全 标准 正 交 系 {((2r) e; 8 一 0, +1, £2, ++} Fourier 系数 
C, 为 
c= (22)? N f(a)e"'*da= >) (ax)? 人 p(t+2rn) eit dg 
T+1 


=E Gn) | p(aye#* de=90). 


=- 


因此 , 由 FEL? (0, 20) 可 知 , 有 
{= SI ele +2an) = Lim. Dime, 


和 二 -地 k=—$ 


然而 , 因为 AES R, 所 以 级 数 二 Skee? 绝对 收敛 ， 因 此 


k=- 
5 p(a+2an) = 5 $(k) e'*, 
n=-0oo 正三 一 co 


令 z=0, 我 们 就 得 到 (16)。 
例 ”由 (10), 我 们 有 


Co e~t eit de= (ny) PaT seal / ZF (2¢) 71? ay 一 (28) eH se t>0. 


利用 (16), 我 们 就 得 到 所 谓 8 - 公式; 


So etn cs ST (2b et gS, (17) 


n=- n=- 


§2. 2h Fourier 变换 
定义 1 定义 在 SCR) EHNE Se REA THe (R" 内 的 ) 一 个 缓和 分 布 . 缓和 分 
HARI at G(R")! 来 表示 .作为 SR”) 的 对 偶 空 间 , S CR")! 是 一 个 关于 强 对 偶 拓扑 而 言 的 局 
部 曲线 性 拓 亲 空间 . 
命题 ] HACER) 作为 一 个 抽象 集合 是 包含 在 SCR") AW, RAAD (R 内 的 拓扑 强 
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于 S(B9 内 前 拓扑 ,所 以 一 个 缓和 分 布 在 C8 (RY) 上 的 限制 是 到 内 的 一 个 分 布 . 两 个 不 同 的 组 
和 分 布 在 C8(B") 上 的 限制 确定 R 内 的 两 个 不 同 的 分 布 ， 这 是 因为 对 于 SR) 的 拓扑 而 言 ， 
CROESOR REAR, MMA ESR 的 分 布 , 当 它 在 COR) LAER, 它 必定 也 在 
SR) LAS, PA 


S(R")'SD(R")'. (1) 
Gl BR 内 具有 紧 支 集 的 分 布 必定 属于 SCR"). BY 
G(R")'SS(R")'. (2) 


例 2 一 个 -有限 且 在 R" 的 Baire 集 系 上 是 0- 可 加 的 非 负 测度 u (da) 称 为 一 个 组 增 测 
RE, MRA FEMEN k A 
| ,14171 +u dr) <c. (3) 


这 样 的 一 个 测度 4 确定 了 一 个 缓和 分 布 
7,(9) =| ,Pen (ae), pES R”). (4) 


事实 上 , 由 条 件 pES(R8") 可知 , 对 于 充分 大 的 |z1, 我 们 有 9p(7)=0((1+1z1”) 7". 
例 3 作为 例 2 的 一 个 特殊 情形 ,任何 一 个 函数 ICL? R), p=, 均 确定 了 一 个 缓和 分 布 


P(e) =| pC) zd, pCS (R*). (4') 
一 个 feL? (8") 能 产生 一 个 缓 增 测度 u (de) = |j(z)jdr， 要 证 实 这 一 点 ， 只 须 把 Holder 不 等 式 
应 用 于 
| 121) Fla) 1a. 


定义 2 PAB FEC” CR") A fit CLE co 邻近 ) 是 缓 增 的 ， 如 果 对 于 任何 阶 的 微分 运算 D, 都 存 
FERC TART EBON BEF 
Jim [e| |D?f(2)| =0. (5) 


绥 增 函数 的 全 体 用 Dy (R") 来 表示 ， 在 全 y (8") 中 引入 了 函数 的 和 、 函 数 同 复数 的 乘积 的 代数 
运算 以 及 由 下 述 形式 的 半 芳 数 族 
PCF) =Ps,v4 Cf) =sup|h(z)D’f(z)], JED y (R°) ' (6) 


MEZE, Du (Rs) 就 成 为 一 个 局 部 凸 的 线性 拓扑 空间 ， 这 里 ， (6) 中 的 MKz) 是 任何 一 个 
ES (R") 函数 , 而 Di 是 任何 阶 的 微分 运算 ， 利 用 关于 函数 乘积 的 微分 的 Leibniz AK, AWG 
出 ， 对 于 每 一 个 fEDx AE MODIS CR) 从 而 puoi( 有 是 有 限 的 ， 此 外 , 如 果 对 于 
所 有 的 ACS (A) Al DI BWA py. A) =0, 则 f(z) 三 0; 其实, 这 可 以 用 选取 D=I HEDRE 
出 来 . 

命题 2 对 于 Dw (B") 的 拓扑 来 说 , CF (RYE Oy (LY) AVE BBO, 

证 明 4 fCDy(R), JERE YCCT (8) 使 得 当 |z| 三 1 时 , y(z)=1， 于 是 对 任何 >0 都 
有 f(z)=f(7)y (ex)ECF(R")， 同 在 第 六 章 $ 1 的 命题 3 中 一 样 , 容易 证 明 , 当 ey0 时 , f.(z) 在 
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~ a (RORI UY fC). | 
命题 3 任何 一 个 函数 SEE (8") 都 确定 了 一 个 缓和 分 布 


Tsp) 一 | ,frp ds, ESR). (7) 
定义 3 同 在 ?内 的 分 布 的 情形 一 样 , 我 们 可 以 把 缓和 分 布 T 的 广义 导数 定义 为 
DIT (p) =(—1)' TDip), eCS(R"), (8) 


EA SR") A SR 内 的 映射 p(z)->Dip(z)， 在 G(B9 的 拓扑 下 ， 是 线性 连续 的 我 
们 也 可 以 把 函数 FED y (RY) 与 分 布 TES (R) 的 乘法 定义 为 

GT) (9) =T GP), ES(R"), (9) 
ZERA S (RASE WRH 9x) >S pa), 在 号 (R") 的 拓扑 下 ,是 线性 连续 的 . 


43 04} 45H) Fourier 变换 
定义 4 KHA SREI ORY EORI ple) > B(x), ESR”) HORDE, ERPE, 
所 以 我 们 可 以 把 缓和 分 布 甸 的 Fourier 变换 全 定 义 为 由 下 面 等 式 所 了 确定 的 缓和 分 布 多 即 
Pip) =T), pES (RK). (10) 
fill we FEL (R), Ml | 
Py= Ty, Soo Fe)= Ca) "a| e eP fd, (11) 


事实 上 , REE AH) =| AON a fo) 8s? pale 中 交换 积分 
次 序 就 可 以 看 出 (11) 是 正确 的 . 

注 在 上 述 意义 下 , 缓和 分 布 的 Fourier 变换 是 通常 函数 的 Fourier 变换 的 推广 , 

侠 题 4 如 果 我 们 定义 


f(a)=f(—2), (12) 
刘 前 面 的 $1 中 的 Fourier 积分 定理 可 以 表示 为 
f=f, FESR. 03) 
R 1 (Fourier 积分 定理 ) Fourier 积分 定理 推广 到 缓和 分 布 的 情 情形 是 这 样 的 : 
T= T, 其 中 T(9) = T(¢). (14) 


特别 地 , Fourier 变换 T> T HE S(R*)’ eee nw HY SY SCR)’ E, 
证 明 ”由 定义 可 知 
Tip) =P) =T(%) =P) 对 一 切 PES (RY RIL, | 
系 2 Fourier ie ToT UR EAM wh, UT SR)’ 的 弱 * 拓 扑 而 言 , BSR) 到 
G(R") 上 的 连续 线性 变换 : 
[对 有 的 9ES(R") 者 有 lim 7T,(9) =T) Vk 
对 所 有 的 wES(R") 都 有 lim f, Cp) = Êo). 
这 里 ,映射 了 > 分 的 递 映 射 是 用 下 面 给 出 的 逆 Fourier 变换 T-T a S Ao, BN 


(15) 
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T(p)=T(P), pES(R"). (10’) 


fii 2 
7, = (20) "T, P, = (2a) "Ta (16) 


证 明 人 P(g) =.) =$(0) = (21) ™? | „1P 0dy= (21) "T, (p), 
pt m =P, =P= (22) Py 


(OT /ax;) = inj, (17) 
GET) =: —(9P/32;). (18) 


证 明 RUSE ACS 1 的 (5), 我 们 有 
(9F 1/273) (p) = (ET /ex;) ($) = 一 在 (313zj) = 一 下 (一 这 ip(2)) 
-T injp) = Cir) (p). 
EHER S1 1 的 (6) 可 知 
(ix iP) (p) = (iajT) ($) =T (ia) =T (ag/ as dx ;3) = 7 (dp /dax;) 
= — (IÎ/dx;) (p). 

Plancherel 定理 “如果 JEL (R"), Wi Ts 的 Fourier 变换 Ty 可 以 用 某 一 个 函数 fE LR") 

给 出 , Je HH 


P,=T3, 而 ELR”), (19) 
Le 
Wi=({_.@ lazy" =(f 1f@ ide)" = (20) 
证 明 ”利用 Schwarz 不 等 式 可 得 
OROIN OLOLA T GD 


(iA Bley ECO = lpi 是 在 前 一 节 的 (12) 中 证 明 过 的 ， 因 此 , 根据 Hilbert 空间 LR”) 中 的 
F. Riesz 表示 定理 , 存在 唯一 确定 的 JEL (R") 使 得 
P(g) = | ,Pp(z)j(z)dz==T7(p), 这 就 是 说 


(23) 
tb eee) 都 有 | feeds 一 | ,f(a) Mode. 


Heh, 有 于 在 天 (的 拓扑 下 ， boa 1? (R") 内 是 稠密 的 , 所 以 由 (21) 和 (22) of a, FST SL 


因此 , 我 们 有 HEHE fl， 男 一 方面 , 由 (13) 和 (22) 可 知 
| f@ ee) te = (feo oa fC nen 对 一 切 PCS (RY) 都 成 立 ; 这 就 是 说 ， 
POf) =f) ae. (23) 


KEII = FI 下 结合 着 EAs 于 是 我 们 号 得 到 了 (20) . 
定义 5 上面 所 得 出 的 fC CL? CR") REMY eR Be f(z ELR”) 的 Fourier 变换 ， 
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Rl 对 于 任何 一 个 JEL (R) At 


f= i m. CD | ef dy, (24) 
证 明 今 
Ofe) Hirik, 
noT ， 当 jz| 之 时 ， 


Flimi fifi 0. 从 而 由 (20) 可 知 him | fs f= 0, 这 就 是 说 , 2) =1. i. m. fie) a. ©. ,然而 ， 
由 (22) af 
[how | Arce r= ae 人 ee 人 同人 
交换 积分 次 序 后 , 它 等 于 
| (27) 7“ Ween?” En fade boy) dy, 


因为 由 Schwarz AERA, S(t) 在 lol Sh LETA H, BELL A(t)= 2a) e| 
eM Fy) dy a.e., 从 而 我 们 得 到 (24). 
系 2 Fourier 变换 fof 把 L (RY 一 一 对 应 地 映射 到 LR E, HE 
(Jf,9) = FD HRAN T, JEL RRR. (25) 
证 明 & Fourier 变换 f->f 一样, 由 下 式 确定 的 逆 Fourier 变换 ff. 
Ja) li m. aef ESPI (26) 


[vis 
LRA LRA, ER AITI= 1ST. Pe. RAR Fourier 变换 fof 把 (RR") 一 一 
对 应 地 映 到 ACR) LAI I= Ifi ok, 利用 Fourier 变换 的 线性 性 质 以 及 
(a, y) =4 (lat yl? Jog]? +414 at ig}?@—fa—igP), 
我 们 就 可 以 得 出 (25)， 
Fourier 变换 的 Pars2val 定理 今 f1(7) 和 天 (7) 都 属于 蕊 (RBR")， 又 令 它们 的 Fourier 变 
换 分 别 是 有 (ww) 和 (ww)， 出 


OTROL NAC A (27) 


Irizà 


从 而 有 
| .8 (fae du=| fi (y) fo (@—y)dy. (28) 

因此 , WSR Aim), fo (wR fir (eu) fe (a) MEF LR"), WF, (ee) fo) Be 
QD fF (ody (29) 


的 Fourier 变换 ， 这 个 结论 , 当 条 件 改 为 有 (7)、fo(z) 以 及 (29) 都 属于 LR, LEERY, 
证 明 容易 看 出 
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(any Fr(aaje ds =f, (w), 
从 而 利用 (26) 可 得 (27)， 其 次 因为 fe @— 9) EH y HBR, H Fourier 变换 是 含有 参数 zx 的 
fe (ue “>, ELL py (25) B74 (28), 1h (28) 和 ?= 了 显然 可 得 出 定理 的 其 余 结 论 . 
负 范 数 Sobolev AR We (O EEEE S 给 出 过 定义 的 ， 令 EWR, 因为 1(z) 
ELR), WML SAHT R 内 的 一 个 缓 增 测度 |f(z)1dz， 因 此 我 们 可 以 定义 缓和 分 布 Ti 的 
Fourier 变换 Ty. 由 (17) 可 得 


DP, = G) Tat. 
了 一 人 
从 室 间 WER") 的 定义 可 知 ， 对 于 |a| Sk 有 DT ELR), ie, AAAF LR) 的 Plan- 
cherel 定理 可 得 
AN 
IDT lo= ID Plo HR AGT l HE 性 (RD - 范 数 . 
A | 1/2 
由 此 , 我 们 看 见 (IE 十 jzj9 OPEL R, 从 而 安 易 证 明 ， ouith=( > f.. phde) 在 下 


(alak 
述 意义 下 等 价 于 范 数 
(a+r = ifi, (80) 

即 存在 两 个 正 的 常数 c 和 c。， 使 得 

<Ifl Nfl, Se. 对 每 一 个 FCW! (RY) BRI, 
因此 ， 我 们 可 以 重新 赋予 空间 WR) RFs et, WR Ae MR FS 
(E, 即 FEL (RO IF ANSI, BAP, Whe CR) 的 这 种 新 的 说 法 ， 其 优点 之 一 是 使 得 我 们 还 可 以 
考虑 负 指数 天 的 情形 ， 于 是 ， 同 LRAT RA Ay Lebesgue 测度 dz 的 情形 一 样 ， 我 们 看 见 重 
新 赋 范 后 的 空间 WRO 的 对 偶 空 间 是 以 | 用 /作为 范 数 的 空间 WR), oe BALE A E 
L. Schwartz[5], 它 比 P.Lax[2J 引 入 负 范 数 的 时 期 还 要 稍微 旱 一 点 . 


83. 卷 R 
对 于 CORY 的 两 个 函数 了 和 9， 黄 中 之 一 具有 紧 支 集 ， 我 们 定义 其 郑 积 ( 袜 积 ) 为 (参看 第 六 
RES IAF S, JES M HORE) 


PDO=| feng =| ,fg Day= (f(z). (GD 
受到 此 公式 的 启发 , OTB TEDY 和 PED) (或 TEE(R")' 和 EC(R")) 的 卷 积 定义 为 
Trp) (7)=Tin (p(s—D), (2) 


这 里 , Ty 表示 我 们 的 分 布 卫 的 检验 函数 是 y 的 函数 . 
命题 1 (Txp)(z)EO™(R") 并 且 supp(T+) Csupp(T) +supp(p), 这 就 是 说 
supp (PT*p)G(wER"; w=a+y, xEsupp (T), yEsupp (9)}. 
此 外 , 我 们 还 有 
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D* (Tap) = T+ (Dp) 一 (De7)*p， (3) 
证 明 F PCD (KEER), MA lim at=az, MEH y HEAR, EDR) 内 《或 在 


E(B) A) # lim o@'—y) = (2-9), Fik, Ton (PY) = (Prp)(z) 对 于 z 是 连续 的 ， 至 于 


支 集 的 包含 关系 可 用 下 述 事实 来 证 明 : 当 了 的 支 集 同 了 的 函数 p(x 一 y) 的 支 集 不 相交 了 时， 
Tin(p(e—y)) =0, TH, 4 ej 是 Rr 沿 X; 轴 的 单位 向 量 并 考虑 表示 式 
T iy ((p (r+he;—y) —o(x—y)) /h). 


当 h->0 时 , HALAS EJ AER, TE DOD A CRE EROPA F(E 2 (ae— D. T 
是 , 我 们 就 证 明了 7 
Fey (Tew) 2) = (TFL \ 2), 
此 外 , 我 们 还 有 
(TEND T(E Ee lew) = (Zee Ja). 


命题 2 ARG Aid 1. DRA, IEA TED RY’ Ck PCE (RY), PEDWAR TEC (R'), 
则 


(Tp) p= Tx (pap). (4) 
证 明 ”我们 用 Riemann 和 
fiz) =k" Dip (a— kh) p (kh) 
FUE AL) Bh Be AS PR Be (pe) (2), Hoh, A> m k Bee R 中 有 具有 整数 坐标 的 点 ， 这 时 ， 对 于 每 个 微 
分 运算 D Riva PM wo 组 成 的 紧 集 ， 
D far) =k" D D'e (a — kh) p (kh) 


MALO 时 都 对 Bei Bf Dpp) (2) = (D* (pep) a), TERMAR, DAY ARE 
CR) A), fi limf, =pep, MEA, Wha TAPE AEE, 我 们 有 


(P+ (pay) Cr) = lim (Tf) (2) = lim hD (Tp) (a—kh) p (kh) = (Psp) +p) (2). 


EM EPCI LAGOA] .pte=1 A supp (PSHE; Jel <1), ld, 我 们 可 以 
作 
g) ~exp(/(Jel/?—1))/[ exp / (2)? 1))da, SUR 2] <5 
=0, MVR |r] 21. 
记 e "p(x/e) Ap (2), Hahi e>0, JHE Tap, Mik TEDY  CER)') hit p,(z) 实 现 
的 正则 化 (参看 第 一 训 § 1), 
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定理 1 设 TED(RY (Œ E(R")'), ME DR) MECH’) H So" ati TE, A lim 


(T+p,)=T, FESR LP, p. 叫做 一 个 近似 单位 , 

为 了 证 明 这 个 定理 , 我 们 需要 用 到 

引 理 ”对 于 任何 一 个 YE 号 RD GR CER), TE DCR A RTE ERAK), BA limp +9, 
=, 

证 明 首先 , 我 们 注意 到 supp(y+—.) supply) +supp(p,) =supp(p) +e, W), BN 
H Dsp.) = (Dp) sp., AlE, RIE KIER, 在 zx 的 任 一 紧 集 上 ， lim (rp) (7)=¥(7) Be 


地 成 立 ， 然 而 , 由 二 |p,(y)dy 一 1 从 而 有 
Grp) (2)—p(7) = | p, E-a) o, dy. 
所 以 , 根据 7.(z) 大 0, | 9.)Gy 一 1 以 及 Wz) 在 x 的 任 一 紧 区 间 上 的 一 至 连续 性 ， 我 们 就 得 


到 了 引 理 . 

定理 ] 的 证 明 由 于 (7) 一 (一 xz), 所 以 有 

TH) = (TY) (0). (5) 
因此 ， 我 们 二 要 证 可 Liew (Cag) #8) (0) ~ (Ps #) 0), Hii, ECAP M EL Pep, ) 4h = 
Pipay), Habit (BY WR CP Cey) (0) Tep, AE, ROSIE, IRA BI 
tim (pap) O PC = PH), 

下 而 我们 要 证 明 一 个 定理 , eI PRBS WN MR, 

定理 2 (L. Schwartz) 设 工 是 由 全 (RD 入 EC 内 的 一 个 连续 的 线性 映射, 使 得 

Zrmyp 二 me 对 任何 hER" Al pCD(R) 者 成立， (6) 
其 中 , ABW ry 的 定义 为 

TP(T) -=Pp(Z 一 各， (7) 
这 时 , 存在 唯一 确定 的 TED (RY! 使 得 Lp=Txp， 反 之 ， 对 于 任何 一 个 PED(CR")' 都 可 以 通过 
Lp 到 xg 米 定 义 一 个 由 全 (RD) 入 G(R) 内 的 连续 线性 映射 五 朋 工 还 满 是 C6) 

证 明 央 为 93 亲 是 匀 (R") 到 人 D(R") 上 的 一 个 连续 线性 映射 , ELLER HEB EP: yp) 
定义 了 一 个 分 布 TET(R")'， 于 是 由 (5) Wat, (Le) (0) TH) = (xp)(0)， 如 果 我 们 用 re 
{CH p 并 利用 条 件 (6), 则 我 们 得 到 CLp) A) = (Pap) (有 六， 定理 2 的 < 反之 " 那 部 分 ， 可 以 用 (2)、 
命题 1 ACS) Ee e LE BH, 

R ATOR)’ 和 ToEE(R")'， 这 时 , BATT, LEETE H DRA ERY 内 的 
连续 线性 映射 也 来 定义 : 

(Tray0 一 也 (2) =T (Tarp), EDR”). (8) 

证 明 由 于 supp (7) BRI, 所 以 映射 @>Taxp fet DOR) A DR) 内 的 连续 线性 映射 
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Ak, Wet p>T (Poem) Eh DCR") 入 ER 内 的 连续 线性 映射 ,容易 验 证 , 这 里 , 相应 的 工 满 
HA ECG), 
$ ”由 (4), 我 们 看 见 上 述 卷 积 T T 的 定义 同 前 面 关于 人 © EDR) 的 函数 时 的 定义 是 
一 致 的 .需要 指出 的 是 , 我 们 也 可 以 把 人 T,* T 定义 为 
(Ty* Te) (p) = (Py x Ta) (E+), PEDR”), (8") 
FEB, Pi X Tok: P 同人 TD 的 张 量 积 WL. Schwartz[1], 
定理 3 A TCD (R)' 和 TsEE(R")'， 这 时 , RATT PIR DR) A CR) ie 
SHER PET L: 
y>T,* (Tp) 
来 定义 另 一 种 “ 卷 积 ?Za|* P, RMP xp=L(p), PEDR). GX, RATT EA WE 
Pelt =T 了，， 从 而 卷 积 是 可 交换 的 ， 而 不 论 它 是 定义 为 了 1,* 到 ， 还 是 定义 为 Tx | 
证 明 映射 gp 是 由 全 (R") 入 E(B") 内 的 连续 线性 上 映射 ， 因 此， 上 映射 p->To# lT p) 
是 由 DAMA CR) 内 的 连续 线性 映射 . 所 以 Tale T 是 完全 确定 的 , 其 次 ,对 任何 p91,ps 人 DCR") 
都 有 
(Tix T) *(pi*pa) =P, * (Tax (pi *p)) =P, *( (Tarp) *p:) 
=P, (pax (Tarp, )) = (Lipa) «(Lo¥p,), 
EXCEL T RAGER H ARE E 2, 而 可 以 引用 命题 2 的 依据 是 , 因为 TJEE(R")'， 从 
M supp (Trp ERE, Ke, 我 们 得 到 
(Ti «(2 1) ACpp) =P, (T (pip) ) =T: (T p) #1) 
= yx (p, * (Ti *p:)) = (Tarp: ) * (T, +p), 
Re, (TaT) (pip) = (Pol T) Cpp), 从 而 根据 (5) 以 及 前 面 的 引 理 ,我 们 得 知 ， 对 所 有 
PCD (R) BA (T+T) (P) = (P+ |.) (P), 这 就 是 说 (TI* Ta) = (AE), 
RO ”如果 所 有 的 了 TD;, 除 一 个 以 外 , 都 具有 紧 支 集 , 则 
Pix (Par Pa) = (T+ Ta) oP, (9) 
此 外 还 有 有 
D= (Ti+ Ta) = (D* TI) +P, =P, + (D° T,). (10) 
证 明 根据 (5) 和 Ti* 7 的 定义 , 我 们 有 
人 rar) Cp) = (Tas TarTs)) +B) (0) = Py# (CaTa) 10) ) (0) 
= (1, *(P2*(P3*B))) (0) 


以 及 类 似 地 有 
(CPi Ta) Da) (P) = (P, (Pa (Tarp) (0), 
PIE (DESY. 
(10) 的 证 明 如 下 ， 由 (3), 我 们 注意 到 


(D° Ta) +p =T, * (D° p) = D* (Psp) = D* P, (11) 
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由 它 可 得 l 
(De T) +p =T* (D° p) = T+ ( (D° T,) +p) = (TD T,) #g 
由 (5) 可 知 上 式 表明 
D* T= (D° T,) *T. (12) 
因此 , 利用 可 交换 性 (定理 3) 和 可 结合 性 (9), 可 得 
D* (Tix Pa) = (D* Ta * (Tix To) = ((D* T * P) * Te = (DT) T, 
= (DF 1s) * (Pax Ty) = ((D* Ds) # Ta) * T, = (D° Ti) * Dy, 
卷 积 的 Fourier 变换 “我 们 首先 来 证 明 一 个 定理 , EFA E EREA Paley-Wiener 
定理 . 
定理 4 分布 TEG(R")' 的 Fourier 变换 是 下 述 函数 , 即 
P(E) = (22) -92 Dale), (13) 
AA 当 e40 Eh ENHE T,= Trp ER)! ROA HAD, BEE T, OR, SRY! 的 弱 * 
拓扑 下 就 更 是 这 样 了 ， 这 一 事实 可 由 (Txp,) (H) = (Px (px 多) (0) = Tin (Cph) (2) ) 
看 出 来 ， 因 此 ， 由 Fourier 变换 在 SOR")! 的 弩 * 拓 扩 下 的 连续 性 可 知 ， 在 SRY’ MME SE 
有 lim (Pap) = 他， 这 时 ,对 二 用 (Txp,) Cw) 定义 的 分 布 来 涪 ,公式 (13) 是 显然 的 ， 因 此 
Cay" Pag, O= Dre ) OH), 
HOTA, = (Triax (pre) (0) = Pin Gre), 4 ey0 时， 最 后 这 个 表示 式 ,在 六 
维 复 空间 的 点 二 的 任 一 有 界 集 上 , 关于 6 一致 地 趋 于 Tiw(e'””)， 这 就 证 明了 定理 4. 
定理 5 ”如 果 我 们 把 一 个 分 布 TES (R")' 同一 个 函数 PCS (RY) 的 卷 积 定义 为 Tp) (x) = 
Tino e—y)), 则 由 全 (R") 入 E(B") 内 的 线性 映射 上 :p>T*9 可 以 利用 连续 性 以 及 平移 不 变性 
t,l= Lr, 来 表征 ， 
证 明 类似 定理 2 的 证 明 . 
定理 6 MR TCS RY 而 PES(CR)， 则 
(Tep) = (2a) Ô. (14) 
in R TES (R) Thi TEC (BY', 则 
Eaa) = (20) "hf, A, (15) 
(15) 式 是 有 意义 的 , 因为 在 前 面 的 定理 4 中 已 经 证 明 过 加 是 一 个 函数 . 
证 明 令 yES(R")， 于 是 根据 第 六 章 $1 的 (13), $Y 的 Fourier BHT (On) "Pep = 
(22) "gay, FALE 
(Pap) (H) = (Tap) ($) = (Pap) =$) (0) = (T= (pep) (0) 
=T (pep) =T (Gap) =T (20) "2 Gp) 
= (22) "P Gp) = (20) "$F O), 
这 就 证 明了 (14). 
Ap EEUE Top.. ixit, 由 (14) 可知, Pip. =P (Tarp,) = (Py* Ts) p, fy Fourier 变 
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换 等 于 i P 
aA p= OaD a) $, = (2a) Ta) e 
令 ey0 并 利用 lim 9.(z) 一 1 于 是 我 们 就 得 到 (15). 


§ 4. Paley-Wicner 定理 ， 单 边 Laplace 变换 


Crh) yer Kelly Fourier 变换 可 以 用 关于 函数 的 Paley-Wiener 定理 来 描绘 : n> TE 
元 5 十 112 me) hy 4S A PA BP (2) =F En Ea toe, Sd Ae EDA JEC? (BR) 
Gx ML, supp (DA F R" Mke] SB A) fy Fourier-Laplace 变换 


P(E) = (2r) e| et foda, (1) 
当 且 仅 泊 ,对 每 一 个 整数 六 莉 存 在 正 的 常数 Cy, 使 得 
POLEO + |g) Me™ (2) 


证 明 必要 性 是 显然 的 ， 事 实 上 . 利用 分 部 积分 法 可 以 得 到 
ALICE Caef e-i EO Def (wydr. 
j=1 


Izis B 
充分 性 ， 我 们 定义 
fle) = G2m)-™| eh OP R(EME, (3) 


这 时 , 同 对 属于 仿 (R") 的 函数 的 讨论 一 样 ,我们 可 以 证 明 f(w) fy Fourier 变换 f6) HF FPO E. 
fEC~(R")， 最 后 这 个 结论 可 以 利用 微分 关系 式 : 
Df) = (2a) eb 0 TT GEDHE EdE (4) 


了 一 1 
URRH) POW, RIELA Cauchy 积分 定理 使 我 们 能 够 把 (3) 中 的 实 积分 区 域 转换 
为 复 区 域 , 使 得 对 形 如 79=&z/ le, 的 任 一 实 的 其 中 o>>0, 总 有 
fz) = 2) "| eM P(E indt. (3') 
VAM, 在 取 六 =? 十 后 , 我们 就 得 到 
alEouenreeeor (二 1 "dé, 
AUR |e] >B, 利用 令 at + co, 我 们 就 得 到 f(a) =0， 因 此 ,supp A) E {rER"; |e] SB}, 
上 述 定理 也 可 以 推广 到 具有 紧 支 集 的 分 布 ， 这 时 , 我 们 有 
XFA CERY 的 Paley-Wiener 定理 (L. Schwartz) 2 个 复 变量 5 一 与 十 1 一 1， 
2, e, 区 的 一 个 整 全 纯 靖 数 PCL) =F Ei, bay et) Sn) AEE OOD AH TEC (BR)! 的 Fourier-Laplace 
变换 , 当 且 仪 当 , 对 于 某 些 正 的 常数 B.N MC, 有 
[F(é) Z004 rerna, (5) 
WEI Ri ERR COE — FE S 13 的 定理 2) 必要 性 是 显然 的 , 即 如 采 TEE(R")'， 则 存在 正 
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的 常数 CN 和 B, 使 得 
ITEC 和 > sup 1D" Cr)1 对 每 一 人 PEERY BRY. 


这 时 , 我 们 只 须 取 paene 人 ?并 利用 上 一 节 的 (13) 式 就 能 得 出 必要 性 . 

Ave, ALA FE) SR)’ 内 ， 所 以 它 是 某 个 分 布 TES(R") 的 Fourier 变换 ， 根 据 前 
WWD, ENHE T. =Po, 的 Fourier MEC -$. LIAA supplp.) E R WER lal 
Se 内 , 所 以 中 前 一 节 的 定理 可 知 

|$.(€) | ET iar 
此 外 , AA 7 RA P(E), MARDAN, Cr) Pe, TARAR CFE +h, (EE 
SOW, “Jere A Br ee Ble AES TA, 它 满足 (5) 那 种 类 型 的 估计 式 ， 只 不 过 把 (5) 中 的 BB 换 
为 B+ 而 已 ， 因 此, 由 前 面 的 定理 可 知 , T. Tp, RRR T R Rie) SBte 内 ， 于 是 , 令 
e40 并 利用 上 一 节 的 引 理 , 我 们 看 见 supp (了 DD) 在 R" 的 球 |z| 三 B 内 . 
注 ”上面 给 出 的 两 个 Paley-Wiener 定理 的 表述 和 证 明 都 出 É] L. Hörmander[2], 
Fourier 恋 换 和 单 边 Laplace 变换 ， 令 g)EL (0, ce)， 这 上 时, 对 于 r>0, 总 有 
g(t)e "EL' (0, ©) (| £'(0, 09), 
这 可 以 从 Schwarz AVE IKK, Alb, 由 Plancherel 定理 可 人知 , 对 于 Fourier 变换 
f(@tiy) = (22) an g(t)e eis dt = (2a)- an g(t)e ndt (e>0), (6) 
我 们 有 不 等 式 
Jerin a=| go ea | gop a. (7) 
PAB f(e-+ ty) 在 右 半 平面 Rel) =a>0 ARTF =t iy 是 全 纯 的 ， 实 际 上 ， 当 Re(z)=a>0 
By, 在 注意 到 g(t)tie-“* 作 为 的 函数 属于 芽 (0, 00) Hl L*(0, ce) 之 后 ,对 (6) 在 积分 号 下 微分 就 
可 以 得 出 上 述 结论 ， 于 是 我 们 就 证 明了 
定理 1 4 A gEL(0, 5)， 这 上 时， 单 边 Laplace 变换 
f(z) = Om| ge dt (Re(2)>0) (6’) 
属于 所 谓 的 Hardy-Lebesgue 类 H? (0), 这 就 是 说 ， OF) (EAE FT Re (2) >0 内 是 全 纯 的 ; 
(ii) 对 每 一 个 国定 的 >00, Fatin EA y ABE FIRE 义 下 属于 L?(— ©, 00), Hl 


sup ([ ietin |?dy) <0. (7) 
道 定理 是 成 立 的 , 就 是 说 , 我 们 有 
定理 2 (Paley-Wiener) 4 f(z)CH?(0), WA FAR Y Fe fiet+iy) 的 边界 函数 
fiiy)EL?(—00, œ); a 


lim| [fCig) —f(@+ iy) [?dy=0 (8) 


且 它 的 道 Fourier 变换 
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N 
-N 


g(t) = (27) Li m. | flipje” dy 


4 t<0 时 为 零 , 此外, f(z) 还 可 以 由 g(t) 的 单 边 Laplace 变换 得 出 来 . 


(9) 


证 明 ”根据 (一 oc, co) MITES APE, Beat, FECES IT on} PORT PA PCIE 


L?(— 90, 00), 使 得 
240 UBB Him feat iy) =f Cy). 
这 时 , I: — O>0, 总 存在 某 个 序列 {NW HE 
limA ==ce 以 及 limf’ [f (æt iN,) |? dz=0, 
kao kredit 


这 可 以 从 下 式 看 出 来 , 即 


raf Lf (at iy) (aslay: 六 fet iy) | ayddz<oo (对 一 切入 之 0 都 成 芯 ). 


央 此 , 由 Schwarz 不 等 式 可 知 
limf If@t iN,) dz=0. 
Em 
Fak, 我 们 可 以 得 到 
rosen 下 LGD ae Reo. 
(12) 式 的 证 圳 如下， 根据 Cauchy HIKE, 我 们 得 到 
fay ani] L@as ewo, 
其 申 的 积分 路 答 C 由 以 下 线段 组 成 , 即 
-一 一 -一 -一 一 > -一 一 -一 一 一 > 
Yo 一 iN p Xi 一 iN,, vy iN p zıt iN, 
2 > bt, 
w,+iN,, to+iNn,, Ly+in,, zaor tN, 
(to<Re(2z) <a, —N,<Im(2)<N,), 
FA ABE C 就 包围 了 点 #3， 因 此, & koo 并 注意 到 (10) 以 后 , 我们 就 得 到 


f(2) = 2r) of Lott) ary (on) of Satit) gy 


Da &— (zo + it) ~ (æ +it)—z 


当 eo 时 , Aiha UA FO, A (79 A Schwarz 不 等 式 看 出 来 ， 在 有 端 第 一 项 中 , 我 们 


AY zo 二 1; 然后 再 让 n>, 我 们 就 得 到 了 G1)，、 类 似 地 , 我 们 得 到 
0= Co LD at (Re(z) <0). 
对 于 Re(z)>0, $ 


h(a) =O0(C4 e<O 时 ); kOe) =e“ e> HH), 
于 是 我 们 有 


F jz)eiztdz = [er dx=(2—it)-, 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 
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从 而 , 由 Plancherel 定理 可 知 


— tI 7 0 ` 、 
li. m. aof $ E" siei, ee _ 当 Re(2)>0 li}, (14) 
类 似 地 , 我 们 有 
l.i. m. emf? ——d -人 (对 于 <0) 当 Re (z) <0 I+. (14’) 
wre "0 Ci) 


BLA, FEAR AA TE S 2 的 Parseval 定理 (27) 应 用 到 (11) 之 后 , RTA T BAUR, BN fc) 
是 由 (9) 给 出 的 gC) MY id Laplace 变换 ， 把 读 Parseval 定理 应 有 HAAD, 我 们 还 可 以 看 出 , 当 
¿<0 hf g(t) =0, 
最 后 , 我 们 来 证 明 (8) 是 正确 的 ， 把 GLU 和 (13) 相 加 , FRAT f(z) AT A ED Poisson P 
即 对 任何 o> 0 总 有 


Osetii eat as) 
HF 
al. it Ta (16) 
所 以 我 们 有 
fer i-fin (<2 PEC MALO as, seh, =f), 
从 而 
[res m-tan ars) fff aah Pa ade 
ST [EER aja 
-Z| ， z Sel | |r (sty)—-f* wl dyl ~ a pene is) ds, 


其 中 , OS u (P38) S4lf PP 并且 wf 8) et s ESE, 而 当 s=0 时 , 其 值 为 0. 
Ay Tie) Aa hin 4 x42 ne TÈ, RPS e>O RE PO d(e)>0, HEAR Y| 8] <6 IM, 
4(f ;8) 三 e， 我 们 把 谈 积 分 分 解 为 


zf 4( 太 ;3) qs — < 人 人 + +| +[}- D+ +a 


aJa s? +r? x 


由 (16), RMEL] Se, 同时 | ] 夺 4z f cot™! (6/2) (j=1, 3), 因此 , 当 xy0 时 . 左 端 那个 
积分 必定 趋 于 零 ， 于 是 定理 得 证 . 

注 1 关于 原始 的 Paley-Wiener 定理 ， 见 Paley- Wiener[1]， 关 于 缓 利 分 布 的 单 边 La- 
place 变换 , 见 L. Schwartz[2], 

注 2 在 M.Sato[1 中 ,引入 了 一 个 有 趣 的 想法 ， 即 把 一 个 “广义 兵 数 ”定义 为 “ 某 个 解析 函 


数 的 边界 值 "， 他 的 想法 可 以 叙述 如 下 ， 令 器 是 是 这 样 的 函数 p(z) 的 全 体 ， BY pe) FEJE 2 平面 的 
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上 半 平 面 和 下 半 平 面 内 都 是 有 定义 的 和 正则 的 ,而 令 仿 是 在 整个 复 z 平面 内 正则 的 函数 的 全 体 . 
这 时 , L 关 于 函数 的 和 与 函数 的 乘法 是 一 个 环 , 而 是 RS 的 一 个 子 环 ，Sato 把 含有 p) 的 剩余 
类 (modg) MAEKA R EE p BELA“ LRR Ge), “广义 国 数 P(x) 的 广义 导数 
dC) /ds” 自 然 地 定义 为 含有 dp(z)/dz HRR (modh), xit, “delta 函数 6(z)” 是 含有 
— (22i) '2 的 剩余 类 (mod 只 )，Sato 的 “多 变 元 的 广义 函数 ”的 理论 可 以 有 下 述 的 有 趣 的 拓扑 
解释 ， 设 对 是 一 个 站 维 实 解析 流 形 , O X EMA EEEH. MA X P AE N E REE 
为 系数 的 第 % 个 相对 上 同调 群 A" (X mod(X—M)) RBT “SM ERT CR” HED. 这 就 万 
说 , 相对 上 同调 类 是 “广义 函数 "的 一 个 自然 的 定义 . 

注 3 AR LRH Fourier 变换 的 更 详细 的 论述 , 见 L. SchwartzL1] 和 Gelfand-Silov 
[1]。 在 后 一 本 书 中 引入 了 很 多 有 趣 的 , PRAT DCR"), SRY Dy (RR") 的 基本 函数 类 来 定 
义 广义 函数 ; 相应 于 这 种 广义 函数 的 Fourier 变换 在 Gelfand-Silov 中 也 有 所 讨论 ， 还 可 以 参 
@ A. Friedman[ 1] L. Hérmander[6], 


§5. Titchmarsh 定理 
EE. C. Titchmarsh) 设 1(z) 和 g(z) 是 实 值 或 复 值 的 连续 函数 , 而 0 三 z<oo， 如 果 它 
们 使 得 
FD (2)=[ fa- (Wdy= {9 fdy= (gf) (2) a) 


恒 等 于 零 . 则 f(z) 或 9(2z) 之 中 至 少 有 一 个 恒 等 于 零 ， 

这 个 重要 定理 有 各 种 各 样 的 证 明 , 例如 , 可 以 用 TitchmarshLl] 中 的 方法 ， 也 可 以 用 Crum 
和 Dufresnoy 的 方法 ， 下 述 证 明 在 这 种 意义 下 是 初等 的 , 即 它 不 引用 复 变 函数 论 ， 此 方法 属 干 
Ryll-Nardzewski(1], 而 是 在 本 Mikusinski[1] 中 给 出 的 . 

引 理 1 (Phragmén) 如果 对 于 0 三 w 三 7T, gu) RIERA, 又 如 果 0 三 1 ST, 则 


bin p Cur cfe eC) a(n) du = | ga. (2) 


gw 


证 明 RASC D k) te OM = 1—exp(—e"™), BPR ot, 堪 端的 
k=1 


级 数 当 0 三 w 太 TT 时 ,对 是 一 致 收 化 的， 因此，(2) 中 的 求 和 符号 ， 可 以 移 和 人 积分 号 内 ， 而 利用 
Lebesgue-Fatou 引 理 , 我 们 就 得 到 (2). 

_ 引 理 2” 如果 对 于 0 三 1 三 7, fO EEA, 又 如 果 对 于 二 1, 2 … 有 | [enfcayas E44 
这 里 , 必 是 一 个 与 无 关 的 正 的 常数 , 则 当 OSE ST H, MAT FL) =0, 

证 明 我 们 有 


=f {pt eth f(T —u)du 


k=i- 0 


Z 1 R(t TY) 
By 


| f@—u)du| 
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SM (exp(e"7") —1), 

如 果 <P, 则 当 n->oo 时 ， 最 后 这 个 表示 式 就 趋 于 零 ， 因 此 ， 利 用 引 理 1 并 把 其 中 的 g(w) 换 为 
FT, 则 我 们 看 到 , 对 于 0S4S 有 | f(T 一 wDdu=0， 央 为 是 连续 的 , 所 以 对 于 tT, 
有 f(t)=0. 

系 1 如 果 对 二 1x 三 X,g(z) 是 连续 的 ， 又 如 果 存 在 某 个 正 数 驴 使 得 
(n=1,2, +), WH 10K H, 9(z)=0. 

证 明 See! X=e” AR egle) =f C), 则 由 引 理 (2) 可 知 当 OT HY, fG) =0, 因此 ， 
My ds 7 全 三 时 ,>g(z) 三 0 从 而 当 1 三 x 三 XX 时 , ge) =0, 

系 2 (Lerch EID 如 果 对 于 OSST, DEER, 又 如 果 [ fdt =0 01,2), 


I OS ERT BF, F(t) =0, 
{HOA ik to JEE MICO, 到 内 的 任何 一 个 数 ,又 设 C= tor, T=1X AFC) ga). MRN 
得 到 


[eva <N 


x 
se x"g(x)da=0 (n=1,2,-), 


从 而 


[oda = f agadsa]! 19(w)14z=(m=12,…)， 因 此 ， 利 用 引 理 1 我们 得 


到 , MY Leask By. 9(7Y) 二 0, 从 而 当 SST h, fC) =0. AW 如 是 (0，2 内 的 任意 一 点 ， 所 
以 当 OStsT ht, 必定 有 f(t) =0, 


Titchmarsh 定理 的 证 明 我们 首先 对 f= 9 这 种 特殊 情形 来 证 明 此 定理 ， 这 就 是 说 ， 如 果 
大 是 连续 的 ， 且 当 Ost Set eA (fet) (4) = | f(t—wWfdu=0， 则 当 0Et 人 TT 时， 了 (4) 
=0, 
因为 
| enero (F fw) f(t—wadu)at=0, 
M AMERRE w= 70, $= 2» —w, 我 们 就 得 到 
[lem wf ado, 


XH, A A vw PANS ABR vt w20 ST wT. G A JL SAG owa, ot 
-T wz. -PRIRI +4 REEN —-TR0, wST. [hie BRC, et? OP (T—v) x 
FP- A+ LAD FTES LORS. AE 4+ 4 LRSM H 


ae EH, 而 对 于 在 A 上 的 积分 ， 我 们 有 ener) <1, 因此 
| en f(T 一 7a) da |= = 


ffe Wwf To f(T—w) dv dw | 


dtd’ 
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=(\f@—of@—w) |do dw27"- A, 
yeh, ABISO OSEP ARC TE 2T È 了 的 面积 ， 因 此 ,我 们 有 
|| etau) du| SV OTA, 
此 外 还 有 || eSa dul sa7A. BALL 
ewe = [ff 
从 而 由 避 理 2 可 知 当 OSET MH, f(A) =0. 


现在 我 们 来 证 明 -一 般 情 形 的 Titchmarsh 定理 ， 设 当 Ot <eo 时 ,| ft —w)g(u)du=o. 
因此 对 于 0 三 {过 oo, 我 们 有 


(1 + V3)rA (n=1, 2, =), 


[ew FG wg wat | wrodu=i| f(t—n)g(u)du=0. 


t 
0 


这 可 以 号 为 
Gp (1) + (fxg) (4) =0 (Ot <oo), 
其 中 f= tf), giCt)=tg(t). 
因此 
[frig*(f rgt fags) YI) =, 
从 而 


[(f*g) *(f1*g1) (1) + L(f«g.) * (ago ]Ct) =0. 
因此 ， 由 Qf*9) (4) =0 HBL fg.) G=, A a BE APR TA, 
(fxg: (2) =0, 这 就 是 说 
| foug (uw) du~=0 Ozta). 
从 此 式 出 恬 , EMERE, 我 们 得 到 
| fa —u)u? g(u)du~0 (Ot <co). 
Rea hos, FTA My 
[Fa —wyw'giu)du=0 (OXt<0o3 n=1, 2, +). 
因此 ,根据 前 面 证 明 过 的 Lerch 定理 , 我 们 得 到 
对 于 0 所 ww 三 {过 oo; fy fCi—w)g(u) =0. 
WN RAE RED uo CH g (uy) HO, 则 对 一 切 1 三 ww BBA f(t e) = 0, 亦 即 对 一 切 bv 三 0 HEA f (2) =0， 
所 以 , 或 者 是 对 一 切 z 兰 0 Ff fv) =0, 或 者 是 对 一 切 v0 H gw) =0. 


+ 143° 


§6. Mikusinski 的 运算 微 积 法 
;物理 学 家 O. Heaviside 在 他 的 “电磁 理论 ?一 书 (伦敦 (1899)) 中 首创 了 运算 微 积 方法 ， 他 把 
它 成 功 地 应 用 到 与 电磁 问题 有 关 的 线性 常 微分 方程 上 去 了 ， 在 他 的 方法 中 出 现 了 某 些 算 子 ， 而 
它们 的 意义 并 不 是 十 分 清楚 的 . Heaviside 本 人 对 于 那些 算 子 作出 的 解释 是 难以 令 人 信服 的 ,在 
他 之 后 的 一 些 人 的 解释 也 不 能 使 人 明 最 看 出 此 方法 的 适用 范围 ， 因 为 这 种 解释 是 以 Laplace 变 
换 的 理论 作为 基 碘 的 ， 由 J. Mikusinski 建立 的 卷 租 商 的 理论 ， 为 运算 微 积 提供 了 一 个 清楚 而 又 
简单 的 基础 , 说 明 它 既 能 应 用 于 常 系数 的 常 微分 方程 , 又 能 应 用 于 区 些 常 系数 的 偏 微分 方程 以 及 
FE SY RR AWB) Sy RE. 
卷 积 商 我 们 用 C 表示 定义 在 Ot oo LA f(t) 的 全 体 ， 在 本 节 中 我 们 把 这 种 
RID f(t), 或 简 记 为 形 f(t) RRR f(t) HE RIA. RIN S Bw RK 
if ra —s)9(s)dsh iso SOD D), RA fg, 亦 即 


SODE 0 
正如 在 第 大 浊 S 3 中 已 被 证 明 过 的 那样 , 我 们 有 
fasg (可 交换 性 )， (2) 
| (gh) = (f-g)-h (可 结合 性 ). (3) 
除 卷 积 来 积 f-9 之 外 , RIENTRE f I g 之 和 , 即 
SADEN =F), (4) 
于 是 我 们 有 分 配 律 
h.(f +9) =h.f+hg. (5) 


Ik, COR TINIE Srg ARIE fg 是 一 个 环 ， 此 环 的 零 元 素 是 恒 等 于 零 的 函数 ; 所 以 我 们 就 把 


这 是 Titchmarsh 定理 的 结果 .因此 ， 对 于 两 个 函数 J，ygEC 并 且 9 二 0， 我 们 引入 其 卷 积 商 
flo LX Wake BA BUR Q: 
a/b=c/d 等 价 于 ad=be, 而 特别 地 有 


a/b=c 等 价 于 a=be, (6) 
a c ac 
bo dba (7) 
a, c ad+b-e 
Da- ba | o & 
a/b=a-c/b-ce (ce+*0). (9) 


AF RIER a/b 叫做 一 个 “ 算 子 ?>， 任 何 一 个 aEC 都 是 一 个 算 子 ， 因为 利用 (9), 我 们 可 
以 使 a 和 恒 等 寺 a.5/5(5 寺 0)， 
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2.2-2 (10) 


单位 算 子 或 8 算 子 算 子 ce/c(c 才 0) 是 域 @ 内 的 乘法 单位 ， 这 是 因为 由 (7) 和 (9), 我 们 有 
C a 
b 


co 


o 


由 (6) 可知, c/e=b/b. RIIE e/e 叫做 单位 算 子 或 3 算 子 , 以后, 我们 就 用 1 来 表示 此 算 子 ; 


1-22 2%. = 4 (11) 


b 6 8 
HE cle 并 不 属于 C， 因 为 如 果 我 们 把 。 取 为 函数 {1)， 这 时 ，{1}/1, = SONE 意味 着 
MEDSE PC) 本 | 外 Fa 可 | =), 这 当然 是 一 个 矛盾 


积分 算 子 ”我 们 用 表示 由 函数 {1} 所 确定 的 算 子 : 


b= (1, (12) 
并 把 万 叫做 积分 算 子 , 因为 ,如 上 所 述 , 对 于 任 一 了 EC, 我 们 有 
b=) RD 让 Fa)as (13) 


注 前 面 提 到 过 的 Mikusinski 的 书 使 用 记号 来 表示 {1}， 在 本 书 中 我 们 使 用 的 记号 是 思 
这 是 为 了 纪念 Heaviside, 也 是 出 于 印刷 上 的 习惯 ， 一 个 局 部 可 积 函 数 {f(t)}, i 三 0, 可 以 等 同 于 
nPI oela Re 郑 积 商 是 另 一 种 类 型 的 “广义 函数 ”. 

数量 算 子 Ue 是 任何 一 个 复数 , 而 {o} 是 恒 等 于 w 的 函数 ， 这 时 , 算 子 

[el] = {a} /{1} = {a} /h (14) 
称 为 一 个 数量 算 子 , 这 是 因为 我 们 有 四 
[e]+[8]=[a+8], [a]: [8]= [ap], [a]. (f(1)) = {af(t)}. (15) 
证 明 


[a + [P= tA [tat], 


ta]. [8]= tae ae h» iaf) = =[ap], 


oal 
aay -L i p HSO taft). 


注 作为 一 个 推论 ， 我 们 得 到 | 
了 
[= (16) 
从 而 第 子 [的 作用 从 好 是 售 的 科 法 ， 因 此 ， 我 们 可 以 使 娄 最 第 子 (1 等 同 于 单位 算 于 1 
而 使 算 子 [四 等 同 王 数 w 
微分 算 子 “我 们 把 算 子 1/ 记 为 s: 

s=1/h=1/{1}. (17) 

s 称 为 做 分 算 子 , 这 是 因为 如 果 了 = FCO BATE S = YC), 则 
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sf=f' +ECO), 3i FCO) = (f (0))/A. 
A 方程 
= 全) 二 让 asl =r fO rD 


的 两 端 同 乘 以 s, 并 利用 s-h=hes = 1 这 一 事实 就 可 以 得 到 (18)， 
Rl 如 果 f 了 二 {f(t)} 有 连续 的 第 % 阶 导数 "= Af 办), 则 
fm 一 sa 一 Se -f(0) 一 ss 2。 六 (0) — vs — + F720) — fe" PO), 
Fe FPO) F700) 们 乘法 的 算 子 , IBN SF? (0) =f” (0)}/A. 
证 明 对 于 %=2, RITA 


sf 一 53 力 =s 六 + 上))=s f +s fO =f" +f' 0) sf O. 


至 于 一 般 情形 , 则 可 以 用 归纳 法 予以 证 明 ， 
系 2 RNA 
1/(s—a) ={e"}, 
并 且 更 一 般 地 , 还 有 


证 明 根据 (18), s.(e”) 二 《g2") 十 1 二 ale”'} 十 1， 于 是 (20) 成 立 . 而 


omar) jenera] fea ff at 
FAI ABE IRS TB RRR MATA I ITA OL ALI 
Bll 求解 方程 
a''(t)—a'(#)—62(1)=2, £0)=1, x (0) =0, 
解法 ”我们 把 方程 写 为 算 子 形式 
s (1)—x’ (4) —6a(t) =2/s. 
于 是 , fy (19) 可 知 
52 一 So2(0) 一 2 (0) 一 527 十 2(0) 一 6z 一 21s， 
从 而 在 代 人 初始 条 件 后 , 我 们 就 得 到 
3 一 3 一 5 十 1 一 6 二 2/s, 亦 即 (8 一 8 一 6) 2 一 8 一 1 十 2/s， 
因此 ， 由 (20) 可 知 


s? —s+2 11,8, 1 4.1 


= — . . 1 8 egyke 
g(a) 3 s i5 8-35 TPE, 3tise tee L, 


例 2 令 4 是 一 个 不 为 0 的 常数 ， 求 解 方程 
a"(t)+A°2(t)=0, 2(0) =a, 2'(0) =£. 
解法 ”相应 的 算 子 方程 是 
S82.2 一 0 一 二 Mg=0, 亦 即 (s2 十 入 ) ‘T=as+p. 
于 是 , 利用 展开 为 部 分 分 式 的 办 法 我 们 得 到 
e ]46° 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


因为 ws 十 =?(s 一 ?十 6(s 十 ?人 所 以 有 
9-1 f 9-118 
?一 2 att), O=2 ( #), 


E ENEE ESRT 


_ By: 
= \acosit + 7 sinåtl, 


因此 


例 3 求解 方程 组 
a'(t)—ax(t)—fy(t)=Be*, y(t)+ Bt)—ay(t)=0, 
其 初始 条 件 为 z(0) =0，3(0) =1. 
解法 ” 解 算 子 方程 组 
s"*Z—Qr— Py=p/(s—%), sy—1+phr—ay=0, 


我 们 得 到 
2B (s—a)*? — B? 
(5 I Ga) ea +B’ 
由 此 可 得 


一 一 t 1 tl 1 (atiß)t _ ,ta-ipya 一 ate 
7 f —&—iß s—a+ép) + he e y= {2e" sin Bt}, 


2(s—a@) 1 1 1 1 _ (atipyt (a-if)t_ gat 
y= (s—a)? +f? s—a s—a— pts 一 x+ 一 te en} 


= {e" (2cos Bt—1)}. 
至 于 进一步 的 论述 和 应 用 ， 见 Mikusinski 的 书 L1]， 我 们 也 建议 读者 去 看 A. Erdélyi 的 书 
[1]. 


§ 7. Sobolev 引 理 


广义 函数 在 分 布 的 意义 下 是 无 限 可 微 的 〈 见 第 一 章 》8)… 这 种 广义 意义 下 的 可 微 性 并 不 能 
保证 通常 的 可 微 性 ， 然而， 我 们 有 下 述 的 结果 ， 它 对 于 偏 徽 分 方程 的 近代 研究 具有 根本 的 重 
要 性 . 

定理 (Sobolev 51M) 令 G 是 下 的 一 个 有 界 开 域 ， 设 函数 u(r)CW'G) Hk>2 nto, 
这 里 , o 是 一 个 整数 三 9， 这 时 ， 如 果 x(z) 的 一 直到 大 阶 的 各 阶 分 布 导 数 都 属于 LO. WAF 
G 内 的 任何 一 个 开 子 集 G,， 只 要 它 的 闭 包 G9 是 G 的 一 个 紧 子 集 ， 就 总 存在 某 个 函数 
7)EC" (GD) ,使 得 在 G AAT u(r) =u,(r) ae. 

WR a2) CORDA KAT, 使 得 | 

G,Ssupp(@)Cc@, 0Se(2)S1 HG, ka(z)=1. 


\ 
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我 们 省 出 一 个 定义 在 B* 上 的 函数 2(7), 即 
当 TEG hf o(z)=a(x u(r), m <CR"—G 时 2(7)=0. 
这 时 ， 当 rca, 时 就 有 wz)=w(z)， 因 为 w(z) ER 上 是 局 部 可 积 的 ， 所 以 它 确定 了 一 个 分 布 
EDR)’. RUREEE uCW (G), 所 以 当 |s| 三 # 时, 分布 导数 Dv(Y)EL2(R")， 例 如 ,分 布 导数 
9 


9 (v) =? (æu) =u uy 
ox; cL j ow; cl; 


就 属于 工 :(R8")， 这 是 因为 和 和 2wu/3x; 都 属于 L(G) AFR ala) 的 支 集 含 于 开 域 @ 的 
TETEA. FA Fourier 变换 o(2)>i(y), 我 们 得 到 

(D'o) (9) = Gyi yy yt OY). 
因为 由 Plancherel 定理 可 知 ，L? 范 数 在 Fourier 变换 下 是 不 变 的 ， 所 以 当 js| kkh, RF 
(De) (Q)EL(R"). Aue 


dQ) YT ge eyr ELR Ils S kR. (1) 
特别 地 ， 我 们 有 
(9) EL? (R"). a) 
Ae q= (qi, gz,…, Ge) LAE EB, WAAC), 我 们 可 以 证 明 
H g) +> k Rt, 8 ypyg R" 上 是 可 积 的 . (2) 


为 了 证 明 (2), 任 到 一 个 正 数 C. 根据 Schwarz HER, 我 们 有 


让 a \ 1/2 
| liorta dys] lotoga | ol HD ad) <o, 


1#10 EAI 


| | (89284882 天 
tyl>e 
1/2 


A C+ yl?) ypy] dy | SD (+1132? dy) . 


ely 
由 (1) 可 知 , 最 后 这 个 不 等 式 的 右 端的 第 二 个 因子 <co， 至 于 第 一 个 因子 , 如 果 
2|q|—2k+n-1<—1, 亦 即 , 如果 >F igl, 


则 由 
dy =dy dy; edy =r 'drdQ,, 
HP, dQ, 是 R" 内 以 原点 0 为 心 (3) 
的 单位 球面 的 超 曲面 元 素 
可 知 , 它 仍 是 有 限 的 ， 
因此 , 根据 Plancherel 定理 , 我 们 有 
o(z)=1. i, m. (anyone eg LD expC, x>)dy, 
从 而 , 同 证 明 BR") 的 完备 性 一 样 , RITTE ER eh ES PRCA}, 使 得 
olr) =lim(27) ef an OIP, Edy 对 于 a. ezGEB 成立 
hi> yish t 
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但 是 , 由 于 前 面 已 经 证 明 过 6(y) 在 BR* 上 是 可 积 的 , 所 以 上 式 右 端 等 于 
oz)= (C27) "| ,by) exp (ils, ody, 
这 就 是 说 , 对 于 a. 6. xc RY v(z) 等 于 v1(z)， 由 (2) 可 知 ，v1(z) 在 积分 号 下 的 微分 运算 正好 是 一 


直到 阶 的 ; 并 且 微分 的 结果 对 z 是 连续 的 ， 对 于 zEG, RNS u(z)=01(2), 于 是 定理 得 证 . 
注 至 于 原始 的 证 明 , TA S.L. Sobolev[1]、[2], 或 工 .Kantorovitch-G. Akilov[1]. 


§ 8，Garding 不 等 式 
对 属于 0” 且 其 紧 支 集 含 于 R 的 有 界 域 G 内 的 函数 w(z)=w(rl xo,…, zx,)， 我 们 考虑 积分 
二 次 型 | 
Blu, uj= D>) (¢D%u, D'u)o, | -< (1) 


ls iéism 


其 中 , 复 值 系数 ca 在 G 的 闭 包 Ge 上 是 连续 的 , 而 (ww 0) 表 东 LICO) 中 的 内 积 . 
这 时 ， 我 们 有 
定理 (L. Garding[1]) 关于 存在 正 的 常数 。 和 C, 使 得 不 等 式 
lul2<cReBLu, uJ +C uli (2) 
对 所 有 的 *ECY (G) 都 成 立 的 一 个 充分 条 件 是 , 对 于 某 个 正 的 常数 ce。 
Re DS) enfi Zcolé|2" HBA BY EE 


Isl s8l=m 
而 ! 所 有 的 实 向 量 £= (4, Én wry E AB. (3) 
注 不 等 式 (2) 叫做 Garding 不 等 式 ， 如 果 条 件 (3) 成 立 , 则 微分 算 子 
L= $, (-1)'"'Dte,,D* (4) 


Isi=ltiam 
其 中 假设 c ÆG 上 属于 C"， 叫 做 在 G ALAM AN, 
证 明 我 们 首先 证 明 ， 对 任何 一 个 e> 都 存在 某 个 常数 C(e)>>0， 使 得 对 于 每 个 属于 
Co (G) 的 图 数 业 都 有 
lelh- Se julat E (e) left. (5) 
ALAN, BIHE u 在 G 之 外 的 值 定义 为 0 而 认为 它 是 属于 OA) 的 ， 利 用 Fourier 变换 和 
Plancherel 定理 , 我 们 得 到 


Ipuli =w= 


R`’ 


EEO) "ay. 
j=1 
因此 , (5) 是 下 述 事 实 的 一 个 结果 , B24 C t co 时 
( > Ina) / (e+ 5 Tr) (i= Ess = 4) 
#4=1 #4=1 


|sitam-1 j=l |tism f=1 
关于 y= (i Yor Yn) 一 致 趋 于 零 ， 
假定 诸 系数 cu 均 为 常数 ， 并 且 除 了 1s| =1t| =m 之 外 ， 它 们 都 为 零 ， 利 用 Fourier 变换 
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u(r)>«&(£) Ay Plancherel 定理 以 及 (8), RITA 
ReBLu, u] =Re| Dosb’ |%(E)|? AL |* aé=c, (rls— ll- ), 


其 中 ,ci 盖 0 是 一 个 与 人 无 关 的 常数 ， 因 比 , 由 (5) 可 知 , (2) 式 对 于 我 们 这 种 特殊 情形 是 成 立 的 ， 
下 面 , 我 们 考虑 变 系数 cs 的 情形 。 首先 , 假定 芯 的 支 集 充分 小 并 且 含 于, Sinik, ARAH 
心 的 某 个 小 球 内 ， 利 用 上 述 结果 ,对 于 与 和 无 关 的 某 个 常数 cy >0, 我 们 有 
co |ul2=ReBLu, u]+Re > feu) — c, (2)) D'u: D' ù dz 


lsl=itiam > 


-Re 5 feu (Dup % de +O(e) Jul. 


Isitlii<am 
BUR u 的 支 集 是 如 此 之 小 , 以 致使 得 cs 在 那里 只 有 很 小 的 振幅 , 则 我 们 看 见 , 上 式 右 端 第 二 项 的 
绝对 值 可 以 小 于 27! co lula 而 右 端 第 三 项 可 以 小 于 ]z]n: lula RAET ER TE RMN 
271c0 jul SReBlu, u] +% $ Julm tlm- tC le) lulk, 
其 中 的 常数 都 是 正 的 常数 ， 因 此 , 由 于 
2}al+|P[SelalP+re |B]? 对 于 每 个 e>0 都 成 立 ， (6) 
所 以 我 们 得 到 xj 于 常数 "ReB[w u] +R ge lulh- +O Ce). luli, 从 而 , 由 (5) 可 得 (2). 
其 次 , 我 们 考虑 一 般 情形 ， 在 G 内 构造 某 种 单位 分 解 : 


N 
1= 5o}, ojECY(G) ,而 在 G 内 oj(z) 三 0， 
jut . 
FAB—T oj 的 支 集 都 取 为 我 们 所 需要 的 那么 小 ， 这 时 ， 利 用 函数 乘积 的 微分 的 Leibniz 公 
xX Schwarz 不 等 式 以 及 上 面 所 得 出 的 估计 式 , 可 以 得 到 
ReB[u, u] =Re S fon D'uD' u dz =Re SS foje. vw! ü dz 


Set j 


= Re [Sed (ow DG) dx +O] ulm | 20 m~1) 


j Bf 


= OW He: donji- Joel) +0 duly iulm) 


=H [ul +0 ula laln. 
因此 , 利用 (5), 我 们 可 得 到 (2)， 我 们 要 指出 ， 在 (2) 中 的 常数 ce、C 是 依赖 于 co, c MERG 
的 . 


§9. Friedrichs 定理 
设 
L= > Dc, (2)D' | (1) 


lsh TilEm 


是 强 椭 贺 的 , 其 中 , 实 系数 c。.(z) 在 R" 的 某 个 有 界 开 域 内 属于 O. 考虑 方程 
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bu=f, (2) 
Hh, f(D eG ATE a Be Ea eT BSG 一 个 在 G 内 局 部 平方 可 积 的 国 数 以 Z) 称 为 
Fi FEC 219 — 4 So He, 如 果 对 每 一 个 PEC8 (G) 都 有 


C(u, L*p)o= (f, p)o, L*= > (—1)!*'*lpte,,(2)D*. (3) 


Isl-ltism 
这 里 , Cf, go aims Hilbert 空间 L(G) 的 内 积 ， 因 此 ，《〈2) 的 弱 解 .是 分 布 意义 下 的 一 个 解 ， 至 
于 弱 和 解 的 可 微 性 , 我 们 有 下 述 基本 结 

定理 (K. Friedrichs[1]) 如果 了 在 区 域 GSEG 内 有 一 直到 p 阶 的 平方 可 积 的 (分 布 ) 导 数 ， 
则 (2) 的 任何 弱 解 和 在 G; 内 都 有 一 直到 (2m 十 p) 阶 的 平方 可 积 的 (分 布 ) 导 数 ， 换 名 话说 ， 当 了 
属于 W?(G,) 时 , (2) 的 任何 给 解 入 都 属于 WCG). 

系 MWR p=oo, Mil Sobolev 引 理 可 知 , FET BM woz )CC™ (Gy) HEF ule) = uot et 
Fa. erca 成 立 ， 因此, 如果 了 在 某 个 区 域 三 G@ 内 是 C” 的 , 则 (2)? 的 任何 一 个 弱 解 wzZ)， 在 某 
个 测度 为 零 的 集合 上 调整 了 共 值 之 后 , 就 在 该 区 域内 是 C 的; 从 而 ， 此 调整 了 值 的 解 就 是 微分 
方程 (2) 在 f(z) 为 0” 的 区 域内 的 一 个 真 解 

注 当 工 =- 人, 即 Laplace 算 子 时 ， 上 述 的 系 就 是 Weyl 引 理 ( 见 第 二 章 8 7)， 关 于 把 Weyl 
引 | 理 推广 到 一 般 椭圆 算 子 工 上 去 的 工作 , 有 大 量 的 文献 ; 这 些 推广 有 时 又 叫做 Weyl-Schwartz 
定理 ， 在 这 些 丰 富 的 文献 中 , 我 们 推荐 ，P. Lax[2]、L. Nirenberg[1]#1 L. Nirenberg[2]. 以 
下 的 证 明 是 著者 自己 (未 发 表 ) 的 工作 ，L. Bers[1] 曾 给 出 过 一 个 类 似 的 证 明 。 顺便 指出 , 一 个 不 
可 微 的 局 部 可 积 国 数 f(r) 是 双 曲 方程 


af o 
oudy 


的 一 个 分 布 解 , 这 可 以 从 
0 =| E f f (2) FE Day} dz (p(x, y) ECF (R?)) 


看 出 来. 
定理 的 证 明 ”我 们 只 考 虚实 值 函数 的 情形 ， 如 果 有 必要 , 我 们 就 用 了 二 az RRL, 其 中 的 
ato 是 某 个 常数 , 于 是 我 们 总 可 以 假定 强 椭圆 算 子 工本 身 满足 Garding RER 
(Prole (6>0), 
le, L*polSvlelaldla (W> 对 一 切 p, YEC?(G) 都 成 立 ， 
后 一 个 不 等 式 可 以 用 分 部 积分 法 予以 证 明 ， 这 里 ， 我 们 假定 系数 cu(z) 的 一 直到 m 阶 的 每 一 个 
导数 都 在 G 内 是 有 界 的 , 从 而 常数 6 和 不 依赖 于 检验 函数 p, PCCP). 
BEG 是 周期 的 平行 多 面体 
0=zj;=2x (J=1,2, +, n), (5) 
又 假定 工 的 系数 和 了 对 每 个 zj 都 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 ， 在 这 些 假定 下 ,我 们 考虑 定义 在 
没有 边界 的 紧 空 间 G, 上 的 函数 p(z), 这 里 , G1 是 由 (5) 给 出 的 % 维 环形 区 域 , 并 考虑 属于 CG 
的 分 布 ， 其 检验 函数 pE) 的 空间 是 由 这 样 的 0” 函数 p(z) 二 p (zi za …, mm) 组 成 的 ， 
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(4) 


它们 对 自己 的 每 一 个 变 元 zj 都 是 以 2z 为 周期 的 周期 函数 ， 需 要 指出 ， 因 为 G, 是 没有 边界 的 ， 
所 以 我 们 无 须 限制 我 们 的 检验 函数 p(z) 的 支 集 ， l 
因此 , 条 件 VW (G@) 表示 wz) 的 Fourier fest 


VT)~ viexp (thx) 
n (6) 
(k= (Ki, Bn) e= (£, s Tn) A kes Pa 2) 
g=1 
中 的 Fourier 系数 v, 满足 
Dol eel? + LA (=) (7) 
k > j=1 


这 是 因为 , 利用 分 部 积分 法 , 分 布 导数 Do 的 Fourier 系数 满足 


(D'o(x), exp(ik, 2))9=(—1)'*! (v(x), D'exp(ik, £))o= (— i)!" T] key, 
f=1 


8= (s,, So, 7%, Sn)， 

从 而 , 利用 关于 DWEL (G,) ty Fourier 系数 的 Parseval HAR, 我 们 就 可 得 到 (7). 

对 于 整数 g 三 0, 引入 Wr(G,) 空 间 是 方便 的 , 办 法 是 , 对 于 复数 w 的 序列 {w= (eko e, 
A}, 其 中 wo, 如 果 它 满足 (7)， 则 称 该 序列 是 属于 WCG) 的 ， 此 WGEA 
i, HRA Le (Ow PA 利用 关于 工 (G1) 的 完全 标准 正 交 系 (ary? 
-exp (it-2) lff Parseval 关系 式 , 我们 看 见 当 g 兰 0, 范 数 jp| =( D |, Doaa) EnF 

tslzg G, i 

io la Jeh, er~ lopexp(ik-z). 

(7) WERE S A h, dn EWG), M D FEW G), 3 H xT PEO (G), Æ 


PfEwr(G,). Hie 
pE SEW GO, MATER ARA a l (3) 
系数 的 9 阶 微分 算 子 入 都 有 和 NfEW?711(G), 
为 了 对 我 们 的 周期 函数 情形 来 证 明 本 定理 ， 首 先 我 们 需要 说 明 ， 可 以 假设 (2) 的 弱 解 
uCL (G) == 玉 (G1) 属于 W”(G,)， 下 面 来 说 明 这 个 假设 是 成 立 的 . 令 


UTI~ D> luexp(ik-x), 0(2)~ Sus(l+|E])-" exp(ik:z). 
于 是 容易 看 出 ，v(Y)EW?"(G1) 且 Vv 是 (1 一 了 I)"w=w 的 一 个 能 解 , 其 中 的 了 表示 Laplace BF 
之 .2?/sz3， 因 此 , "是 4m 阶 的 强 椭圆 方程 : 
f=1 


L(I—A)"v=f (2 
的 一 全 能 解 ， 如果 我 们 能 证 明 此 弱 解 OCW” (G1) aS RW rG,), MAGO, w= (I 一 
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A)" vis FF Wma) = Wen). BRA, ARSE ERE, 我们 总 可 以 假设 (2) 的 弱 解 入 属于 
W"(G,), 其 中 , m 是 工 的 阶 数 2m 的 一 半 ， ”| 

FH, 根据 关于 工 和 (1 一 A)" 的 Garding 不 等 式 (4), 我 们 就 可 以 把 Lax-Milgram 定理 (第 
三 章 §7) 应 用 于 下 述 结果 ，0”(G,) 上 的 双 线 性 型 : 

(p, Y)’ = (p, L* 4) MC, p)” = (0, I~— A "YY)o. (9) 
二 者 都 可 以 延 拓 为 WG) LEER, Atte WDA WG) 上 的 一 一 对 应 、 
双方 连续 的 线性 映射 到 和, 且 满 足 条 件 
(Tp, p) = (P,P) ms Tp, 9)" =(P, Bm HF p, PEW" (G,) R. 

所 以 , 存在 W"(G,) 到 分 "(G1) 上 的 一 一 对 应 ,双方 连续 的 线性 映射 Tm 二 T"(T') -5 使 得 


(p, Y) = (Pay, p)" HH p, YEW RRX. (10) 
我 们 可 以 证 明 
人 J21, Tn 把 W= (G) 一 一 对 应 且 (11) 
双方 连续 地 哑 射 到 WG) 上 ， 
事实 上 , 我 们 有 


(p, L (I—A)iy)o= (Tap, I—A)™*3p)o 对 p, VEC (GI) 成 立 . 

另 一 方面 ,利用 把 Lax-Milgram 定 理应 用 到 强 椭圆 算 子 (1 一 了 J) 江 和 (I 一 了 4)”*iL 的 办 法 可 以 知 
iH, ETE WHA WG) LM EH Ts, 使 得 

(p, L* I-A) p) = Prise, CA) p) Ht p, PEC” (G,) REIT, 
所 以 国 数 由 = (Pin 3 Ta) p, MAE GEC” (G), 都 是 (I 一 人 A)” 二 0 的 一 个 弱 解 ， 然而， 这 样 的 
wzZ) 恒 等 于 零 ， 这 是 因为 w(z) 的 Fourier 系数 w, 满足 

0=((I1— 4)" wr), exp(ik-x))9= (w(x), I—4)™* exp (ike) ) 9 

= (1+ [&]?)™*4(w(2), exp(ik-z)))= 1+ [k] w, 


故 对 所 有 的 大 都 有 ws 一 0. 因此, (Tmy; 一 Tn) 在 0”(G4) 上 为 0. 因为 三 角 多 项 式 D wrexp (ik-x) 


[El<e 
ER W (GAERA, 所 以 空间 C (GEWG) SWG 内 更 是 稠密 的 ， 因 此 , 在 
WCD 上 有 全。 一 全 
现在 , 我 们 就 来 证 明 关 于 周期 函数 情形 的 可 微 性 定理 ， 对 于 pec“ (a), 我 们 有 
F, Do= (u, L*p)o= Cu, 区 = (Zoo P)" = (Pau, I-A). 
因此 ， 对 于 
Traum Dcvexp (ike 2), PeZ hepi £), - 


利用 Parseval SAX, 可 以 得 到 
(Patt, I-A) = Sho, 1+ ED = Sh ha: 
由 wEO™(G,) 的 任意 性 可 得 cL +112) "=f,, 从 而 , 由 JEW (GOHA Tau EWG). RIE, 


由 (11) 可 知 EWG). 我 们 指出 , 相公 对 于 OZ p= (一 mm) 的 情形 , DN BIEL, EWG) ti 
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0 三 P 宇 (1 一 m) 的 情形 , 上述 结论 wE 评 汪 细 (G) 也 是 正确 的 ， 这 是 因为 ， 由 于 et 2mem+l, BF 
以 我 们 仍 可 以 利用 (11). 

最 后 , 将 对 一 般 的 非 周 期 情形 来 证 明 我 们 的 可 微 性 定理 ， 下 面 的 论证 出 自 P. Lax[2j. 

对 于 一 般 的 非 周 期 的 情形 ， 我 们 需要 证 明 在 G 的 一 点 z 的 邻近 的 可 微 性 定理 . ACC 
CFOEGHA © 的 某 邻 近 内 恒 等 于 1， 用 去 表示 pu wk 

Lu' = Bf+Nu (12) 
的 一 个 弱 解 , 其 中 六 是 一 个 至 多 为 (2m 一 1) 阶 的 微分 算 子 ， 它 的 系数 以 及 POVE xo 的 某 个 邻近 
了 之 外 都 为 零 ,并且 算 子 六 是 在 分 布 意义 下 被 使 用 的 ， 我 们 用 了 Rea Aft Nu. 

设 周期 平行 多 面体 G, 包含 了 F， 并 设想 二 的 诸 系数 在 G 内 一 一 但 在 了 之 外 一 一 作 这 样 的 
变动 ， 即 它们 变 成 了 周期 函数 但 仍 保持 了 可 微 性 和 椭圆 性 的 性 质 。 用 二 表示 这 样 变动 后 的 L. 
因此 ,ww 是 

L'u =f', th f'=pf+Nu (13) 
在 G 内 的 一 个 弱 解 . 

于 是 可 以 把 前 面 关于 周期 情形 所 得 到 的 结果 应 用 到 我 们 的 弱 解 w。 我 们 可 以 假设 弱 解 
属于 WW"(G,)， 由 于 六 的 阶 数 三 (2m 一 1) 且 其 系数 在 以 外 为 零 ， 所 以 由 (8) 可 知 广 =Bf 十 Nu 
必 满 足 

FEW” (G), HH Ay p' =min(p, m—(2m—1)) =min(p,1—m)=1—m. (Hik, (13) 的 弱 解 
ww 必 满足 

w EWr"(G,)， 其 中 的 p’=min(p+2m, 1—m+2m)=min(pt+2m,m4+1). FRE x HE 
个 邻近 内 , u 具有 一 直到 2" 阶 的 平方 可 积 的 分 布 导 数 , E, p m+), 因此 ,了 二 Bf 十 Nu 在 
x 的 某 个 邻近 内 具有 一 直到 

p" =min(g, p" —(2m—1))=min(p, 2—m) 
阶 的 平方 可 积 的 分 布 导数 .于 是 再 利用 已 经 得 到 的 结果 ， 我 们 看 出 ，% 在 加 的 某 个 邻近 内 具有 
一 直到 
p= min(p+2m, 2—-m+2m) =min(p+2m, m+2) 
阶 的 平方 可 积 的 分 布 导数 . 重复 这 样 作 下 去 , 我 们 看 出 , u 在 加 的 某 个 邻近 内 具有 一 直到 p+ 2m 
阶 的 平方 可 积 的 分 布 导 数 ， 


§ 10. Malgrange-Ehrenpreis 定理 


在 常 微分 方程 和 偏 微 分 方程 之 间 有 一 种 深刻 的 区 别 ，Peano 的 一 个 经 典 结果 指出 ， 常 微分 
方程 dy/dz 二 f(z, 9), 在 函数 具有 连续 性 这 种 简单 的 条 件 下 , 总 有 解 ， 这 个 结果 已 经 推广 到 高 
阶 方程 和 方程 组 的 情形 了 ， 然 而 ， 对 于 偏 微 分 方程 而 言 ， 情 况 就 完全 不 同 了 ，H. Lewy[1] 在 
1957 年 造 出 了 方程 


au 


ou . ou 
EA tyg 2 十 1422 Vag =F (ta), 
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如 果 了 不 是 解析 的 , 则 此 方程 绝对 没有 解 , 甚至 当 了 是 0” 函数 时 , 它 也 无 解 ，Lewy 的 例子 导致 
L. H5rmander[3] 发 展 了 一 整套 构造 无 解 的 线性 偏 微分 方程 的 方法 ， 因 此 ， 一 个 重要 的 任务 就 
是 确定 具有 解 的 线性 偏 微 分 方程 的 类 型 ， 
UE P(E) FE En Én ee, 和 的 一 个 多 项 式 ， 又 设 P(D) 是 用 D;=1 19/9%; ERE 5; 后 所 得 到 的 线 
性 微分 算 子 。P(D) 可 以 写 为 
P(D) =DD JE, = (ab ha, 01) s 


D.=DF. D} Dr. 
定义 1 如 果 忆 "中 的 某 个 分 布 至 使 得 有 
P(D)E=6=T,, 
则 称 如 为 PCD) 的 一 个 基本 解 . 
基本 解 的 重要 意义 在 于 这 样 的 事实 , 即 
ux， 共 中 的 JECY (R")， 


P(D)u 
的 一 个 解 ， 事实 上 , PAAR § 3 step anon co) RTI 4414 P(D) u= (P(D) E)*f=def=f. 
例 ik P(D) de R" hy Laplace 算 子 了 = SZ, seit zs, 这 时 , 分 布 
per, 
ya tl?" TS, a RY oo ASR TB, 
证 明 在 极 坐标 下 我 们 有 des |al"dlalds,, AMAR 9(7) 在 R 内 是 局 部 可 积 的 . 因此 ， 
1 -"(p)=lim| |217" Ade, PEDR”). 


我 们 取 两 个 正 数 e MRO), 使 得 supp (gp) BAERI SERBAR SBR ADKMGesS 
(2| SR, 并 利用 Green 积分 定理 就 可 得 到 


[ (lel 4e—Ala|**-g)do=[ (al? SEP. o Nas, 
其 中 , 8=3G 是 由 |z| =e 和 |z| = 组 成 的 边界 曲面 , 而 » 表示 enen 因为 viele =R 


Bie THEA, 这 里 , g(2) = 


EHS AERA, 当 "二 0 时 有 .1s|*-"= 0 以 及 在 内 边界 曲面 |s1=e。 bey A ab AZ =>", 
所 以 我 们 有 
f lal" 4ode=—| a ereas +( aa. (2—n) e!-"pd8. 


当 ey0 时 ， BAK ap/91z| = 之 (<;/121) ,39/3r; 是 有 界 的 ， 而 边界 曲面 [x|=e 的 面积 是 


Saeni, WE, He) 0 时， ore RATS. HA p 的 连续 性 并 作 类 似 于 上 面 的 讨论 ,可 
©1556 


以 看 出 当 e | 0 时 , 上 式 右 端 第 二 项 趋 于 (2 一 n) 8,…p (0)， 因 此 , T, 确实 是 了 的 一 个 基本 解 . 

关于 每 一 个 常 系数 线性 偏 微分 方程 的 基本 解 的 存在 性 ,已 经 被 B. Malgrange[1] $ L. Eh- 
renpreis[1] 在 1954 一 1955 年 这 段 时 期 内 独立 地 证 明了 ， 下 面 叙 述 的 结果 出 自 工 ,Horman- 
der[4], 

定义 2 $ 


Be) =( 5 POG) V's, PO O=DPO, 


aizo 


_ Dtat tan (1) 
CEP OES En | 
设 8(D) 是 一 个 常 系数 的 微分 算 子 , 如 果 
QE SCP (E), EER", 这 里 C 是 一 个 正 的 常数 ， (2) 

这 时 , 我 们 就 说 @(D) BF POD), 

定理 1 MEER H-AIRE [EL (OQ), 则 PC(D)w= 了 在 Q 中 有 解 % 使 得 对 所 有 
FP OME DUELO, KB, 我 们 在 分 布 论 的 意义 下 运用 微分 算 子 PCD) 和 8(D). 

此 定理 的 证 明 是 以 下 面 的 定理 作为 基础 的 ， 

定理 2 对 每 个 e>0, 总 有 了 (D) 的 一 个 要 本 解 有 和 一 个 与 和 无 关 的 常数 0, 使 得 


Ds 


| eu) (0) [SC sup | [hE in) |/PE) dé, wes R"). © 
其 中 ,是 入 的 Fourier-Laplace 变换 ， 
A) = Qa] eur) dr, E=E+ in, 
而 (3) 的 右 端的 有 限 性 是 由 第 六 章 S 4 的 Paley- Wiener 定理 肯定 了 的 . 
由 定理 2 导出 定理 1 在 (3) 中 用 @(D)wre 代替 z 而 这 里 的 4 和 =” 都 属于 CFR), FM 
第 六 章 S 3 的 (10) 可 以 得 到 
| (Q(D) B+uxv) (0) | = | (ExQ (D) uv) (0) | SCN (QD) usr), 
其 中 , NU) 一 Sup| | |a(é + in) | /P(E) dé. 
由 第 六 章 8 2 OD 以 及 第 六 章 $ 3 的 (15) 可 知 ，@(D)uro 的 Fourier-Laplace 变换 等 于 
(mw29(9)2(6)8(C6)， 因 为 利用 Taylor 公式 可 得 
QE +in) = Deyn Pee), 其 中 (一 人 = 这 (一 om (4) 
再 利用 (2) 于 是 


[QE+in |/POSC' WF In Se Fu sen" 成 立 ， 
其 中 的 常数 C' 可 与 。 A, 因此 


N (Qus) E @xy"7C" sup | |a(E+in)¥(E-+ in) Idé. 


利用 关于 Fourier 变换 的 Parseval 定理 , 在 用 | 1 表示 2(R") 的 范 数 之 后 , 我 们 就 得 到 
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Te 
以 及 关于 全 的 一 个 类 似 的 估计 式 ， 因 此 , 由 Schwarz PERPA, 
N(Q(D)urv) SC" jelre! joleen?! HE u, vec? (BR") 都 成 立 ， 
其 中 0” 表示 一 个 常数 , 它 可 能 与 AR, 
所 以 , 我 们 就 证 明了 
| ， (Q(D) Eu) (2)o(—2) da] < (C0) Jue“?! f ]vet®!] (u, v€Co CR"). (5) 
我 们 用 72 RO eR PK w(7) 的 这 种 Hilbert 空间 , 即 它 的 范 数 取 为 
(| ， MEDIA ax)" = Jw(ryel=!], 
因为 CO? (BR") Æ L (R) ABH AA Bie L, CR") Ra L (R) OSA, BRO, 用 
Jocze!*! [BRD (S aR RF CCR EMA, 我 们 就 得 到 
| (Q(D) Esu) (r)e7*!*! |S (CC") [u(z)'*! |, uco R"). 
于 是 映射 
u>Q(D)E»+u (6) 
可 以 根据 连续 性 从 Cr (ROA L? (BR") 进行 扩 张 ， 使 得 它 成 为 从 (BR*) 入 L, (RR 中) 内 的 一 个 连续 
线性 映射 . 因此 , 为 了 证 明定 理 1, 我 们 只 需 在 8 内 令 方 = 六 而 在 本 一 2 内 令 fi=0, HBR 
EMA u=E«f,, 
为 了 证 明定 理 2, 我 们 需要 三 个 引 理 ， 
引 理 1(Malgrange) 设 jz) 是 复 变 量 : 在 1z| 到 1 上 的 一 个 全 纯 函 数 ， 而 p(z) 是 一 个 多 项 
式 , 它 的 最 高 次 项 的 系数 为 4, 则 
LAFO E C| Fpl) d0. (7) 
WAR 设 诸 5 pe ARME <1 AES, ZS 


于 是 4 在读 间 位 加 内 是 正 出 的 , 并且 在 121-1 上 有 lp(o1- gc |， 国 此 ， 我 们 有 
any" | fete |a8=GmD- Eae) aa 


= (2ay'|(" Fead = FOO 


AAI O/A SEF pO 在 单位 圆 外 零点 的 绝对 值 的 乘积 , 所 以 引 理 1 得 证 . 
引 理 2 PASI 中 的 符号 , 如 朵 2(3) 的 次 数 三 x, 则 我 们 有 


IFO) ©) [Sp n r| IFP) |do. (8) 


证 明 我 们 可 以 假设 p(?) 的 次 数 就 是 nr 并且 
e457 > 


p(z) = [[ 2-23. 


j=1 


把 前 面 的 引 再 1 应 用 了 多项式 e-o MAME IO: Tl (2-2), 我 们 就 得 到 


j=k+1 


[fo Il 2; |s@x)- i. |f (ei) p Cel") |a0. 


4 Ae Saat 5 FE AE fat mk) A zj 的 乘积 时 , RMA SAR, AA p” (0) mi /(m—k) 1K 
样 的 项 乘 以 (一 D” Lm, 于 是 我 们 就 证 明了 不 等 式 (8)， 
引 理 3 SPO) HF (Li, Ča ots Ča) HF iel=(>) 1251” yl <co 是 全 纯 的 , m PE =P, 


j=1 
62， ”64) 是 次 数 三 m 的 多 项 式 ， 令 DE S= DCE, fo, 0, fa) 是 一 个 非 负 的 可 积 函 数 ， 它 具有 只 
依赖 于 161|, 1621,…, 1564 的 紧 支 集 ， 则 我 们 有 


[F (0)D.P (0) | lel® BOS my ua. IF (P(e) | P (0) dé, (9) 


Sep de fe Lebesgue pill RE dé dne dédny (E= É+ in). 
证 明 设 1(z) 是 整 全 纯 函 数 ,我 们 把 (8) 应 用 到 函数 J(7z) 和 Pp(rz) 上 ， 于 是 得 到 


[FOPO (0) | rs i | f(re'd pre") Jae. 


设 %(r) 是 具有 紧 支 集 的 非 负 可 积 函数 ， 用 2ryy (7) 乘 上 述 不 等 式 ， 再 对 7 积分 ， 于 是 我 们 就 
得 到 
(Flop Coy yD ss OO (10) 

XE, d= rdrdo 并 且 积分 已 扩大 为 沿 整个 复 的 t 平面 进行 积分 ， 我 们 把 (10) 依次 一 个 一 个 地 
应 用 到 变量 名 ,564，…, 6。 上 去 就 可 以 得 到 引 理 8, 

定理 2 的 证 明 4 PD)u=o, 其 申 的 E07 (R")， 寺 是 P(E)h(5) = 人 6， 我 们 这 样 来 应 用 
引 理 3 , 即 令 了 (5) = HE +2), TH PEF OKRA PO), 并且, 当 |E| 三 e 时 令 1D(6)1=1, 而 当 
I>e HAIPO AAPOSD DPE) |, FEHB 


KOLO, EA WEF OP(E+4 [de =€, | ne, (OE +E Idé. 
于 是 , H Fourier 积分 定理 可 知 


lu sm [as tasso| | ([1oE+0 1/P eas je 


So ff prenl E+E tin MPC an’ as. 
另 一 方面 , MIE Sent, 我们 有 


P(E+€') /万 (5) 0,, 
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DPE +E) => EDP, 
B 


(A 
AT IE Se 时 , [DP E+E) BORAR. MARNA 

jC S00s|(| (E+E + int) |/PE +E) a dy ) dC, an 
其 中 lol'=f ([le+im 1/B E déin (uE), 


而 Cs 是 某 个 只 依赖 于 的 常数 . 
我 们 指出 , lol 的 有 限 性 可 由 第 六 章 84 中 的 Paley-Wiener 定理 得 出 来 . 考虑 空间 OG? (R, 
CEO RAFA Il 的 完备 化 空间 ， 这 时 , 由 Hahn-Banach 延 拓 定理 可 知 , RHEE L: 
v=P(D)u>u(0) (其 中 的 uEC3 (R")) 
可 以 延 拓 为 一 个 定义 在 68(R") 上 的 连续 线性 泛 函 ， 同 空间 ZL1(B") 中 的 情形 一 样 , 我 们 知道 存 
在 某 个 关于 测度 (8) didn Æ a. ©. 有 界 的 Baire 函数 k(E+in), 使 得 延 拓 后 的 线性 泛 函 工 可 以 
Lo)=| (ftim Etin)/Be) -a )an. (12) 
当 w(z)EC8Y (REDRA oth BBE b> co 而 趋 于 Ohh, oTe BEDR) 的 拓扑 下 对 于 
WA Ini Se tn 一 致 趋 于 零 ， 因 此 , 由 第 六 章 1, 我 们 容易 看 出 ， 作 为 持 的 函数 的 如 个 十 让 在 
E(B") 的 拓扑 下 对 于 满足 17| 三 e 的 了 一 致 趋 于 零 . 所 以 ,由 (12) 可 知 工 定义 了 一 个 分 布 TEDCR") 
因此 , 由 第 六 章 §3 的 (5) 可 知 
L(v) = (P+¥) (0) = (T+) (0). (13) 
因此 , RRM E=T, 则 定理 2 得 证 ， 这 时 , (3) 式 显然 可 以 从 (11) 式 得 出 来 


$811. 具有 一 致 强度 的 微分 算 子 
上 一 节 的 存在 定理 可 以 推广 到 线性 微分 算 子 
P(a, D) = >Ja,(2)D,, (1) 


它 的 系数 a.(z) 在 BR" 的 有 界 开 域内 是 连续 的 ， 
定义 SPE, = (SIP, DP) ,其 中 的 < 看 作 参数 如 果 


sup Pa, £)/P(y, E) <o, (2) 


Tye OER 


MRP a, D) 在 内 是 一 致 强度 的 算 子 . 


so è o è o 9 


例 考虑 微分 算 子 Plz,D)= 之 ，Drai(z)D'， 其 系数 在 @ 内 是 O 的 有 界 实 函 数 且 


lal, iilam 
Gaz) 二 04,:(Y)， 如 果 存 在 某 个 正 的 常数 5, 使 得 
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ST fa, (Ze 2308 y 在 口内 成 立 ， (3) 


[sl,l4]=m 


则 称 P Co, D) 是 强 椭 加 的 ( 见 第 六 章 $ 9), EIT, Pa, D) VALI), TH, & Pe D) 在 
R- HHA PIERO PE LAD, MER 
(4) 
是 乘积 空间 OX {zw <r) 内 的 一 个 抛物 算 子 .容易 看 出 算 子 (4) 在 此 乘积 空间 内 也 是 一 致 强 
度 的 . 

定理 (H6rmander[5]) W P(e, D) ER 的 有 界 开 域 2 内 是 一 致 强度 的 算 子 ， 则 对 任何 
一 点 a9, 总 存在 中 的 某 个 开 子 域 01, 使 得 CO, 并 且 方 程 P(z, Du=f HEA STELO) 都 有 
一 个 分 布 解 UCL? CO), 此 外, 对 任何 一 个 固定 的 点 xEQ, 以 及 每 一 个 弱 于 P(x,D) 的 8(D), 该 分 
布 解 之 都 使 得 @(D)xEZ2(2)， 

证 明 记 P(z"，D)=Po(D)，、 所 有 具有 常 系数 且 弱 于 PD) 的 微分 算 子 组 成 的 集合 是 一 个 
有 限 维 的 线性 空间 ， 这 是 因为 , 这 些 算 子 的 阶 数 都 不 可 能 大 于 Pu(D) 的 阶 数 . 因此, 存在 PD), 
P,(D), …, Py(D), 它们 构成 了 弱 于 Po(D) 的 那些 微分 算 子 的 一 个 基底 ， 于 是 我 们 可 以 把 PQ, D) 


P(%, D) =Po(D) + ,0+)P;(D), ;C2") =0, (5) 
j=1 . 


其 中 , 诸 05(7) 是 中 内 唯一 确定 的 连续 国 数 ， 
由 上 一 节 的 结果 可 知 , 存在 一 个 由 PODA LOAA R RER T T, 使 得 
Py (D) Tf =f HREH FEL? (Q,) Maerz, (6) 
并 且 诸 算 子 PDT FEAR POQDAPQ)AHATRELARN, KB, 2, 是 名 的 任 一 开 子 
域 ， 我 们 只 需 把 Tf 取 为 B*f EQ, 上 的 限制 , 这 里 , 4, A, f=, mE RE- A, f=, 
方程 P(x, D)u=f Sit 


N 
Po(D)u+ >1b(2)P;(D)u=f. (7) 
g=1 
RR PRIA u=To 的 解 ， 把 它 代 入 (7) 之 后 , 由 (6) 可 得 
v+ br)P; CD To= f. (8) 
了 =1 


HORREA LOJA LONAWR TREAT POT 的 范 数 之 和 . 因为 gj(z) 都 是 连续 的 
且 b; (2°) =0, 所 以 我 们 可 以 把 介 ,3x? 选 得 如 此 之 小 , 使 得 


Cbl) < 之 1/N 对 每 一 个 EA (J=1, 2, e, 2) 者 成立, 
我 们 可 以 假设 上 面 这 所 不 等 式 对 属于 Q 的 紧 闭 包 的 任何 一 个 x 都 是 成 立 的 ,因此 ， 算 子 


这 26;(z)P;(D)T 的 范 数 小 于 1, 从 而 可 以 得 到 方程 (8) 的 Neumann 级 数 解 (第 二 章 红 的 定理 2): 
j=1 


v= (1+ DbP;(D)D f = Af, 
j=1 oo 
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其 中 , 4 是 一 个 由 LONA LQ 内 的 有 界线 性 算 子 ， 因 此 ,w= 了 4 就 是 所 要 寻求 的 关于 方程 
P(z, Diu= 了 的 解 


§ 12. T Ere (Hormander 定理 ) 


在 第 二 章 8 7 中, 我 们 已 经 定义 过 PD) HALA, FF LEN Hormander 定理 的 
这 样 一 个 结论 , 即 如 果 P(D) 是 亚 椭圆 的 , 财 对 于 任何 一 个 正 的 大 当 数 Ci， 总 存在 某 个 正 的 常数 
C: 使 得 , 对 于 代数 方程 PC6) = 0 IN OR CE + in 都 有 
Hini <C mh, [E <C (1) 
为 了 证 明 逆 命题 , MOAM PCD) ERARE, 我 们 需要 
引 理 (Hormander[L1J) ”由 (1) 必 可 以 得 到 


= ECR" HE >% it, D POE) 2 PO E) o. (2) 
le|>0 1al 立 0 
证 明 我 们 首先 证 明 , 对 任何 一 个 实 向 量 @ER" 都 有 


4 ECR" HJE oof}, P(E+ @) /P(E) ->1. (3) 
:在 适当 地 选取 坐标 之 后 , 我 们 可 以 认为 日 = (1, 0, 0, …, 0)， 由 (1) 可 知 
“4 In| <C, 和 |£|>Camt, P (É+ in) £0. 
这 时 ， 如 果 | 引 三 Ci 二 Cs HPCC) =0, MABEL (SO, MA, BIR, A HE +i! 之 
后 就 必定 有 , KH ln |SC,, 或 者 相反 地 | 外 | <C, AIEEE, AT En éa os ,以 固定 什 
之 后 , 我 们 就 可 以 把 已 ( 司 写 为 
P()=CTT €t), C40, 


bel 
FEHB, (ta, éne, EDEP WEA, FR, MELLO +C, 时 ， 我 们 就 有 | 所 一 所 | 全 Ci 因此 ， 当 
IEI 2C.+C, 时 
. PE+0) Bl 站 1 
BEZON “Tats Fit, =I[Q +i) 


k=i 


满足 


P(é+@) m- 
PT —11 Smor' (torte, 


只 要 把 C: 取 得 充分 大 , 我 们 就 可 以 把 01 取得 任意 大 . 于 是 我 们 就 证 明了 (3)， 
根据 Taylor 公式 , 我 们 有 


P(E+n) = St pe On, 
从 而 有 
> PEHO) =P) > s, (4) 
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共 中 ，7e 是 任意 实 向 量 而 已 是 任意 复数 . 用 适当 选取 太志 和 wn 中 的 方法 就 可 以 使 系数 
Se), lal cm, 取得 给 定 的 任何 值 ， 否 则 , 必定 存在 不 全 为 零 的 常数 Ce, lalim, 使 得 对 


FA nA DC =0, lk, ATRAE, 有 
PO) = SUPE). 
t= 


因为 当 lal +0 时 , 上 式 右 端 的 主 部 必须 互相 抵消 掉 ， 所 以 必定 有 之 ,下 一 0. 于 是 由 (3)， 我 们 就 


得 到 (2). 

KR BEEP (OME WARD, FE PE) =P E) P(E) ME), 此 外 , MR CKD) 
弱 于 Pj;(D) (j=1, 2), Wl Q,(P)Q2,(D) REEF PWD), 

证 明 ”利用 关于 函数 乘积 的 微分 的 Leibniz 公式 ， 我 们 知道 POE) P EA PEF 
数 ( 出 现 的 导数 的 阶 数 之 和 至 |aj) 的 乘积 的 某 种 线性 组 合 ， 因此, (2) 对 于 P(5) 成 立 ， 系 的 后 一 
个 结论 可 以 类 似 地 予以 证 明 . 

现在 我 们 就 来 证 明 

定理 (H6rmander[1]) P(D) 是 平 椭圆 的 , 当 且 仅 当 条 件 (2) 成 立 ， 

证 明 “ 仅 当 ”部 分 已 经 证 明 过 了 (第 二 章 57 以 及 前 面 刚 证 明了 的 引 理 )。 REREN” 
的 部 分 . 

设 介 是 局 的 一 个 开 子 域 ， 考 虚 分 布 wE 罗 (@) ， 如 果 对 于 任何 一 个 pEr), m= pu Hy 
Fourier 变换 如 都 满足 ( 见 第 六 章 $ 2) 


f, A+ IEID láo (E) [?dé<0o, SEMIN vo = pouEW*?(R"), (5) 
则 称 分 布 属于 Htse(9). 
借助 于 第 六 章 § 7 的 Sobolev 引 理 ,“ 当 ”的 部 分 可 以 由 下 述 命题 得 到 证 明 , 即 
设 已 (5 满足 (2)， 如 果 分 布 CDA 满足 


P(D)uCHi (A), 这 里 , s 是 一 个 正 数 ， (6) 
则 u 必 属 于 Hilh), 
ZERA, WREN POUE, Mh pa hy Leibniz 公式 可 知 对 每 一 个 正 数 s 都 有 
P(D)uCHi (2). ‘ 


(6) 的 证 明 是 建立 在 下 述 两 全 引 理 的 基础 上 的 , 即 

引 理 1 ie fEew*?(R") i peCy(R"), &B0, Ml yfEW'2(R"). 

引 理 2 设 己 ( 包 满 足 (2)。 则 存在 某 个 正常 数 u, 使 得 当 ECR", 1 一 ce 时 ， 对 每 一 个 gx 寺 0 
ahr ||P“ E| /| P(g) |->0, 

引 理 1 的 证 明 缓 一 步 给 出 , 至 于 引 理 2, 这 里 将 不 予 证 明 ( 关 于 引 理 2 的 证 明 ,我 们 建议 读者 
去 看 L. H6rmander[6] 或 A. Friedman[1]), 
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下 面 , 设 Q, 和 Qo 是 虽 的 任何 这 样 的 开 子 域 , 即 它 们 的 闭 包 9? 和 人 8 都 是 紧 的 并 且 OTSA, 
SQ, HEER § 11 fy Schwartz 定理 可 知 , 当 把 分 布 xeD(Q)' BAR DO)" 的 一 个 
分 布 时 , 它 是 某 个 函数 v(2)EL? (90) 的 形 如 Div 的 一 个 分 布 导 数 ， 设 PCT (20) 是 这 样 的 函数 ， 
使 得 在 Q, 内 gp(z)=1， 这 时 ，w=w 二 D'pv 这 样 的 分 布 都 属于 DQ), HA pvEL?(B"), 所 以 
我 们 知道 , 存在 基 个 (也 许 是 负 的 ) 整 数 , 使 得 

P© (Djus =P® (D)D'pveW'*?(R") 对 每 一 个 a 都 成 立 , (7) 
因此 , 由 引 理 1 和 广义 的 Leibniz 公式 ( 见 第 一 章 8 ai 
P(D) Gt) = pP (D)w + = p Depi PO (D) toy (8) 


lai>o % 


BUNT ATA PD) wo EA ioc (O) EH, 对 任何 peer tv 


P(D) yyy Wh (RY), Herb fy k, =min(s, $). (9) 
因此 ,ww(z)=gi(z)uo(z) 的 Fourier Ei 4 (HME 
f P@ME A+1EID® dé<co, (10) 


从 而 由 引 理 2 可 知 
[IPO OO A+ EDE <o0, 这 就 是 说 
对 每 一 个 a 站 0 BA PO (Dja eWt (R*) , (11) 
设 9, 是 O 的 任何 一 个 这 样 的 开 子 域 , 使 得 闭 包 08 是 紧 的 并 且 包 含 于 91 之 内 ， 于 是 ,利用 前 
面 的 (8) 和 (11), 我 们 就 证 明了 对 任何 一 个 PsE0?(82) 都 有 
P(D) pan EW? (R®), Serb fy y= min (s, ka + p), MT 
HEA a0 WAPO (D) pan EWR), 
重复 这 种 推理 有 限 次 之 后 , 我 们 看 见 , 对 人 的 任何 这 样 的 开 子 域 O, O 的 闭 包 是 紧 的 且 包 售 
FAZA, RE Per (OBA 
PO (D) pucW*?(R") 对 一 切 a 寺 0 aoe, 
因此 , H POE =e BHO 就 得 出 了 pucW*?(R*), 
引 理 1 的 证 明 vf 的 Fourier 变换 是 
(a) bon FE—mMdn ( 见 第 六 章 53 的 定理 6)。 
所 以 我 们 应 该 证 明 , 对 于 s20 有 
| aiD] fnDanlias<o. 
由 Schwarz 不 等 式 可 知 , 上 式 小 于 
f ari [ 16 didn { 1D IPE- Ian Jag 
En R’ R” 


( 
=| .plan[| |, CHIEDI DOE- adn]. ” 
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这 时 , 我 们 需 使 用 不 等 式 
AHED A+ + Ea), (13) 
后 者 可 以 用 


ttl” 2 ay 1+ Ean? 
epee Sta tll), 40 +1812 ET 


来 证 明 ， 由 (13) 可 知 , (12) 的 右 端 小 于 | 1) dn IRL 


aj PROIE: Inid "an (| (a+lé—nl fE- |*d8), 


因为 JEWRY Lý MES RY, 所 以 上 式 的 积分 是 收敛 的 . 
因此 , 我 们 的 引 理 得 证 . 


进一步 的 研究 成 果 

1. 设 P(x,DD) 是 一 个 具有 CO) 系数 的 线性 偏 微分 算 子 ， 如 果 它 满足 以 下 两 PA: i) 
P(w",D) 对 于 每 一 个 固定 的 **E9 都 是 亚 椭圆 的 ; 这 对 于 每 一 个 固定 的 2 AR E, 当 ECR", 
上 ->coe 时 , 总 有 P(x ) =0(PG@',2)), WRR PG, DE OCR" 内 是 形式 亚 椭圆 的 . L. Hör- 
mander[5] 和 B. Malgrange[2] E EH FMP RFP @,D), mR FCC”, MA EPE, D)u= 
了 AENA mi uD), 在 改变 它 在 某 个 测度 为 零 的 集合 上 的 值 之 后 ，% 就 在 使 了 为 C” 
的 那个 开 子 域 伍 8 内 是 C” 的 ， 可 以 改进 前 面 关 于 常 系数 情形 的 证 明 ， 使 它 可 以 应 用 于 形式 亚 
椭圆 的 情形 , 例如 可 参看 J. Peetre[1]. 

2. I. G. Petrowsky[1] 实 质 上 已 经 证 明了 PCD)4==0 的 一 基 分 布 解 wED(R")' 是 局 内 的 解 
析 函 数 的 充 要 条 件 是 ， 书 (多 的 最 高 次 ( 即 勾 次) 的 齐 次 部 分 P(E) Ht F ECR 没有 零点 ， 如 果 
P(E) ILA, 则 称 P(D) 是 (解析 ) PEKS. 对 这 种 情形 已 经 证 明了 次 数 m% 是 偶数 并 且 PD) 
是 亚 椭 加 的 .我 们 指出 , 解析 椭圆 算 子 PO) 的 亚 椭 图 性 也 可 以 用 第 六 章 § 9 的 Friedrichs 定理 
PEH. 这 是 因为 , 由 于 Pu(E) 没有 零点 , 故 用 Fourier 变换 容易 看 出 PO R-P) EEK 
圆 的 .至 于 Petrowsky 定理 的 证 明 ， 例 如 可 参看 工 . H6rmander[6]、F. Trèves[1] K C. B. 
Morrey-L. Nirenberg[1], 
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第 七 章 对 偶 算 子 


§1. 对 偶 算 子 
转 置 和 矩阵 的 概念 可 以 通过 下 面 的 定理 1 推广 成 为 对 偶 算 子 的 概念 ， 
定理 1 设 X, 了 是 局 部 号 线性 拓扑 空间 而 X, Y, 分 别 是 其 强 对 侦 空间 ， 设 了 是 肌 DT) 
有 入 了 内 的 线性 算 子 ， SERB Xx, 中 满足 条 件 
(Ta, yy =x, 对 于 一 切 ZED (TD) 成 立 (1) 
BRL, WAER DOMEX HAEN x' Eh y EAEN. | 
证 明 ”由 于 问题 是 线性 的 , 我 们 只 需 研究 条 件 : 
由 kx, x'》=0 HFH EDT Reis SH a’ =0, 
于 是 , 由 于 线性 泛 函 w 的 连续 性 ,“ 当 ”的 部 分 是 显然 的 ， 假 设 了 (7)" 寺 和 ， 则 由 Hahn-Banach 
定理 , 必 存 在 x4 二 0 使 得 对 一 切 EDT), <x, e=; 因而 “ 仅 当 ”部 分 也 就 得 证 . 
定义 1 SHR DWT) =X HA) 定义 一 个 满足 Ty =a REAT T. T 称 为 的 对 
(RIVER Ts 它 的 定义 域 DCT') 是 那些 使 得 存在 满足 (1) 的 wEX' Hy EY, 的 全 体 , 而且 Ty = 
a’, Fig r 是 映 DCT') SY; A X, 内 的 线性 算 子 且 使 得 
(Ta, y'>=<a, Ty) 对 一 切 xED(T) 和 一 切 yED(T") 成 立 . (2) 
定理 2 如 果 D(T) =X AT LESH, MT’ BOR, A X, ESET, 
证 明 对 于 任何 EY;，XITx,y 是 xEX 的 连续 线性 泛 函 , 因而 存在 wEZ 以 使 Ty =e", 
设 B 是 耳 的 有 界 集 ， 那么 ,由 了 的 连续 性 , 象 TB= {Tzx; xEB} 是 了 的 有 界 集 . FE, 根据 定义 关系 
ACP, y >=《2,z >， 由 纪 按 了 的 有 界 收 敛 拓扑 (在 第 四 章 $ 7 中 给 出 的 ) 收 敛 于 0 必 导 致 ? 按 
X 的 有 界 收敛 拓扑 收 化 ,因此 T ER Y, A XS 内 的 连续 线性 算 子 . 
例 1 设 卫 = 了 是 赋 以 (1)- 范 数 的 % 维 欧 几 里 得 空间 ， 对 于 任意 连续 线性 算 子 TE 
D(X, X), + 


Pa=y, Herp w= (8, 2a, t, Sn) A Y= (9), 92; …; Yad. BBA J= tut; (€=1,2, n), 从 


j=1 


而 对 于 = (2), gz， 2a) ACTH, 2》=《y, y= 之 4523 = > (Pt) = 之 .vi (Sata) 于 


Æ Tz=w H w= 之 ,#31(j= 二 1,2,…,) 给 出 ， 这 就 证 明了 相应 于 T' 的 矩阵 是 相应 于 兄 的 所 
PEIE BEERE, 
例 2 iz X=Y Æ X Hilbert Bia 03, VE T,EL(X, X) h 
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Talai Lo, ees Tis ve) = (La, Lasts ntz oer) 
定义 ， 则 由 于 
CT q (Zi Ga, 0°), (Zi Say 0) 5.a Way hat Eara He 
我 们 得 到 
n-1 


TE (81, 22, °°) = (0, 0, °, 0, 2, 2 vee) 
n\ 19 “25 T xs 9 Ma Who O25 bd 


因 为 | (21, 22, +) | (Sa) > n=>00) R [Pan 22, [一 | Cr, 22, l, RNA 
命题 1 RB LCX,YYA LY, XD) ARRA TT" 按 算 子 的 简单 收敛 拓扑 一 般 不 是 连续 的 ， 
即 由 lim? «= Tax 对 于 一 切 xEX 成 立 不 一 定 能 推出 mPay =T'y' 对 于 一 切 YEF 按 X, 的 强 对 
偶 拓 扑 成 立 , 
定理 2” 设 7 是 把 赋 范 线性 空间 XX 上 陕 和 人 赋 范 线性 空间 了 内 的 有 界线 性 算 子 ， 则 其 对 侦 算 子 
T ER Y, A X, 内 的 有 界线 性 算 子 且 满 足 
[Z71=17"I. (3) 
证 明 由 定义 关系 式 Tr, y= <2, 2'>, 我 们 得 到 
[7"y'| = |2"| =sup|<, «'>| 
=sup|<Pa, y> Sly] sup 72] sy] 171, 
Awis KARERE. ATEN EX, 存在 foEY' HA fol =1 及 f(a) = 
(Taq, for= [Tæ], FE fo =T fo WEE, foo= | Taxol, 因而 
| Tol =se, TOST fol: deol = 12" | - jxof, BD 
ITiS]. 
定理 3 i) RT AS ORT LX,Y), H (aT + BS)'=(aT"+fS'), ii) REBT T, S 
{#3 D(T), DS), R(T) A ROS) MAS FX, A SCLCX, X) E. D(T)*=X, 则 


(ST)'=T7'S'. (4) 

此 外 ,如果 D(PS)*=X, W 
(TSY ZST, ITSY Æ ST 的 扩张 . (5) 
证 明 D&AD. 11) D(ST) =D) 在 和 中 是 稠密 的 , 因而 (ST)' 存在. 如果 yE, 


则 对 于 任何 xED(T)==D (ST), (Ta, S'y>=<STa, y>=<x, (ST)'y>, 这 就 证 明 S'yED(T') 和 
T'S'y=(ST)'y, BGT)'ST'S', RY, Ue yEDT S), BN S'yED(T")， 则 对 于 任何 CD(T) = 
DST), To y= (Ta, S'y>= <a, P'S'y>, KRE YED (STY MIST) 'y =7'S'y, BN T'S'S 
CST)", 我们 于 是 证 明了 (4)， 

为 了 证 明 (5)， 设 yeD(S'T") =D(T')， 则 对 于 任何 zED(TS)， 有 (TSz, 办 一 《Sr， T'y)= 
<a, SYT'Y》， 这 就 证 明了 ED((TS) M(S)'y=S'T"y, B STSI), 
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§2. 伴随 算 子 
转 置 共 因 矩 阵 的 概念 可 以 通过 下 面 定义 1 推广 成 为 伴随 算 子 的 概念 ， 


定义 1 ig X, Vid Hilbert 空间 ,而 7 是 映 D(T) SEX AY REBT. ue D(T)"=X Ti 
T 是 卫 的 对 偶 算 子 ， 于 是 (Tie =<, Ty MF CDT), CDT) Mar, RB JRT 
一 对 一 的 保 范 共 罗 线性 对 应 XID fn CX (在 第 三 章 §6 的 系 1 中 定义 的 ), 则 
(Tx, y'>=y' (Tx) = (Tx, J ry), <a, Ty = FY) (2) = @, J T'Y). 
我 们 于 是 有 
(Ta, Jy’) = (a, J T'Y), Bl (Ta, y) = ,TxT Jr *y). 
FY =X 的 特殊 情况 ,我们 记 


T* =J T'J z! 
且 称 7* 为 的 伴随 算 子 . 
注 J XE Hilbert 空间 (12), 象 前 节 例 中 一 样 , 我们 看 出 , 相应 于 T* 的 矩阵 是 相应 于 
Ty Sai RE T BG EEE, 


同 对 偶 算 子 的 情况 一 样 , 我 们 可 以 证 明 
定理 1 当 且 仅 当 D(7)*== 匀 时 T* 存 在 ， 其 定义 如 下 : yEX BEER) AR ERY 
存在 y EX 使 得 
(Tz, y) = (a, 9*) 对 于 一 切 xED(T) 成 立 ， (1) 
而 我 们 定义 T*y=g*. 
利用 线性 算 子 4 的 图 象 G(4) (图 象 是 在 第 二 章 $6 引入 的 ) 我 们 可 以 将 上 面 的 定理 重新 


写 为 : 
定理 2 我 们 引入 映 匀 x 卫 和 人 天 x 卫 内 的 连续 线性 算 子 为 
Vix, y} ={—y, 2}. (2) 
则 (VGCT))+ 是 线性 算 子 的 图 象 当 且 仅 当 D(T)*=X, 而 且 事实 上 , 我 们 有 
G(T*) = (VG(T))+. (3) 


证 明 条 件 { 一 Tx, 2} Ly, yw SOF (Te, y) = (a, y) TEEM? 由 定理 1 得 证 , 

系 T* 是 闲 线性 算 子 , 因为 线性 子 空间 的 正 交 补 是 闭 线性 子 空 间 . 

定理 3 KTARMDMSX 入 站 内 的 线性 算 子 且 使 得 DZ) =X, WTR FARRE 
4 HAH T** = (7*)* 存在 , BN AI DT) =X 

证 明 充分 性 ， 由 定义 我 们 有 TORT, 且 由 上 面 的 系 知 7**= (7T*)* 是 闭 的 ， 

必要 性 . 设 S 是 了 的 一 个 闭 扩 张 。 则 G(5) 包 含 G(T)* 作为 它 的 一 个 闭 线性 子 空间 ， 因 而 
G(T)? 是 线性 算 子 的 图 象 但 是 由 内 积 的 连续 性 有 G(T)"= G(T) = (G(T) +)+, 而 且 ， 另 外 由 
VG(T*)=G(T)*, REMA VGO) ) t=T), WA, (VGCT*))+ 是 线性 算 子 的 图 象 于 是 
HEH 2A D" =X H T** FE. 

系 ED =X HREF, 当 且 仅 当 T=T** 时 了 是 闭 线性 的 
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证 明 充分 性 是 显然 的 ， 注 意 上 面 得 到 的 公式 G(T)*= 二 G(T**), 必要 性 也 就 证 明了 。 因为， 
H G(T) =a) BSR THT, 
定理 4 处 处 有 定义 的 闲 线 性 算 子 必 是 连续 线性 算 子 . 
证 明 由 闭 图 象 定理 , 这 是 显然 的 ， 
定理 5 如 果 工 是 有 界线 性 算 子 , 则 T* 也 是 有 界线 性 算 子 , H 
171= 17*1. 


§ 3， 对 称 算 子 和 自 伴 算 子 

一 个 厄 尔 米 抢 阵 是 与 它 的 转 置 共 斩 矩 阵 相等 的 穗 阵 ， 我 们 知道 ， 这 样 的 矩阵 可 以 利用 向 量 
空间 的 适当 的 ( 复 ) 旋 转变 成 对 角 和 矩阵 ， 而 在 这 样 的 向 量 空间 中 矩阵 起 着 线性 算 子 的 作用 。 现 将 
尼 尔 米 矩阵 的 概念 推广 成 为 Hilbert 空间 中 的 自 伴 算 子 的 概念 . 

定义 1 EX Hilbert SH, ADEX 入 耻 内 的 线性 算 子 称 为 对 称 的 , 如 果 TDM, 即 
如 果 T* 是 的 扩张 ， 请 注意 , 由 2* 存在 的 条 件 必 导致 DT) =X 

命题 1 如 果 了 是 对 称 的 , 则 T** 也 是 对 称 的 . 

TA 因为 下 是 对 称 的 ， 我 们 有 CT )IDA)RDP)Y=X. HUD)=X, At 
P** = (T*)* 存 在 ,T** 一 定 是 了 的 扩张 , 因而 DODDO). FR, 重新 利用 DT)=X, 我 们 
有 DOT**)?= X, Sig 7*** = (TIETE, 由 于 ?+ 之 了， 我 们 有 T**or*, 于 是 [*** T** 这 
就 证 明 T** BER, 

RO HRAT TERARI T = (7T*)*, 

定义 2 线性 算 子 T 称 为 自 伴 的 , 如 果 了 =T*. 

命题 2 自 伴 算 子 是 闭 的 ， 而 处 处 有 定义 的 对 称 算 子 是 有 界 和 自 伴 的 . 

证 明 ”由 于 是 自身 的 伴随 算 子 ， 任 一 自 伴 算 子 是 闭 的 。 而 命题 的 最 后 论断 可 由 处 处 有 定义 
的 闭 算 子 必 有 界 ( 闭 图 象 定理 ) 这 一 事实 得 证 . 

例 1 (Hilbert-Schmidt 型 积分 算 子 ) —-osa<bSojf-#R L (a, 5)。 设 玉 (s, 让 是 
对 于 a 三 s, tb 的 复 值 可 测 函 数 且 满足 


FF |K (s, t) |?ds dt < +00, 
对 于 任 一 z(t)EL2 (6, b), 我们 定义 算 子玉 为 

(K-2)(s)=[ Kl, Da, 
AFR Schwarz 不 等 式 和 Fubini-Tonelli 定理 , 我 们 有 


fia) (a) ass f IKG, Dem ze 


因此 下 是 映 L(a, BA Lxba, 术 内 的 有 界线 性 算 子 且 有 IK1S([ |’ IE, CORT 
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HEF KEM (K*y)(t) 一 | E, Dy) ds 定义 .因此 是 自 伴 的 , 当 且 仅 当 K(s,) = 8) 


对 于 几乎 所 有 的 s, t 成 立 . 

例 2 (量子 力学 中 的 坐标 算 子 ) X=, ©), 4 D={alt); z(t) 和 tiz(t) 均 
EL? (—oo, 50)}，。 则 在 DD 上 用 Tx(t) 二 .x(t) 定 义 的 算 子 ZT 是 自 伴 的 . 

证 明 显然 D"=X, 因 为 诸 有 限 区 间 的 特征 函数 的 线性 组 合 在 (一 co，co) 中 是 强 稠密 的 ， 
ix EDHE T*y=y*, MRF) EDE D, 有 . 


| tal t yaya = | TOOLI 


如 果 我 们 令 x( 四 是 区 间 [a，to] 的 特征 函数 ， 则 有 | iyya =|" y*(t)dt, FRM, f 


to J= Eo) HEIL RAIN 如 成 立 ， 所 以 有 39ED MIT *y(t)=t-y(t), Kz, 很 显然 , 由 
YED 必 导致 yED(T*) 及 T*y(t)=t -y(t), 

例 3 (量子 力学 中 的 动量 算 子 ) 设 卫 ~ 二 (一 oo, co)， 令 DD 是 这 种 x(1)EL2( 一 oo, co) 的 
Ast, x() 在 每 一 有 限 区 间 绝对 连续 且 其 导数 z(t)EL?( 一 00, 00), IZED bey Pa(t) = i> w(t) 
KELKAT TE HEH. 

证 明 设 连续 函数 z(t) 定 义 为 

z(t) 二 1 对 于 tela, 10]，zn(t)=0 对 于 ta 一 n-! MHF tlt tn, 
zn(t) 在 [a 一 n-!，Q] 和 [to, to 十 4-!] 上 是 线性 函数 . | 
则 对 于 ce, ta An 的 不 同 的 值 , 形 如 zn(t) 的 函数 的 线性 组 合 在 L*( 一 oo, co) 中 稠密 ， 于 是 万 在 开 
中 稠密 . 
设 yED(T*) 及 T*y=y*， 则 对 于 任何 zED, 有 


| OTOLE z(t Ed. 
WRB ot) z(t), 我 们 得 到 


中 OF 


ba 


因而 , $ n>, HFIP EH aA oRMAN GO- Oe, 显然， 利用 


Schwarz 不 等 式 , 知 y*(t) 在 任何 有 限 区 间 上 可 积 。 于 是 9(to) 在 任何 有 限 区 间 上 关于 to 绝对 
连续 ， 因而 对 几乎 所 有 的 to RITE ity (to) =y* (Eo), BELLA yED AM P*y(t)=t y(t), B 
之 , 设 3%EZD， 利 用 分 部 积分 , 则 


[Pe ORD a= Te D+ [COT EDA. 


根据 z(t)8( 加 在 (一 co, co) 上 的 可 积 性 , 我 们 得 知 
imi BOORI =0, 因此 | many Ha =(" TA, 
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于 是 yED(TY) BT* y(t) =t-'g"(t). 

定理 1 MRACRTRAGRST M T EE. 

证 明 了 =7T* 等 价 于 (VGCT))+=GCT)， 我 们 同样 有 GOT") =VG( 一 了 T), 于 是 由 (一 了 7)*= 
—T*=—T7, 4 VG(—-T))*=G4(-T), 从 而 

(VG(T"'))*+*=G(—-T)*= (V@(—-T)) Pf =VG(—-T) =G(T"), 
A. 《2 -0D* 一 全 -1 
在 上 面 的 证 明 中 , 用 到 了 了 根据 (一 了) 的 封闭 性 而 得 出 的 等 式 (VG( 一 7T)) "=VG( 一 7). 

R Hilbert 空间 及 中 的 对 称 算 子 TT 是 自 伴 的 , 如 果 D(T)== 了 或 者 如 果 R(T) =X, 

TR DOT) = 对 的 情况 已 经 证 明 ， 现 将 证 明 RO) = 郑 的 情况 ， 因 为 由 Tz=0 必 推 出 0= 
(Tx, y) = (a, Ty) 对 于 一 切 EDT RA, ieh R) =X eA r=, BUMS TE, BE 
同一 样 一 定 是 对 称 的 而 DCT) = RCP) =X, ASDA MIM RAST 必 是 自 伴 的 . 
于 是 由 定理 17= (TM!) 是 自 伴 的 . 

我 们 可 以 由 任 一 闲 线性 算 子 构造 出 自 伴 算 子 ， 更 精确 地 说 , 我 们 有 

定理 2 (TI. von Neumann[5]) 对 于 Hilbert ži X 中 满足 DCT)"== 匀 的 任 一 闭 线 性 算 
FT, 算 子 人 TT 和 TT* 是 自 伴 的 ,而 (I 二 了 TT) 和 (I 十 TT*) 都 具有 有 界线 性 逆 . 

TERR 我 们 知道 ， 在 乘积 空间 XxX 中 G(T) 和 VG(T*) 是 彼此 正 交 的 闭 线性 子 空间 且 张 成 
BARRAR XX, Al, 对 于 任何 ACK, 有 了 唯一 确定 的 分 解 


{h, 0} = (a, Ta} +{—T*y, y}, Hep EDT), yeD(T*). , (1) 
于 是 二 zw 一 T*y, 0 一 Tw 十 y， 所 以 
zED(T*T) BatT*Tx=h, (2) 


由 于 分 解 (1) 的 唯一 性 , % 是 由 唯一 确定 的 , 因而 处 处 有 定义 的 逆 算 子 (T 十 T*TP) 存在， 
MF Eta h, REX, i$ 
v= (I4+-T*?) th, y= (T+T*T) tk. 
则 “和 yED(T*T) 且 由 外 的 封闭 性 ,有 (7T*)*=T， 因 此 
(h, (T+T*T) k) = (T+T*T)Y, y) = (2, y) + (DT*Tx, y) 
= (z, y) + (Ta, Ty) = (@, y) + (£, T*Ty) 
= (s, (T +T*T)y)=((I1+T*T)'h, k), 
这 就 证 明 算 子 (T 十 T*T)7! 是 自 伴 的 ， 作 为 处 处 有 定义 的 自 伴 算 子 , CTTO BARBS 由 
定理 1, EMI + TP) iti TT EB EBS, 
因为 人 是 闭 的 ,我 们 有 (C2*)*= 二 7T, 所 以 由 上 面 所 证 明 的 ,TT* = (TE EM A+ 77") 
有 有 界线 性 逆 . 
TE, 我 们 给 出 一 个 非 自 伴 , 对 称 算 子 的 例子 : 
例 4 ieX=L1700,1), S DARE x0) =2(1) = 0 及 wx'(t)EL2(0,1) 的 绝对 连续 函数 z(t) 
CL’ (0, 了) 的 全 体 ， 则 在 D=D(T,) EA Taltid (OELHA T 是 对 称 但 非 自 伴 的 ， 
证 明 RSE THT, 这 里 Ts 定义 为 


*17Q* 


{E DA's) = (a(t EL? (0, 1); z(t) 绝 对 连续 且 z'(t)EL?(0, 1) yE, 
T(t) =i x (t), 
因为 D= DO) 在 三 (0，1) 中 稠密 , 故 算 子 TP,* 有 定义 ， 设 JEDIT, *) #4 Tyty=y*, WH 
于 任 一 rED=DT,), 有 


f ital (Ed = | eT. 


用 分 部 积分 , 并 注意 到 xz(0) =2(1)=0, 我 们 便 得 


| sre = -| SOF dti, XE ¥*(t)=[ 9*(o)de. 


因而 , 由 2(1)=| s(t) d=0, 对 于 任意 常数 c, 我 们 有 
[2 CORE) i E) t= FWD AEDT) 成 立 . 


另 -方面 ,对 于 任何 CHELO, 1), 函数 ZO fata —a aC t)dt “IRF DP). Bats 
令 上 面 的 z(t) 为 Z(t) 我 们 便 得 
| faci) f a a CATE i =. 


和 如果 令 常数 。 使 得 | EOI t) e) dt =0, 则 


| OE -T ay —3) dt =0, 


因而 , 由 ZCL (O, 1) 的 任意 性 , 我 们 必 有 O= Oaie, FRA EDO) 和 


T.y=y*, BRIE T,*CT,, 又 由 分 部 积分 ,TT1* 也 是 显然 的 , 所 以 Ts=T1"， 
定理 3 ”如果 瑟 是 有 界 自 伴 算 子 , 则 
|] =sup| (Hz, 2) |. (3) 
证 明 令 sup| (Hx, 2)|=y, Mea] He, 2) | Steel. to], Sy SA, 对 于 任何 实数 A, 
我 们 有 
| (H (åz), y+12)|=| (Hy, y) +2ARe (Hy, 2) + (Hz, 2) | 
 Sply tal. 
因而 
| 4ARe(Hy, 2) |<yp (ly +åzj + ly—Azl?) =2 yl. 
当 取 A= hylle, 便 得 |Re CHy,z)| 三 ylylzj， 因 此 用 ze 代替 2, RANE (Hy, 2) | 三 
vighlel, 从 而 
(Hy, Hy) =| Ey P Syl] lE], MIELS. 
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54. BAF. Cayley 变换 
对 称 算 子 不 必 是 有 界 算 子 ， 对 称 算 子 互 的 各 种 研究 可 以 通过 连续 算 子 (8 一 iD C+D), 
即 所 谓 Cayley 变 换 来 进行 .我 们 将 从 等 距 算 子 的 概念 开始 
定义 1 映 Hilbert 灾 间 天 入 内 的 有 界线 性 算 子 称 为 (有 界 ) 等 距 的 ， 和 如果 保持 内 积 
不 变 : | 
(Px, Ty) = (0,9) IEH r, yEX RX. a) 
特别 地 , 如 果 互 (7) 二 ， 则 (有 界 ) 等 距 算 子 称 为 西 算 子 . 
命题 1 对 于 有 界线 性 算 子 T, 条 件 (1) 等 价 于 等 距 条 件 
[Te]= le] 对 于 一 切 <=X 成 立 , (2) 
证 明 ”由 (1) 能 推出 (2) 是 显然 的 ， 由 (2) 我 们 有 | 
4Re (Tx, Ty) = |T (+y) ?—|T@—y) P= e+ yl’ leyl = 4Re (a, y). 
Fig AC y Ht, 我 们 同样 得 到 47, (Px, Py) = 40 y (0, 9), 因而 由 (2) 又 可 推出 (1》. 
命题 2 we Hilbert SAX AXAMARRAGTT LOTSA T-T 
证 明 RTI MEFO AE, HDCP) =R(T) =X, esh, ao» 
TT=1, AMTT, RZ, 由 条 件 =T EARTEN TTI, 此 外 , 由 T*= 
还 推出 R(T) = pa =D(T*) =X, Kili T LEBAF. 
例 1 i X=L*( -co co)， 则 对 于 任何 实数 a, 在 L-0, co) 上 由 Ta(t)=e(¢ +a) EK 
ROPE TRB, | 
例 2 11 1? RY BIL? (RY) 上 的 Fourier 变 换 是 西 的 , 因为 它 保持 内 积 (六 们 一 | Fogai 
不 变 
定义 2 设 X 是 Hilbert Ah, DT) SX 入 内 且 满足 D(T)' =X HRERFT HE 
规 的 ， 如 果 | l 
TT*=T*T, | (3) 
自 伴 算 子 和 西 算 子 都 是 正规 的 . 


Cayley 变 换 


定理 1 (J.von Neumann[1]) WHE Hilbert 空间 X 内 的 闭 对 称 算 子 ， 则 连续 (但 不 必 
wb abs ZORAT (A +i) 存在 ,而 且 具 有 定义 域 DUs) =DUH+ iD”) YF 


Uz= (如 一 iD (H+iD! (4) 
BASENU oh = lz), 并 县 (一 Ia-: 存在 ， 此 外 , 我们 有 
H=i (+U) (UD Eas (5) 


于 是 , 特别 地 , D(A) =R -U DEX HH, 
EMS Us RA Cayley 变换 . 
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定理 1 的 证 明 对 于 任何 EDH), RITE CH iNe, (Ati De) = (He, Ha) + (Ha, ix) 
a (iw, Ha) 十 (x, a), FFM A ASR REE (Aa, ix) = — i (Ha, «) = 一 i (w, Hz) =— (iz, 
Hr), 所 以 

[(HAiDe]?=|Az]?+4 lef]. | (6) 
Aiea (+ D2 0 必 导致 z=0, BLY (A +i” eee, BALADE lel, H + 
iD 是 连续 的 ， 由 (6), PAA Weyl =lyl, 即 Za 是 等 距 的 . 

Un 是 闭 的 .因为 , 若 当 noo MA H Hie = yg M(H-iDe,=2,>2 MEG) R 
WE lyn tnl? = |H (2a tm) 2+ lenin, EEH n, mco, (Ea—En)->0, H (zn 一 Zm) 0, 
AAA EBAY, AA 2 一 s- lima,CD(H) fil s- limHar, = =- He. TH (H+ ila, >y= (H+ida, 
(H— ilar >z =(H— iD. “因此 Uay= Z. 这 就 证 明 UV 是 闭 的 , 

M g= (H+ ile 和 Uay= (H— iDa, RANIA 2° Ug) y= ie M +U ny =e, 于 
是 由 (I 一 Ug)y=0 必 推 出 z=0， 因 而 (+U0g)y=2Hz 一 0， 而 由 这 又 推出 y=2-1((I 一 Ug)y 十 
U+Un)y) =0， 因 此 逆 (I 一 Ua)"! 存 在， 利用 与 上 面相 向 的 计算 , 我 们 便 得 

Hz=271(T+Ur)y= i U+) (Ua) 4, 即 

H=i(I+Up (IT—Upg) L e 

定理 2(T. von Neumann[1]) WUER E RU-U)"=X 的 闲 等 距 算 子 , 则 存在 唯一 确定 
的 闲 对 称 算 子 五 , 其 Cayley 变换 是 UU. 

证 明 RT UU) 存在 假设 (I 一 Dy=0， 对 于 任何 z= (I 一 U)wE 
R(T 一 0), 由 如 的 等 距 性 , 象 “1 一样 我 们 有 (y,w) = (Uy, Uw), Ab 

(y, 2) = (y, w) — (y, Uw) = Uy, Uw) — (y, Uw) = Uy—y, Uw) =0, | 
于 是 ， 由 条 件 RU-U)°=X, y 必 等 于 0. FEU- HE 令 瑟 = iI40) (7 一-!， 则 
D(H) =D((I—U) 7!) =R( 一 U0) 在 中 稠密 .我们 首先 证 明 玉 是 对 称 的 . 设 x,yED(H)=R(I-U) 
并 令 z= 0 一 四 wy= (Uw, Nh (Uu, Uw) = (w,w) 必 推出 
(Hz, y) = (i(IT+U)u, (I—U)w) = i((Uu, w) ~ (u, Uw)) 
=(U—-U)u, t¢+U)w) = (a, Hy). 

U, =U 的 证 明 如 下 ,对 于 z== IU) a, 我 人 有 Ha i040), (H+ Dain, (Hide 
=2i Uu, FÆ DU gy) ={2iu; ueDU)}=DO), Ti, (iu) =2i-Uu=U (2iu), 因此 Uy=U 

为 了 完成 定理 2 的 证 明 , 现 指出 万 是 闭 算 子 ， 事实 上 , 五 是 把 U -Uu BRA i+w 的 
BF MU —U)u, 和 i —U)u, 4 n> off aie, Ml ua Uu 当 n—>oo 时 都 收敛 ， 因 此 由 
U 的 闲 性 , 必 有 ; 

Un—>U, (IU) >(I—U)u, (THO) > i HO) 
这 就 证 明石 是 闭 算 子 , 

对 于 对 称 算 子 的 伴随 算 子 的 构造 , 我 们 有 

定理 3 (J.von Neumann[1]) jH Hilbert 2 ERX PARAS. 对 于 互 的 Cayley 
BRU = (H~ iD) H+ il), & 
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Xt=DU;,)1, Xzg=RUa)'- (7) 


则 有 
Xt=(wEX; Hr= iz}, X= {EX; H*e=— ix}, (8) 
而 DH 中 的 元 素 x 可 唯一 地 表 为 
2 一 00 十 十 Za 这 里 tyCD(H), EXE, zsEvaz， 因此 H*x = Hyot ia, + (— iz). (9) 


证 明 HA eCDU,y)*=D((H+ iN Dt BERG, (H+ iDy) = 对 于 一 切 yED(H) 成 立 . 
因此 人 Hy) = — (e, iy) = (iz, 胃 , 故 有 xED(H*), H*z= i 这， 由 这 就 推出 (@, (H+ iny) =O 
一 切 yED( 可 成立, 即 有 zxED((H 二 iD-D+=DUAD+， 这 就 证 明了 (8) 式 的 前 一 半 ; 而 后 一 半 可 
类 似 证 明 . | 

BU 是 闲 等 距 算 子 ， 我 们 知道 DU.) MRU) EX HARETAN. AeIE tR EX 
可 唯一 地 分 解 为 D(Ug) HERDU) 的 元 素 的 和 。 如 果 我 们 应 用 这 一 正 交 分 解 于 元 素 
(H* + iDa, 即 得 
(H* + iDa= (H+ iData", ix x CDH), 2’CDU,g)*. 

(Ath CD) Mi HOW* BNA (H+ iDa (H*+ ida, Mih s'EDU n) A (8) 我们 同样 
B He! = is, FE 
a! = (H* + ilen t= (21) "2'ED VU),, 

因而 
(H* + iDa=(H* + iat (H*+ ia, 这 里 
mED(H), mEDUa) 
所 以 由 及 * (x 一 zw0 一 21) = — ise) (8), MA re) ERU) KREATOR. 
表示 式 (9) 的 唯一 性 证 明 如 下 。 设 0=zo 十 zi 十 xz， 其 中 EDH), EDU a), ERU). M 
H*x)= Hx), H*g, = it,, H*Y,= — $v A 
O= (H*+ 11) 0=(A*4 il) (zta, tan) = (H+ Day t2 iz. 
{LAE X TERRA DUDE DUs DHMH, RNB + te, =0, 2iz,-0, A 
BiB (A+ il) 存在, BH xy =0, 从 而 X=0 一 Xo 一 X41 二 0 一 0 一 0=0. 

系 Hilbert 空间 了 中 的 闭 对 称 算 子 是 自 伴 的 当 且 仅 当 它 的 Cayley 变换 Us 是 酝 算 子 . 

证 明 和 条件 D(H) =D(H*) 等 价 于 条 件 D(Ua)*=BR(Usg)+==40}. 而 后 者 又 等 价 于 Us 是 
酉 算 子 的 条 件 , 即 Us 一 对 一 地 且 等 距 地 映 也 到 上, 


$ 5， 闭 值 域 定理 


S. Banach[1] 的 闲 值 域 定理 现 叙述 如 下 . 
定理 ” 设 和 和 了 是 B- 空 间 , 而 人 是 映 和 入 了 内 且 满 足 D(T)"==X 的 闭 线性 算 子 。 则 下 列 命 
题 都 等 价 : 
BR(T) 在 了 内 是 闭 的 ， (1) 
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R(T) X'W ERK, (2) 
R(T) =N(T)+={yEY; 对 于 一 切 y*EN TA 


《2 y*>=0}, (3) 
R(T) =N (T) += {w+*EX'; 对 于 一 切 xEN(T) 有 


<a, x*>=0}. (4) 
证 明 这 一 定理 的 证 明 需 要 五 个 步 又 . l 

第 一 步 。 将 等 价 性 (1)<>(2) 的 证 明 简 化 成 为 卫 是 满足 D(T) =X 的 连续 线性 算 子 的 特殊 
情况 的 等 价 性 (1)< 一 >(2)， 

T 的 图 象 G==G(T) 是 Xx 了 HARES. ACRXxY Hee, 四 1= Jz] 十 1y| 
是 B-50. 考察 映 G 入 了 内 的 连续 线 往 算 子 S: 

S{w, Tx} =Tx. 
那么 3 的 对 偶 算 子 8 ERY AG 内 的 连续 线性 算 子 , 而 且 我 们 有 

《{2 Pa}, S'y*)= (Sia, Ta}, y*> = Ts, y*> = {7, Px}, {0, y*}>, EDT), yEY*. 

TERA S'-y* — (0, y*}C(XXY)'=X'xXY Ea HERAF, HE. REC, Ta}, a*r yt) 

=0, XED(7T), 等 价 于 笨 件 《x, x*》=《 一 Tz, yf), ED), 即 等 价 于 条 件 一 TZ' 疗 =x*, 因此 
Sy*={0, g} ti Tyt yi =i Tyt, y* tat}, yer", 

Wh y* 的 任意 性 , RITE RS) =R(—T') xY'=R(T) xY'. 

Bjk ROS’) fe X xY AAS BY RONE X 中 是 闲 的 , 同时 ， 因 RCS) =R), A 
ROLY PEH, MAM4Y ROEY PRAM, 从 而 我 们 不 必 对 原来 的 T, 而 只 需 对 有 界线 
性 算 子 5 这 一 特殊 情况 证 明 等 价 性 (1)< 一 >(2) 即 可 . 

第 二 步 设 X 和 了 是 8- 空间 ,而 是 映 了 入 了 内 的 有 界线 性 算 子 ， 则 (1)->(2). 

我 们 将 T 看 作 映 XX 入 B-20 Y =R) =R) 的 有 界线 性 算 子 T,， 我 们 必须 证 明 (2) 成 
3t. Tigr, gFEY 4, 定义 为 

<P x, yt) = Tx, yt) = Ge, Ty?>, @CD(P,) =D) =X. 
由 Hahn-Banach 定理 , 泛 函 yf 可 以 扩张 为 y*EY' 使 得 《Tz, y#> =P a, y*>, EDT) =X, 因此 
Tyt=T'yt, MMR) =R), FERRERO) = 了 就 够 了 ， 那 么 由 第 二 章 8 5 的 开 映 
象 定理 , 总 存在 >0 使 得 对 于 每 一 yEY, 都 在 在 一 xE 使 Tz=y，|zi 三 cly1， 于 是 对 于 DP") 
中 的 每 一 y*, 我 们 有 l 
(xy, a*l] = KTa, y*>| = le, ’y*>| akel Py |Sely]-[2’y* I 


Hit 
la*l=sup] Cy, o> sels" 1, 
从 而 (7 … 在 在 并 是 是 连续 的 ， 此 外 ， CP)" 作为 连续 线性 算 子 的 道 是 闭 线性 算 子 ， 因 此 我 们 
FE LR DUP) 一 CT) 在 并 中 必 是 闭 的 。 
REP RXMYÈ 了 -空间 ,而 了 是 映 世人 了 内 的 有 界线 性 往 子 ， 则 (2)->(17 


你 第 二 步 一 样 我 们 将 了 看 作 吹 文人 了 一 (7) 内 的 有 田 线 性 算 子 呈 。 则 2 清 这 因为 由 
Tiyt =0 必 导致 
- Pia, yty =P a, yt > = <a, Tiy =0, EDT) =DP) =X, 
从 而 , HF RT) =R E Y =R) 中 稠密 , oF MH 0, BLA, HRT") =R) (上 面 已 证 明 ) 
是 闭 的 条 件 就 导致 中 是 一 对 一 地 映 B-A RO'Y, 到 B- 空 间 有 R(T') 上 的 连续 线性 算 子 . 
因此 , 由 开 上 映 象 定理 , (T1) ~! 是 连续 的 . 
其 次 , 我 们 证 明 RCP) 是 闲 的 。 为 了 这 个 目的 , 只 要 由 条 件 
存在 正常 数 e 使 得 象 {Tz; |] Se} 
E Y, 二 R(T)"*== 有 R(T,)* 的 每 一 球 ]y| Se 
(n=1, 2,…) 中 不 稠密 . 
得 出 矛盾 就 够 了 ， 因 为 , 如 若 不 然 ， 则 开 映 象 定理 的 证 明 指出 R(T,) =R(P)=Y,, TERE 
设 存在 序列 {ys} SY 满足 
s-limy,=0, n= {T x; Jele) (n=1, 2, +). 


因为 (Tw; [al Se}? B-TYPE, 由 第 四 章 8$6 的 Mazur 定理 , 存在 B- 空 间 Y, 上 
的 连续 线性 泛 函 九 满足 

fn (Yn) >supl fy (人 | (w=1, 2, +). 
REITS Ke Sal 从 而 由 slimy, =0, HT RAE, BREF, We RT) 必 
是 闭 的 . 

第 四 步 。” 我 们 证 明 (1)->(3)， 首 先 , 由 于 

(Ta, y=, Ty*>, ED(T), y*ED(T’), 
显然 有 R(T)EN (CT)+， 我 们 指出 (1) 必 导致 入 (TD)+EBR(T). 假 设 存在 yoEN (2") Fly ER(P), 
则 由 Hahn-Banach 定理 ， 存 在 ySCY' 使 得 4go， 凶 > 二 0 和 《To yf>=0 对 于 一 切 xED( 人 TD) 成 立 ，, 
而 由 后 一 条 件 又 推出 《w, 人 给 > 二 0, EDT), BEA Tyf =0, Bl y EN (T) 这 就 矛盾 ,因此 必 有 
N (T) ERT). 

(3)~>(1) 是 显然 的 , 因为 由 于 Cy,y*》 关 于 y 的 连续 性 ,入 (T')+ 是 闭 的 ， 

BEA ”我 们 证 明 (2)>(4)， 象 (3) 的 情况 一 样 包 含 关系 R(T') EN (T) + 是 显然 的 ， 我 们 
指出 由 (2) 必 可 推出 入 (7)+SBRCT)， 为 此 , 设 2*EN(T)+， 而 对 于 gy 一 Tw, xt f a =<2, 2*) 
定义 的 泛 函 f1(y)， 它 是 y 的 单 值 函 数 ， 因 为 由 Tx=7Tw 必 可 推出 (x 一 x*)EN (T)， 从 而 由 
2*EN(T)+, 有 《<(z 一 2?) ,x*>=0， 于 是 1(9y) 是 y 的 线性 泛 东 ， 由 于 由 (2) 推 出 (1)， 因 此 将 开 映 
象 定 理应 用 于 第 一 步 中 的 算 子 S, 我 们 可 以 这 样 选择 方程 y=Tw 的 解 z 使 得 由 -limy 0 导致 
s-lime=0, Ale fi G) =《w,w*> 是 了 二 R(T) 上 的 连续 线性 涝 函 ， 设 fEY' ES, 的 扩张 , 则 

f (Px) =f, (T2) =<a, wv*>, 
这 就 证 明 TF=z*， 因 此 NSERC’), 
由 (4) 推 出 (2) 是 显然 的 , 因为 《x,x*》 是 x 的 连续 线性 泛 函 ， 
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Rl 设 X 和 了 是 B- 空 间 , MT AM D(T) 忆 入 了 内 且 满 足 D(T)"= 邓 的 闭 线性 算 子 . 则 


当 且 仅 当 T' ES RCL) SY, (5) 
当 且 仅 当 荆 有 连续 逆 时 RT =X", (6) 


证 明 I RO) 二 了 ， 则 由 《Tx,y*>=《z, Ty), XED(T) 和 Ty* 一 0， 我 们 得 到 y*=0， 即 
T VAE BRR RCT) = 了 和 (2), RCP") PAS, 则 由 闭 图 象 定理 就 推出 (7T) -1 连续. 
其 次 设 TRARA E, M NT) = {0}, 因此 由 (3), RIT) =F, 

Rik R(T) =X, Wale, y*>=<a, Ty*>》, J*EDCT') 和 Tx=0, RAGS) c=0, MT YA 
T AAR RC") =X’ f(t), RC) Les, WS ee RE | eA, eek 
eT RARE WN) = {0}, 因此 由 (4), RCD") =X’, | 

系 2 KX Hilbert Sil, HARA, 0), MTEL MB eM DT) SX AMAR (T) S 
的 闭 线性 算 子 ， 假 设 存在 正常 数 。 使 得 O 

Re (Tu, u) Zelul? 对 于 一 切 wxED(Z) 成 立 . (7) 
m R(T*) =X, 
证 明 根据 Schwarz PER, A 
[Ta] |u| =Re (Tu, u) Z clu]? HFE EDR. 
wt | Pel =c jul, DP), Win T AAS, 于是, 根据 系 1 RCT') =X, Ahi RT™ =R(T) 
=X, 

注 了 映 DP7)S 和 人 碟 内 的 线性 算 子 T 称 为 增生 的 (这 | 一 术语 属于 KK. FriedrichsfnT. 
Kato), 如 果 

Re(Tu,u)=0 对 于 -- 切 ED(m 成 立 . (8) 
T 称 为 耗 散 的 (这 一 术语 属于 R. S. Phillips), 如 果 一 了 是 增生 的 . 


第 七 章 参考 文献 


关于 Hilbert 空 闻 的 一 般 论 述 , 请 参看 M. HH. Stone[1], N. I. Achieser-I. M. Glasman[11 和 N. Dunford- 
J. SchwartzL[5]， 闭 值 域 定 理 本 质 上 已 在 S. Banach[1] 中 证 明 . 
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第 八 章 ” 预 解 式 和 谱 


设 T 是 线性 第 子 ， 其 定义 域 D(T) 和 值 域 R(T) 都 属于 同一 复线 性 拓扑 空间 了 ， 我 们 考察 线 
性 算 子 
T,=A—T, 
Jeh A ERAMI BSR. HBT, AU ARDS T RRE, et 
的 性 质 就 是 所 谓 算 子 了 的 谱 理论 ， 我 们 将 在 下 面 讨论 工 , 的 逆 的 一 般 理论 . 


§ 1， 预 解 式 和 谱 


定义 ”如果 Ay ERER RCT.) 在 和 中 稠密 , GT, 有 连续 逆 (hu7 一 2 -2， 我 们 就 说 加 属于 
T 的 预 解 集 0 (7), 同时 我 们 用 B Os 7) ARIK PE Aol —T) HREH TOE Ao 处 ) 的 预 解 式 . 
所 有 不 属于 p(T) 的 复数 4 构成 一 个 集合 oT), HHT HM, WoT) 分 解 成 不 相交 的 集合 
PD), C0,(T) 和 RR,(7), 它们 具有 如 下 性 质 : 
P, (T) 是 那些 使 得 了, 没有 六 的 复数 A Hats PT) 称 为 了 的 点 谱 . 
0。(T) 是 那些 使 得 T, 在 和 中 具有 条 密 定义 域 但 非 连 续 的 逆 的 复数 4 的 全 体 ; 0。(T) 称 为 人 的 连 

续 谱 
R,(T) 是 那些 使 得 了 ,有 逆 但 逆 的 定义 域 在 中 不 稠密 的 复数 4 的 全 体 ; R(T) 称 为 J 的 剩 全 庶 

由 这 些 定义 以 及 T 的 线性 性 质 我 们 有 如 下 

命题 hEP,(T) 的 必要 和 充分 的 条 件 是 方程 Tz=4ow 有 和 解 z 二 0， 在 这 种 情况 下 加 称 为 了 
的 本 征 值 , 而 z 是 相应 的 本 征 向 量 ，T,, 的 零 空间 NOT) 称 为 相应 于 的 本 征 值 如 的 多 的 
本 征 空间 ， 它 是 由 向 量 0 和 相应 于 j 的 本 征 向 量 的 全 体 组 成 ， 相 应 于 Ao 的 本 征 空间 的 维 数 称 
为 本 征 值 4 的 重 数 . 

定理 RIEA BMA, M TEREZU D) 和 值 域 R(T) 都 在 X 中 的 闲 线性 算 子 ， 则 对 
于 任何 AE p(T), MER OIT) -! 是 处 处 有 定义 的 连续 线性 算 子 . 

证 明 因为 加 属于 预 解 集 0 (7), HARAI- =D- -在 了 中 是 稠密 的 且 存在 
这 样 的 正常 数 6, 使 得 

只 要 EDO), RA] ol —T) a] Ze lal IY, 

BH REO ROI—T)=X, RG, WR s-lim(4o1 一 了)z=y 存在 ， 则 由 上 面 的 不 等 式 ， 


s-lima, =a 存在 , 因此 , 由 也 的 封闭 性 , 我 们 必 有 (hI 一 T)x=y， 从 而 由 情 (4o1 一 T) "= 的 假设 


MUA RUgI—-T) =X, 
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例 1 如果 空 间 X 是 有 限 维 的 ， 则 任何 有 界线 性 算 子 人 都 为 某 一 矩阵 (tii) 所 表示 ， KRA 
道 , 下 的 本 征 值 是 作为 代数 方程 , 即 所 谓 矩 阵 C) REJ f: 
det (Ad,;—;;) =0 (1) 
的 根 而 求 得 的 ， 这 里 det (A) RERE 4 的 行列 式 . | 
例 2 g X=L(—%, co) 而 全 由 
T-x2(t)=ta(t) 
定义 即 DT) = fa(t)3 Ct), tz(t) 均 EL2( 一 00, 00)} HIF e(t EDL), A Ta(t)= tat), 则 
每 一 实数 4 都 属于 CT). 

证 明 由 条 件 (41 一 T)x==0, HEM (Ay—f)a(t)=0a.e. Rin, Avkax(t)=0a.e. 成立 ,于 
g A-M EE. ERDAL- -)) 包 含 这 样 的 41)EL*( 一 0，00)， 它 在 1= 加 的 令 
域内 恒 为 零 ， 而 此 邻 域 可 以 随 着 y(t) 变 更， 因此 D-T DEL 00, co) 中 稠密 ， 容 易 
看 出 算 子 (41 一 T) HEHE yD WARK EREA RIN, 

例 3 i Xf Hilbert 空间 (7), Fit T EH 

To,(é, Eo, oer) = (0, Ši Ša, ne) 
定义 的 ， 则 0 是 T 的 剩余 谱 , AW RT) EX PRAE. 

例 4 RHÆ Hilbert SX HH AeA, MARE pH) 包含 一 切 Tm(4) +0 的 复 
A, m LAER RO; 五) 是 具有 估计 式 

iRG; M [S1] In (ND | (2) 
的 有 界线 性 算 子 .此 外 
Inl (AI HYE, £) = In A) 1zl’, EDH). (3) 

证 明 ”如果 rED(H), 因为 (Hz,2) = (2, Hz)= (Ha, 2), ie (Hr, O Be, ARTA CGS), 

从 而 利用 Schwarz 不 等 式 , 得 

| (AI—H) a] +a] =] (AIH), £) [2 lI Ped, (4) 
这 就 导致 

(M-E) |Z] Ia Alel,  zED(H). (5) 

因此 如 果 n(A) 0, MEIA ERE. bedh, 如果 nA) £0, ER ROH) 在 了 中 是 稠密 
B. MERR, 将 存在 y 三 0 正 交 于 ROI- HE), 即 对 于 一 切 xED(H) 有 ((41 一 卫 )z, y) 二 0， 因 此 
(a, QI—H)y) =0 对 于 一 切 xED(H) 成 立 ， 因 为 自 伴 算 子 五 的 定义 域 D(H) 在 下 中 稠密 ， 我 们 
wR OI—H)y=0, Bl y=My, 这 同 (Hy, 轨 的 值 是 实数 相 巴 盾 . 

因此 , 由 上 面 的 定理 我 们 得 知 , 对 任何 I, (A) 0 的 复数 4 预 解 式 (入 五) 是 满足 估计 式 (2) 
的 有 界线 性 算 子 . 


8$82， 预 解 方程 和 谱 半 径 
定理 1 设 卫 是 闭 线性 算 子 , 其 定义 域 和 值 域 都 在 复 B- 空 间 肝 中 ， 则 预 解 集 p(T) 是 复 平 面 
上 的 开 集 ， 在 p (2 的 每 一 分 支 ( 最 大 连通 集 ) BH, RAST) EA WAT BR. 
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证 明 由 前 节 的 定理 ,对 二 Co (T), RUT) RAMA MRL, 设 hiEp(Z) 并 研究 
SA =R; 四) USAD RO T)*), (1) 


H MoA RO TDL<1 时 这 一 级 数 按 算 子 范 数 收 敛 ， 而 且 在 复 平面 的 这 一 加 域内 ,i GRRE 
义 一 个 4 的 解析 函数 ， 以 (17 一 T) = (4 一 40)7+ Aol -T) BRIX BR, 就 等 于 1， 因 此 级 
数 S (4) 实 际 表示 预 解 式 RA T), TERNER 4 的 这 一 圆 邻 域 属于 eME RA; 了) 在 
这 邻 域内 是 解析 函数 . 
定理 2 如 果 4 和 上 同属 于 p(T), miik RA; T) RU 四 是 处 处 有 定义 的 连续 算 子 ， 
则 下 面 的 预 解 方程 成 立 : 


RA; T)—R(u;T) = (u-A)RGST) Ru; T). (2) 

证 明 我 们 有 

RA; T) =RA;T) (uI-T) RG T) = RY; T) {uA + QIT) Ru; T) 
=(u—A) RA; T)R (u; T) +R Cu; P). 
定理 3 WRT RAK 下- 空间 工人 瑟 内 的 有 界线 性 算 子 , 则 如 下 极限 存在 : 
lim [T =r, (T). (3) 
它 称 为 了 的 谱 半 径 , 而 且 我 们 有 
r(T) STI. (4) 
mE Al >r (T), MMRR ROA; 2 存在 而 且 由 级 数 
R(A; 四 = 六 1- epet (5) 
给 出 , TIX DEIR GE FEB Se 

证 明令 7==inf17"] ALAR Ti T Sr, HEP EE fat o> 0, 选取 加 使 得 IT"]" 

Srte, ITEE n, idn=pm+q, XE 0S¢gS(m—1), WABI SIAIIBI, 我 们 得 到 
preys pre rl. Tr te) ia V i AA 

因为 当 >c 时 pm/n>1 Ai q/n9, RIYA lim |T" [Msrte, WT e 是 任意 的 , 我 们 已 证 明 

Lim|T"|/"<r. 

KAITSTI RIA im SITI REGA ArT) 时 是 按 算 子 范 数 收敛 的 . 
因为 , WH] A| =r, (T) +e, 其 中 e>, 则 由 C3), PATS (LP) He) (7,(T) 十 2-1e)* 对 于 充 
分 大 的 % 成 立 ， 以 UT 一 四 左 或 有 乘 这 一 级 数 就 等 于 了 从 而 此 级 数 实际 表示 预 解 式 RG4; 卫 ). 

RO AT CARRERAS, WHR p(T) 是 非 空 的 ， 

定理 4 对 于 有 帘 线 性 算 子 TCL(X, X), 我 们 有 

7 (T) =supll, (6) 
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证 明 由 定理 3, 我 们 知道 7 (7) =sup IAL. 因此 我 们 只 须 指出 OS sup JAL 
由 定理 1, 当 |4|> sup IAL it, RAST) SF A ERR ATEN, 于 是 它 具 有 唯一 确定 的 关于 4 的 正 
Fe AOE IE He WY Laurent 展 式 式 , MF Al sup [AP ER, hE 3, 这 一 Laurent 级 数 


wR ‘He, Alcan] A|>sup |4], W lim] A” "T"| =0, 从 而 对 于 任何 e>0, 对 于 充 


KB n ANA IT" |S Ce + sup|4l)*. 这 就 证 明 


Te (T) =lim|P"| "= sup [Al. 
R RADIAT Rw MR Al<r(L). 


证 明 SO REAR SOT PE Al >r KATERA RES. Ante 
的 存在 性 像 通常 的 关于 A AEE PERE, WEE | A >r, Kim FAP] =0, 因此 像 7.(7) 
Ssup 4 的 证 明 一 样 ， 我 们 必 有 limp Sr. 这 就 证 明 rT) Sr. 


8$ 3， 平 均 遍 历 定 理 
对 于 特殊 的 一 类 连续 线性 算 子 平均 遍历 定理 给 出 一 和 得 到 相应 于 本 征 值 1 的 本 征 空间 的 方 


法 ， 在 这 一 节 ， 我 们 将 象 以 前 由 本 书 作 者 益 述 过 的 那样 按 谱 理 论 的 观点 叙述 和 证 明 平 均 遍 历 定 
理 ， 过 万 理论 (结合 统计 力学 ) 的 历史 概述 将 在 第 十 三 章 给 出 
定理 1 RX AVA ala, TT AR XA 久 内 的 连续 线性 算 子 我 们 假设 
HTT n=1, 2,…} 在 下 述 意 义 下 等 度 连续 : 对 于 关 的 任何 连续 半 范 数 q, 
存在 全 的 连续 半 范 数 g 使 得 supg (7"%) Sg (z) 对 于 一 切 zcX 成 立 . (i) 


则 值 域 (CI 一 了 ) 的 闭 包 RCI 一 了) "满足 


RU-1T)*= jex;! lim? =0, Pn =m, (2) 


m=} 


因而 , 特别 地 
RU—-T)*NNU—T) = {0}. (3) 
证 明 RTA T. A-T) =n T-T). 因此 ,根据 (1), BWERU 7) SE lim w =0. 
FF ERU 一 人) 则 对 于 对 的 任何 连续 半 范 数 g Te >> 0, 存在 wER(T 一 也) 使 得 g' (2 —w) <e, F 
是 , 由 (1), 我 人 有 g (7, (2 —w)) Sn Sg (1 (2—w)) Eg (4 一 w) <e. 因此 ge) <a (7, 
(Ww)) +g (Tlw) Eg Tw) + 0, 所 以 lim7nz 二 0. 这 就 证 明了 忆 G 一 站 “三 trEX; limT,2=0}. 


* 181° 


反之 , 设 ljim2z=0. 则 对 于 无 的 任何 连续 半 范 数 g 及 e>0, EE n EB ge- ieta) 
q(T.) <e. 但 由 于 
zz 一 mx TT) (LET + TP HTE, 
m=1 


(@—-T,x)CRUI—-T). 因此 3 BRT RET)". 
定理 2 CEE) 设 条 件 (1) 满足 。 又 设 对 于 给 定 的 zEX， 存 在 (a) 的 子 序列 (n) 
使 得 
弱 -lim7wz 一 2 存在 . (4) 
则 Peo =X A limT, 7 = To. 
证 明 RINATT,—T,=n '(T**'—T), Ama), A lim (TT — Pa) 二 0. Fi, WE 
— fEX', 有 lim<TT 2, f> =lim<T 2, T f> #461 BL = lim Pyar, f>=<axo, f. Hct, P= 


<Txo, f>, 所 以 由 FEX 的 任意 性 , 必 有 Tay =a. 
于 是 我 们 有 T!'e=T" 2194+ TP" (e—2) 二 6 十 TX 一 X00)， 因 此 Tt 二 zo 十 TT, (2X 一 Xo0)， 但 是 
(2%—X0) = 弱 - lim (x 一 Twz) 并 且 上 面 已 证 (@—Tye)CRI-T). ARERR 1 中 的 定理 


11, 得 (&— zr) ER(I—T) s, 于 是 ， 由 定理 l, 有 lim? (一 Z0) =0, 从 而 就 证 明了 limTn% =2o. 
系 ” 设 条 件 (1) 满 足 ,而 X 是 局 部 序列 弱 紧 的 ， 则 对 于 任 一 xEX, limzuz= zu 存在 ， 而 且 由 
Tz 二 zo 定义 的 算 子 To 是 满足 


T, =T =T = TT, (5) 
R(T) =N(I—7), (6) 
N (T) =RU—T)*=R(I—1) (7) 
的 连续 线性 算 子 ， 此 外 ， 我 们 有 直 和 分 解 
X=RUI—T)*@N(U-T), (8) 


即 任何 zEX 可 唯一 地 表 为 ER(I 一 T)* 的 元 素 和 EN (I 一 T) 的 元 素 的 和 . 

证 明 Ty 的 线性 性 质 是 显然 的 To 的 连续 性 利用 由 (1) 推 出 的 {T,} 的 等 度 连续 性 得 出 ， 其 
次 , 因为 Tay = xo, RTE TTo =T., 所 以 T7770 二 Th, 了 TTo 王 To, MIX LEM T =T. 男 一 方面 ， 有 
TaT LP =n CT) FEA CE P= TT. 等 式 (6) 可 证 明 如 下 ， 设 Tx=z， 则 Trw=z 
T= 2, Siti Tox =e, 2) sER CT). RZ, ik ERC). Wh TR=To, 我 们 有 Tye =a, 从 而 由 PT = 
To, ($ Tx=TT yx =T= r. ALAR REE T (GARTER 1 ft) T BART ZS YB BAER RCT). 于 是 (6) 
得 证 ， 此 外 , 由 定理 1 RATA NP) =RU—T)*. 但 是 , 由 家 =T6， 我 们 有 RO 一 TW) S(T), 
而 且 如 果 zEN (To), 则 z=z 一 ToxER(T 一 TO). 于 是 NN (T) =RU—T). 

所 以 ,由 T= (1 一 70) 十 To 以 及 (6) 和 (7), 就 得 到 (8). 

注 TAPRE AUA =D 的 本 征 空间 入 (4 一 T) 可 以 作为 RCT()》 而 得 到 ， 这 里 
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(A) = lian" S/A)". 


J. von Neumann 的 平均 遍历 定理 。 设 (3, 多, m) EMA, TPES 的 等 测 变换 , 即 忆 
FE—St— THAR S BS LAH, HAP Bes 当 且 仅 当 Be 由 HER m(P-B)=mB). ARR 
I? (8, 8, m) 到 自身 上 的 由 

(Tx) (8) =2(Ps), EL? (S, B, m) (9) 
定义 的 线性 算 子 了 了, 根据 己 的 等 测 性 , RNABSWRTT ABW, Avea|7T*] =1m@=1, 2, +) 
等 度 连续 条 件 (1) 一 定 满足 。 所 以 , 由 Hilbert 空间 L (S, B, m) 的 序列 弱 紧 性 ， 我 们 得 到 J. von 
Neumann 的 平均 遍历 定理 : 


e © e >o ù > ọọ ù ù % o o 


对 于 任 一 ZEZ2(S, B, m), s-limn' Se =a CL? CS, B, m) 存在 而 且 To= ta (10) 


注 定理 1 和 定理 2 取材 于 K. Yosida[3]. 也 可 参 芳 S. Kakutani[1] fp F-Riesz[4]. Neu- 
mann 的 平均 遍历 定理 发 表 在 J von Neumann[3], 


84， 关 于 伪 预 解 式 的 Hile 型 遍历 定理 
预 解 式 的 概念 经 E. Hille 推广 成 为 伪 预 解 式 的 概念 . 利用 同 前 节 证 明 平均 遍历 定理 类 似 的 
思想 我 们 可 以 证 明 伪 预 解 式 的 遍历 定理 .请 查看 K. Yosida[ 4]. 参考 T. Katol1]. 这 些 遍历 定 
理 可 作为 在 E, Hille-R. S. Phillips[1], 502 页 中 给 出 的 E. Hille 的 阿 贝尔 遍历 定理 的 推广 . 
我 们 将 从 伪 预 解 式 的 定义 开始 . 
定义 设 开 是 局 部 凸 线性 拓扑 空间 , i D(X, X) ERXARD- DERRETE. 
伪 预 解 式 J 722 LFS APF DU BUA LX, 着 ) 的 函数 且 满 足 
Jid, = (uA S, TRAE). (1) 
命题 JAED, FAKES, RONG) 来 表示 ， 而 且 有 公共 值 域 ， 我 们 用 
RV) Rem, RUM, 一切 (I 一 条;))，4ED(J) 有 公共 零 空 间 ， 用 (1 一 四 表示 , 而 且 有 公共 值 
R, 用 RCI 一 J 表示 ， 此 外 , 有 交换 性 : 
. J Ju=JJ, (A, neED(T)). (2) 
证 明 在 (1) 中 当 4 和 4 交换 时 ,我 们 得 到 
To— = (A— T=— uA da 
因此 (2) 真 ， 由 于 (1) 和 (2) 命 题 的 第 一 部 分 是 显然 的 , 将 (1) 改 写成 
A-A) = U AWI) Up],), (1’) 
可 知 第 二 部 分 也 是 显然 的 . 
定理 1 MHRA J ARERR AMMAR YAM NW) ={0}; Ai RW) 4 的 定 
义 域 D(A) 重合 ， 
TEA “ 仅 当 ”部 分 是 显然 的 。 假设 入 (7) = {0}. 则 对 于 任何 4ED(J), 逆 J7! 存 在， 我 们 有 
A—Ji!=4T—J7!(h, pED(J)). (3) 
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这 是 因为 由 (1) 和 (2), 有 
JJ A J; — pl +I = A Tt) 
= A wd Ja (Jada) =0. 
于 是 我 们 令 
A= (MT 一 .7D， (4) 
则 大 J 二 (47 一 4)-! 对 于 ACD CS) 成 立 . 
引 理 1 我 们 假设 存在 ED(J) 的 序列 (4%) 使 得 


Lim, =0 EEF BE And sg) SF EERE, (5) 
则 有 
RUI—J)°={#EX; lims,J,,2=9},. (6) 
FAL | 
NUI—-J) QRUI-—J)*= {0}. (7) 


证 明 由 (1), 我们 有 
ATi(T—pI) = Tp ay) Ad AA we) ad p (8) 
内 此 , 根据 (5), 由 条 件 eR —wS,) =RU) ai imha e=. YER (一 WF X 
的 任何 连续 半 范 数 9 以 及 e>0, 存在 XER(I 一 J 使 得 9(y 一 +) 过 e， 由 (5), FX BEE EEE 
WK 9， 我 们 有 
g AJia Ga) galya) (n=1,2,.) 

对 于 X 的 某 一 适当 的 连续 半 范 数 q 成 立 . 因此 ， 由 And 1,9 = And i,t tA (8 一 四 )， 必 有 lim 
Mn apy =O. 

反之 ， BlimA,S 20. WUE X AEE ESE EEK YE >0， 存 在 如 使 得 Y(z 一 (z 一 
.7wm])<e， 因 此 z BRE RAA) =R.. 

引 理 1 我 们 假设 存在 CDW) 的 序列 {4 使 得 


lim [Ay | = 00 FLEET And i) SF BEER, (5 ) 

则 有 
BOND = {2EX; limh J w=}, (6 ) 

因此 
N) NR(T) = {0). (7') 


证 明 由 (1), 我 们 有 


ADJ ,= PAT JaA, 4J, 


Bie 根据 (5)， 由 条 件 "ERC7o) = ROD) BEH imi J w=. EYER). MAFA REE 
续 半 范 数 q AR e>0, HETER) tH gy—2)<e. HG), HFX M EE ye 
. 18 。 


9 ,有 
q' (AT, (y=) gye) (n= 1, 2, se) oO 
RP X WE ee GRE ee a We PA, 由 (5 和 
Ad I Ad 2-2) + (a) AST, Ya), 
ROIYA lima yy. Oo 
WZ, VE limA YS, oma. 则 对 于 XX 的 任何 连续 平 范 数 9g 以 及 e 汪 0， 存 在 入 使 得 q(x 一 
AS 0) e Wie ae il RO, OR | 
定理 2 CO, RE lai CX, HEE n SF IE Fae} E 
- 为 -~ lim And dh AA, 
Wary Lima Sa Hay NJ), a= (ga) ERTS) 
证 明 EUPA we Ay Jib n’->00, 由 (5), BRU -AJ e= (I 一 条 Jae), HiG — 
AT ,) ity = 0, rh n EN I —J), 因此 
And a E= Ent Aad a, (EE) (10) 
PRA Bett MAPLE A lim nfa (2-H) =0, MH, 由 引 理 1 UE (@—2,) CRU —J)*% 但 是 s (E— And, 2) 
CRU —J), AE, 由 第 五 章 8 1 定理 11, 必 有 (z 一 zi)ER(GT 一 2. 
RI 设 (5) 成 立 ,而 且 假 设 了 是 局 部 序列 弱 紧 的 ， 则 
X=NUI—-J)@RU—-J)"*. I) 
WEBA 对 于 任何 zEX， 令 e= limh, E Al p= (e—a,) 4H ya NAJ MRA- J)" 
中 的 分 量 即 可 
定理 2 设 (5 ) 成立。 对 给 完 的 EX AT HY TIFA n HEH 
p- dim gd 20 = Ty FETE. E (9°) 
则 有 ry imag B. GER T)%, tor = (tH) EN (J). . 
证 明 在 (8) 中 令 p=h Like >o, H), af AT (2-25) =0, 即 (tr) EN (J). 
因此 
AF t= Ay; Ti Ea a0) 
上 所以, FRAT AF EW] limA, rh = fi, 或 省 ,由 引 理 1， 证 明 xwER(J)*.。 但 是 E And, ER(), 
因此 , Has ee s 1 定理 11, 必 有 ryER(ST)*%, 
RU ik) Mer, WX SHE MS EY, W 
X-=N(J)@RV)*. (11') 
证 明 对 于 仔 何 xEX, 令 or limh i A ap (a tu) SY ME e TER CT)" 和 和 (7) 中 的 分 
最 即 可 . 
注 “作为 一 个 推论 我 们 有 : 在 睛 反 B- 空 间 下 中 满 是 WONT. nee ABA BB ESL aR iy 
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HiS TAMERLAN RU "一 X。 这 一 结果 出 自 上 面 引用 的 了 .Kato 的 论文 ， 其 证 
明 是 容易 的 , 因为 由 Eberlein 定理 , 8- 空 间 了 是 局 部 序列 弱 紧 的 当 且 仅 当 及 是 自 反 的 ， 


§5 殖 周 期 函数 的 平均 值 


作为 平均 志 历 定理 的 应 用 我 们 将 给 出 殉 周 期 国 数 的 平均 值 的 存在 性 的 证 明 . 
定义 1 TRI h o WRA GERAR MAREL T G 中 任 一 元 素 对 (9, A) 的 乘积 94( 一 般 是 
不 可 交换 的 ) 满 足 如 下 条 件 : 


gheG; (1) 
(gh)k=g(hk) (结合 性 ); (2) 
在 G 中 存在 唯一 的 元 炒 e 使 得 eg=ge=9 对 于 一 切 9EG 成 立 ; e 称 为 群 @G 的 
单位 元 ; (3) 
对 于 每 一 元 素 JEG, 在 @G 中 存在 唯一 确定 的 元 素 , Hg 表示, E ggg 
=e, WRI 称 为 9 WIR, (4) 


显然 , 9 也 是 9 Wo, Akg) =g, 群 G 称 为 可 交换 的 ， 如 果 对 于 一 切 9 ACG, A gh=hg RY. 
例 行列 式 等 于 1 的 % 阶 复 矩 阵 的 全 体 关于 矩阵 乘法 是 群 ; 称 为 ! 阶 复 么 模 群 ， 这 个 群 的 
单位 元 素 是 单位 矩阵 ， 而 和 抢 阵 e Mo. RARE. ERY net 
是 不 可 交换 的 . 
定义 2 (J. von Neumann[4]) 给 定 一 抽象 群 G. 定义 在 G 上 的 复 值 国 数 IRIE E 
是 殉 周 期 的 , 如 果 下 列 条 件 成 立 : 
PRA {f,(9, 有 ); sEG) 关于 GxG 上 的 一 致 收敛 拓扑 是 完全 有 界 的 ,这 里 
f.(9, h) =f (9sh) 2 LEHR EXE 上. (5) 
例 设 G 是 全 体 实数 的 集合 R, 其 中 群 的 乘法 定义 为 实数 的 加 法 ; 这 个 群 羽 称 为 实数 加 法 
RE rae f(g) =en (ER LA Any, 其 中 是 实数 而 j= 一 1. 由 加 法 定理 Of (gsh) = 
emete a pI Rei; 5ER!) 作 为 绝对 值 为 1 的 复数 的 集合 是 完全 有 界 的 事实 , 这 个 结论 是 容易 
看 出 的 . 
命题 ] 假设 f(9) 是 G 上 的 歼 周 期 函数 ， 如 果 我 们 遵照 A. Weil 的 作法 定义 


dis(s, u) = sup |f (gsh) —f (guh) |, . (6) 
mij 
dis(s, u) = dis (asb, aub). = D 
证 明 中 群 的 定义 这 是 显然 的 ， 
Rl 所 有 满足 dis(s, e)=0 的 元 素 s 所 成 之 集合 如 组 成 G 的 AME TBR, 即 有 ; 
MIR el eH, 则 eye.€ E, 而 且 对 于 每 -acEG, aea EE. (8) 


证 明 iz dis(e,, e) =0, dis (ea, e) 二 0。 则 由 (7) 和 三 角 不 等 式 , 我 们 得 到 
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dis(e,e>, e) Edis(eies, eie) +-dis(ee, e) =0+0=0. 
类 位 地 , 由 dis(e,, e) =0, 得 到 dis(aeia ',e)=dis(aeia ',gea ')=0. 
系 2 m su EE Wil s=u(modF), Wl] s=u(modF) Stt-F dis(s, u) =0. 
证 明 ”结论 是 显然 的 , 因为 dis (sw t, e) =—dis(s, ew) =dis(s, u). 
RI WA s=ul(modE) 具有 等 价 性 的 一 团 性 质 , 这 就 是 


s=s(mod#); (9) 
s=u(modF), Mju = s (modF); | (10) 
如 果 s, =s,(modE) $ s 三 ss(mod 忆 ), 则 si 三 ss(mod 五 )， (11) 


证 明 从 系 2 以 及 对 于 dis(s, 中 的 三 角 不 等 式 , 这 是 显然 的 . 
因此 , 如 则 线性 空间 中 的 商 空间 的 情况 一 样 , 我 们 可 以 定义 商 群 或 剩余 类 群 G/B 如 下 ; 我 们 
将 用 所 表示 与 固定 元 素 zcG 等 价 (mod 可 的 一 切 SG 的 元 素 的 集合 , 即 包含 x 的 剩余 类 (mod 有 ); 
则 全 体 剩余 类 所 的 集合 按 科 法 


一 各 © (2) 
构成 一 个 群 G/B， 为 了 验证 乘积 的 这 一 定义 (12), 只 须 指出 
如 果 x, =a, (modE), y, =y: (ModE), 则 214, sry (ModE). (13) 


这 是 显然 的 , 因为 由 (7) 和 系 (2) 邯 有 | 

dis (a,y,, ray2) Edis (ry rey) + dis (£241, 242) = dis (a1, £2) + dis(y, y2) =0+0=0. 

因为 函数 f(x) 在 剩余 类 ,上 上 取 同 一 党 数值 ， 我 们 可 以 将 7) 作 为 定义 在 剩余 类 群 G/B 上 
的 国 数 F (£). 

系 4 剩余 类 群 按 距 离 
dis (£+, &,) =dis(@, y) . (14) 
是 度量 空间 

证 明 Hh w=a, (modE) Ai y= y, (modF) EH | . 

dis (a, y) =dis(@, a) + dis (xı, 91) +dis (71, y) =0+dis(z,, ¥,) +0 

以 及 dis (zu y:) 三 dis (æ, y), XH dis æ, y) =dis(a,, y). 于 是 (1 定义 G/B 中 的 一 个 距离. 

系 5 群 G/B 关于 距离 dis (8,, 69) 是 拓扑 群 ， 即 乘法 运算 Ecés 作为 从 乘积 空间 (G/E) x 
(G/B) 到 G/B 上 的 映射 是 连续 的 ,而 运算 红 ! 作为 从 G/B 到 G/B 上 的 映射 是 连续 的 . 

证 明 由 (7), 有 

dis (su, s'u’) Edis (su, s'u) +dis(s'u, s'u’) =dis(s, 8’) + dis(u, u’) 
以 及 
dis (s ~’, wu !)—=dis(ss al su 'u) = dis (u, s) =dis(s, u). 
于 是 可 以 证 明 下 面 的 
定理 1(A. Weil) 用 (14) 度量 化 的 拓扑 群 G/B 是 完全 有 界 的 ， 而 函数 f(z) 产生 的 函数 
ED CfE GE 上 一 臻 连续 . 
证 明 由 于 
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[FCE —F (Ey) | = |f(2) ~f (y) | Edis (a, y) = dis ($a é), 
PAB FE.) 的 一 致 连续 性 是 显然 的 ， 根 据 (7) 和 (CI 和 ， 由 因数 FC) FE H BE a a] 
G/B SEA AE. l 
根据 上 上面 的 定理 , SA SBR A go PS BeA hi E EC OAA Be dis (9i, 92) E EAER) 
完全 有 界 折 扑 障 公 于 的 一 致 连续 风 数 大 人 的 研究 ， 利 用 这 个 事实 ， 我 们 将 给 出 至 周 期 图 数 的 平 
EJERS fe AMES WEW, 
IMG io 11 HE, Hest 于 任何 e0, 存在 有 限 的 一 组 元 素 go gz ts Ins 使 得 min dis(g, 91) =e 


对 任何 9EG R. E, MARE P e1, 271,37, … 的 各 有 限 点 组 集中 在 起 时 ， 我 们 看 出 在 
在 CG 的 点 的 可 数 系 人 {9} 使 得 {9;) 在 G 中 秽 窗 ， 取 一 正 数 序列 & 使 得 Sia <1. BE OCG) ft S 
在 上 的 一 教 和 连 绕 复 值 消 数 h(g) WARIRI R Ar, AEWA Bc AY a EA HB lA] sup 
jC9)1,C(G) 成 为 Bei, RIEUR CACO AWRETA l 


(T-h) (9) = > ah (939). - 5) 


j=1 
由 到 (人 在 G 上 的 一 致 连续 性 ， 对 任何 e>0, TEE 6>0， 使 得 只 要 dis(g, g) Sò 就 有 | 有 (9) 一 
(g) | =e. FË, 由 (7)， 只 要 dis(9， g') =ò, 就 有 | 有 (979) —h(g;g') | sSe(j=1, 2,1). 因此 由 &j>0 


和 De,= 1, 容易 看 出 , PALM C(G) 入 C(G) 内 的 有 界线 性 算 子 ， 同 理 , 我 们 得 知 , 由 


h, (0) =n 0"h) (9), EAA ha (9) = Seman wer, Hp >O, SA1, (16) 


m=1 j=1 


定义 的 国 数 和 (9) 的 集合 关于 % 等 度 有 界 和 等 度 连续 ， 内 此 ， 根 据 Ascoli-Arzela 定理 ， 序 列 
4ha( 四 } 包 含 一 个 在 G 上 一 致 收敛 的 子 序 列 . 

所 以 , 由 平均 遍历 定理 , 必 存 在 如 (9g) EC(G) 使 得 

. limsup |k, (g) —h* (9) | =0 AI Th* =h*. (17) 

命题 2 h* (9) 住 等 于 常数 , 

证 明 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 (9) 和 如 (9) 是 实 值 的 ， 假设 在 在 一 点 goEG 和 正常 数 6 
使 得 

h* (go) =P —20, 其 中 P =suph* (9). 
由 AY (9 的 连续 性 , 存在 正 数 。 使 得 只 要 dis (g', g") Segh H [A* (g')-—A*(9") | 二 6; 特别 地 ,只 要 
dis (go, 9") Se RA h* (9") SB—6. 因为 序列 {197} 在 G 中 稠密 , 则 对 任何 o> 0, 在 在 足 标 %n， 使 得 
对 于 任何 gEG, 有 min dis(9， gD e Beat, Ald, 由 (7), 对 于 任何 9EG, 有 
min dis(g,, 939) SE. 


Wx- iei j= Jka. 
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bY (g) = (THE (g)) = Sa (99) Sj, (BO) EA B= B05, ÂR, 


g=1 


这 同 9 是 @ 的 任意 点 的 假设 矛盾 .所 以 2* (DEE T E Be, 


Mi(h(g)) = limn > (T"h)(9). (18) 
定理 2(. von Neumann) 我们 有 | l 
Mi(ah(g)) =aMi(h(9)), | (i) 
Mihi Cg) -he(g)) = Mi (hy (g)) + Mj ee (9)), (ii) 
MSH, Gii) 


如 果 在 G E ACg) 20. 则 MAg) 20; 
如 果 还 在 上 (9 本 0, Wl 


M, (h(g)) 0, (iv) 
IMER |S MERC) I), (v) 
MEEI) = MER), (vi) 
Mi(h(ga)) = MLAD), (vii) 
Mi(h(ag)) = MER), (vii’) 
MI(h(g 1)) = Mi(h(g)). (viii? 


证 明 根据 定义 18), Ci), Gi), dii), (iv) 的 第 一 部 分 , CAR Cvi) 的 正确 性 郑 是 时 然 
Ay. (vii) 的 正确 性 利用 命题 2 就 证 骨 了 .而 Cii 7 的 证 明 如 下 ， 
从 按照 


(T (D = Bah (gg) 
4 


所 定义 的 线性 算 子 和 ET, 我 们 问 样 可 以 定义 右 平 均值 AQ), EH hg) iz ee G), 
Gi), (iii)，(iv) 的 第 一 部 分 , O), (VID 以 及 (Vit 7， 于 是 我 们 必须 证 明 堪 平均 值 M Aa) HA 
平均 值 MAD) 重合， 由 诺 平 均值 的 定义 ， 对 任何 eo 0, FETE IC RIP Ah) SG 以 及 满足 


22:71 的 正 数 序列 B;, 使 得 
sup Serag) ~Mi(h(g)) me (19) 
9 |7=1 . 


amd 
1 


类 似 地 , 在 在 元 来 序列 {s 让 全 G 以 及 满 是 SO yy 1 WE BPS pj, 使 得 
` . ， j= 


sup 
8 


ba | 
S psh (gs) — Mt (h(g)) 5e (20) 
了 一 1 
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由 于 (9) 和 (vii), 得 到 


sup Se, 
g 


Div Bh (E598:) — Mi(h(g)) 
而 类 似 地 , 由 于 (20) 和 (vii), 得 到 


sup| > yi Bjk (kgs) ~My 
9 ij 


办 此 必 有 Mi(h(9)) =M; hlg). | 
其 次 注意 ， 根 据 性 质 们 , Gi), Gi, Gv) at Air, 0), WDA Wid GX (vii) 也 一 样 )， 
Mi Hs = ANE fe COG) EMER PELZ M, A). ERE, tH (20), 我 们 有 
Mik) eS = yh(gs;)SMi(h(g)) +e 对 于 实 值 的 MOLTA 


因此 , 对 于 实 值 的 (9), M AD ld Ey MAD 重合, 因此 亦 同 左 平均 M ADER. 

所 以 , 我 们 得 知 必 有 型 ,= M= ME 由 于 等 于 右 平均 , Ms A (vil). edb, 由 下 (ag) 
作为 线性 江 限 满足 外 , GD, Gil), (Vy) 的 第 一 部 分 , (WV), DARCI), BA MR) = My 
(1(9)) = Mihi). 

最 后 我 们 来 证 明 (iv) 的 后 一 部 分 ， 假 设 和 (90) > 0. 对 于 任 一 e>0, 由 G 的 完 侈 有 界 性 , 存在 
AEA JER sb sz …， Sa 使 得 
min suplh(gs:) —h(gs) |<e 
对 一 切 seG 成 立 ， 这 由 (9) 的 一 致 连 续 性 以 及 dis(9s;, gs) =dis(s;, 8) 可 以 得 到 ， 因 此 ， 对 千 
e 一 (go) /2, 存在 下 标 i,1 三 i 三 n, 使 得 对 于 任何 scG 有 
h(gos;'s) ZR(go) /2. 
于 是 , ERZ AD TEE, 我 们 得 到 
SORS s) ZAG) /2 对 于 一 切 sEG RY. 


i=l 


因此 ,在 两 端 取 右 平 均 , WMA 
wi Str) -urana 12>0 
注 引入 距 宽 (14) 的 巧妙 的 思想 是 在 A. Weil[1] 中 指出 的 ， 平 均 遍 历 定理 对 于 平均 值 的 
存在 性 的 证 明 的 应 用 属于 本 书 作者 ， 也 参看 W. Maak[1]. 


§ 6， 对 偶 算 子 的 预 解 式 


引 理 1 WX MYLLY B- ‘fi, iT EAA DT) =X MRO SY 的 线性 算 子 , WP) 
存在 当日 仅 当 已 (7)“= 了 

证 明 aR T'yS =0, 则 
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(a, T'yts = (Ta, 90 对 于 一 切 ee DCP) BEY, 
因此 yo (RCT) *) =0. Ph RCP) =Y Be yd = 0, Mit T AE, 另 一 方面 , 如 果 WER), Ml 
Hahn-Banach # BRIT a Uie E E BE EER EE BA CY’ iE GR ya Go) = 1 H yf (R(T) =0. [it 
(Ta, y3 =0 对 一 切 eED(T) BIL, MT yee DC) H. Tyd = 0, itd ys (yo) #0, BE y3 0. 因此 , IH 
HERO EY FT A HEAT, | 
定理 1 (R. S. Phillips[2D 设 了 是 有 有 逆 的 线性 算 子 而 且 DO) =X FAR(M4=Y, KEX 
和 了 是 B-23 (Al, mi 
(MP) = my. (1) 
TO CEY bya AS ARs TR BCE) 在 ,上 是 有 界 的 ， 
证 明 Ay DCT) = R(T) EY AR, eT)! FFE, W51, (CP) 存在 .我 们 必须 
证 明 等 式 (1) 成 立 、 如 果 yCRCT) H y* EDT"), W 
<y, 3 一 《3 y*) = KP y, Ty"). 
Put RCP SDE) BP) Ty) =y H y EDITORA. TET REPO 
张 ， 其 次 , 如果 xED(T), 则 
wT Px, 2*) = (Px, (TT)'z*》 对 一 切 x*ED((T) RE. 
因此 CUT DDGDGT) 且 (TD)'z*=x* 对 一 切 2*ED((TTD)') eae, TET EY 
收缩 . 因此 (1) 得 证 . 
此 外 , 如 果 再 设 全 在 了 上 是 有 界 的 , 则 (0 亦 是 有 界 的 . 反之 , OP) EX, LAR, 
则 对 于 一 切 wERCT) 和 w*EX', 由 (1) 我 们 有 
Tg, x >| = | <a, (P)'e*>] = |, (Pa) | SEP dah lad. 
it PT BAER R(T) =Y, MT 必 是 有 界 的 . 
引 理 2 iT ÆRET, H D(T)*=X,RO)SY, XBXMY E B-20. wE RME 
X' 中 是 弱 * 秽 密 的 , NTAH, 
证 明 假设 存在 2 0, 使 得 Po, 二 0. 则 
KX, T’y*> 二 《TY, y) =0 对 一 切 扩 ED(T*) 成 立 , 
这 表示 R(T) 的 弱 * A te X 的 真子 空间 , 同 假设 矛盾 ， 
定理 2(R.S. Phillips[2]) ” 设 节 是 复 B- 空 间 , 而 人 TP 是 闭 线 性 算 子 , 其 D(T)*= 对 和 RO7) 守 
X, 则 
PCT) = p(T’) Al RQ; T) =R; T) 3t ACO (TL) Mae. (2) 
证 明 mR ACO), Whe, HACER RAGT) =RAT). 另 一 方面 ,如果 hE 
p(T), W HSBE, (4 一 2 有 逆 (47T 一 2)25 它 同 (47 一 到 都 是 闲 的 ， 其 次 由 引 理 1 DAT—T) = 
R(T 一 也) 在 了 中 强 秽 密 ， 圭 此 , 根据 定理 1, ACp (TP). 


§ 7. Dunford 积分 


VEX ES 了 -空间 , 克星 EZ(XK,X) 的 有 界线 性 算 子 ， 我 们 要 用 Cauchy 型 积分 
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f(T) = eif TORO; T) dA 


wey THR F(T). hie, RAET 表示 所 有 复 值 函 数 了 (2) 构成 的 族 ， 它 们 在 全 的 谱 集 
o (TD) 的 某 邻 域内 是 解析 的 ; WEA RIE AL PEGGY, TRE ELIT Pet PPA Be P(A). BE FER CD), JERE 
4i VIR IER U Do (M UAT FORBES, RUE A REDE YE EU 是 由 有 限 条 正定 条 可 
RK Jordan 则 线 组 成 ， 则 有 界线 性 算 子 了 (T) 将 定义 为 


F= rD | SORG då, a) 


下 丰 过 的 稳 分 可 以 称 为 Dunford 积分 ， 根 据 Cauchy 积分 定理 ， 值 了 (7) PIRE FHAR S WY 
PHAR TRU EE. 
如 下 的 算 节 演 算 成 立 : 
E(N. Dunford) 如 果 了 Mg AE FCP), ili a BYP AEA Re, N 
af + BEF (T) HL af (T) + B9 CP) = (af 1 B9) C; (2) 
f .gEF(T) AFL) 90) = (ff.9) (7); (3) 
(" Hef Ae o CL) Hy BRL Va Are es 
Taylor 展 式 fU) = Dla", MSO = Sar" (4) 


n=0 n= 0 
legra: 
Y fa EF (T) (n=l, 2, E o (P) (Ae 
ABIRU eA. an fal EU E- 


[tea FFA), WW COREE T t Bn di ©) 
` ATF); 

MR JEEP), W JEF (T) B. fT) =f)". (6) 

证 明 (DEA, OIE: BU MO, Bo (PIT, HI OU, MEU WH 


be 46 wf ck 长 Jordan 曲线 给 成 , HiU teU SU, H UU BE T FO g 的 解析 域 ， 则 茶山 
TMJ RA Cauchy 积分 定理 , 可 得 


F= UD] SORDA: f IUR Pdu 
54D f f, FOID eA) RASPY -RC ddu 
= (208) SORT Serd]  (u—-Agdu baa 

-Qaiy'| IDR T Fai] -f aan 
=D] IOIARO: Pdh (f9). 


(4 的 证 胡 ， 出 假设 , UUE- JA Er (T) He}, e50, EIR, Hh rE 
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的 谱 半 径 (第 八 常 站 2 的 定理 4). 因此 宕 级 数 FCA) = Dad" 对 某 一 e>0 在 圆 域 C= (A; |AlS 
r,(P) +e} 上 一 至 收敛 因此， 由 Cauchy 积分 定型 和 BG; T) 的 Laurent BX RT) = 
Sr “DCB ARES 2 (5) 式 ) 


nej 


F = 2af (Zar Jea; Tydà= (2 Saf 和 有 (TD 


k=0 E=9 
=r)" Sa Sf MPO dh Sat", 
k=0 fof" 90 kag 


利用 (1) 得 (5), 而 利用 (1) 和 前 节 的 公 趟 (2) 得 (6)， 

RORE H SEO), MFO: od) 

证 明 HAE, EID GOD A we LAR GREE, fO 
fT) = (DI), Ave, WRAT -EO EIE B, 则 gB BE ALT) R R, 
于 是 四 MEo(m 导 致 f(DEcG(P))， 反之 , 设 MEo(f(2D)， 且 假设 人 Ef(cCm). 则 函数 9(1) = 
CW) BRE RE), AiR, AIEO Al =1, KA BAL ACT FD) 
矛盾 . 

系 2 Ik SEF (P), GER FE) ALAA) 0E), W AEF CD) BBCP) = 9 FD), 

证 明 MEF(Z) 可 由 系 1 推出 ， 设 Z 是 c(f(ZD) 的 开 邻 域 ， 其 边界 5D, 由 有 限 条 可 求 长 
Jordan 曲线 组 成 且 使 得 U, +30, 包含 于 9 的 解析 域 ， 设 D。 oT) 的 邻 域 , 其 边界 90 由 有 限 
条 可 求 长 Jordan 曲线 组 成 且 使 得 十 30。 Wa FRU (Ort) Us， 则 对 于 
ACCU, 我 们 有 | 7 

RUF) =a] (A FUDR dy, 
因为 由 (3), 布 端 个 子 8 满足 方程 (7 -JOSSA f=. 因此 , 根据 Cauchy 积分 定 
4, A 


ISO = rdf TARASA =C sif | gO A f(u)) Rus DP) dud 


= (27i) f RC DYI) Ydy ~hT). 


注 Are 关 似 于 公式 (1) 的 基础 上 的 算 子 演算 ELA Be wa H. Poincare’ 关于 连续 群 
的 研究 (1899 年 )， 这 一 - 节 关 于 算 子 演算 的 介绍 取材 于 N. Dunford-J. Schwartzf1]， 在 关于 半 
群 的 下 一 章 ， 我 们 要 经 常 使 用 对 于 无 界 闭 算 子 人 的 Dunford 积分 . 


， 预 解 式 的 弧 立 奇 点 


设 ,是 映 复 B- At X 入 内 的 闭 线性 算 子 了 的 预 解 式 ROAST) HOR We, AE, M (A; T) 
SLR A Laurent 级 数 
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RUST) = SAA) Ay (Bart) (Am de) "RAS Pa (1) 


n=- o 


其 中 0 是 半径 充分 小 的 图 周 : 14 一 1 =e EBAR i—i e 不 包含 异 于 A= 的 奇 点 ， 而 积 
分 古 沿 有 反 时 针 方向 进行 的 ， 利 用 预 解 方 程 我 们 得 到 
定理 1 ik A 是 彼此 可 换 的 有 界线 性 算 子 , 并且 
TA,=A,T (k=0, £1, +2, °°), 
Arán -0 对 于 kK 三 0, m=1, 
A 一)"A8!: (n=1), 
Apg “AA, (P, q21). 
证 明 ig A, 的 有 界 性 和 彼此 间 的 交换 性 以 及 诸 A, E T Ag E PEK A, 的 积分 表示 显然 


(2) 


可 得 ， 
我 们 将 RST) RAAT BROS T) — RCT) = (uA RAST) R(u3 T), BBB 

S 4, Ado) 六 vee yam 

这 (4—40)— (4—-A0) ~~ By Aran Aq) (u Ao) 。 


在 左边 An 的 系数 是 
(A Ag) CA -A Cp Ag) Hoe + Cpt dg)" !, nE, 

(CA A (pA) + Ado) "*! (ud) H 0)"),n<0. 
REBA A) Ao)” BOTT T, 其 中 k=O 而 加 三 一 1, Aw EEA A, = (KE, 
m= 1), WE | : | 

R*(AST) = SIA (A -io0* 和 ROT) = TAA ay)" 


n=0 ho =s 
必 都 满足 预 解 方程 ， 将 E+ (人 T) 的 展 式 代入 预 解 方程 
RAST) RIOT = CN RAS TR (u; T), 
记 (4 420) 一 h(n Ag) =k, RENSA 
SAh? kr) 一 (一 (Zae So, e) 


pel 


两 端 除 以 (Xx 加 ,就 得 到 


Ah bd 


pel pag=t 
尖 此 我 们 有 -一 4p, gis APA, (P, q=9), TË, FF LAB, 有 A, 一 — Az, A= —A,Ay= (一 1)248， n, 
4 一 (一 1)748 (会 上， 
类 似 地 , H R (他) 的 预 解 方 程 , 记 (4 一 40) =h, (4 一 40) =k, 得 到 


SA he- Vip APB -b ove PO!) = 5 keiko ‘Arde 


P=! eget 
央 此 我 们 有 Ap gi) AAO 221), 特别 地 我 们 有 
©1946 


A_,=A®,, A= AA z e, An =A nAn mL). 

定理 2 我 们 有 

A = (T—AjD) Ani: REIL), 

(T— àA n= A an= (P—AgI)"A_, mE), (3) 

(T-I )A4 =å]. 
证 明 ”由 A 的 积分 表示 , 我 们 知道 值 域 ROA) 包含 于 了 的 定义 域 中 , HETAN T ERA. 
于 是 我 们 的 定理 就 由 恒等式 7 
I= (AI— -7 © 4,0- Ay)* 


={(A—Ap) I+ Col — D Dh —Ay)? 


得 证 . 
定理 3 MRA ERAD mB BLA, MM 加 是 下 的 本 征 值 ， 我 们 有 
RA) =N (I-T) 和 RUA.) RAIT") 对 于 nam RY, (4) 
因此 , 特别 地 
X=N((gI—FY")@R(AgI—T)") AEF nEn RI, 6) 
证 明 ”因为 4_, 是 满足 At A, 容易 看 出 
N(A.)=RU-A.). (6) 
RX =N (AD =RU-A D), I | 
X,=R(A..), NN (OIT) 以 及 By=R(AgI—7)"). (7) 


设 zxEN。 其 中 nS, Wih (TA) "An = (TADAA, RRA O= A4,_, (人 一 和 站 
= (DP AgI)* A, = (T-A) Age = A_2—2, Mii e=A EX, FEN, WSF Xo, 其 中 nz. 
反之 , 设 xEX,， 则 有 z=4.1y, 因此 由 A =A, He =A_,A_y=A_ Ah C AAA P= 
A_winti PAD) "t=A_ aint 因为 根据 假设 ， 对 于 "三 A Aann, RW n= 
m, XN, 从 而 如 果 n= m 就 有 

N,=X,. (8) 
WATAALA mA mn =0 Al A_ #0, Be Ay HET WATE. 

Hy (2 — Apt) "A, =A_1—] RAB X= NA.) =RU—A_)SR,, MRn=m, Wh ce 
RON, BEM T=0, REA, MR x= (Aol —T)*y ALT=, Wh), YEN HN 
因此 x=0. 其 次 , 假设 TCR, 其 中 n=m, 且 记 w=a, +e 这 里 x 二 (I—A_,) EX, Ts =A_wEXs, 
则 因为 X SR 有 t= wt ER 然而 由 (8)， Xs EXs 一 入 ss， 从 而 了 :ER 站 NV, zs 一 0， 这 就 证 明 
t=H,EX, Hw R nzm, 我 们 就 证 明了 F,=X,. 

定理 4 特别 地 , 如 果 卫 是 有 界线 性 算 子 , HER XR DEX ARRET 空间 , 则 
Ag fe RA T) HOR RR, 

证 明 设 m za ou, yp JE RE SE A X MH, A a, Te, Tea, ,mix EK, 的 线性 相 
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Pa 


4 


2, ,人 ,因此 PC = 0 对 每 一 +X 成 立 ， 
设 


P(A) =a]] 4—4)" (a0) 
j=0 


是 请 ( 力 的 因 式 分 解 ， 则 我 们 可 以 迹 明 (7 一 4D”z=0 对 于 每 一 xEX, 成 立 . 假设 相反 , Hi 
TEX: HEBEL --4o1) e0, WE PCE) = 0, 我 们 得 知 侍 少 存在 某 一 入 (j 地 0) 和 多 项 式 QC) 
使 得 _ 
(TAL) QP) (LP —Agl) "29 0 . 
FEAT y= QCD) (T— Aol)". Fie EX, 是 相应 于 本 征 值 广 的 本 征 向 量 ， 因 此 (一 2)y = 
A~Ady, WORA RO; MRR. 我 们 得 到 y= A ADROST) y, 而 这 就 推出 | 
y= Aye (ani) | ROD) yd = (ari) | (Aj) 'yda=0, 

Hoh CREEA Aq 为 心 的 充分 小 圆周 , 这 就 得 到 矛盾 , EATE LE TE A Be om (EA (PAT) "X= 0. 
TE, 由 Xı=R(A,) Ñ (T—AgI)*A_, =Å sis 我 们 得 知 A. net) 一 0 对 于 rn=m 成 立 ， 


评注 和 参考 文献 


§6. WF R. S. Phillips(2], $8 取材 于 M. Nagumofrlj 和 A. Taylor [1， 这 两 他 的 一 部 分 结果 可 以 
很 容易 好 推广 到 局 部 廿 线 守 拓扑 空间 的 情况 ， 请 参看 , 例如 , 下 一 章 的 $13, 
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第 九 意 。 半 群 的 分 析 理论 


Banach 宣 间 中 的 有 界线 传代 子 半 群 的 分 析 理 论 忌 处理 无 穷 维 两 数 空间 中 的 指数 靖 数 的 再 
论 ， 它 是 同 确定 最 一 般 的 满足 方程 
| | Plet) = TXT), T0) =1 
的 有 界线 性 算 了 信函 数 2C8), 6220, 的 问题 相关 的 ，E, Hillel 2 和 K. Yosida[5] 在 1948 年 左右 
全 此 独立 地 研究 这 个 问题 他 们 由 定义 
A=s- limt- CD 一 D 

A EAR At RE 

PAPIERA KERT LE A YE FE JA A f Hilbert 党 间 中 的 单 参数 本 算 于 群 的 M. 


Stone[L2] 定 理 的 自然 推广 ,这 一 理论 对 于 随机 过 程 和 对 于 包括 扩 基 方程 ,流动 方程 和 Sehradinger 
方程 在 内 的 发 展 方程 的 积分 的 应 用 将 在 第 十 四 章 讨论 ， 


在 这 一 章 里 ， 我 们 将 不 在 Banach 空间 而 在 局 部 凸 线性 拓扑 空间 PINGERE TR 
群 理 论 ， 


| §1. (C,) eae 
命题 (E, Hille) VEX A BA, HT, C20, JE LO O 中 满足 半 群 性 质 


, 了 人 一 WF ts 20 成 立 (1) 
的 有 界线 性 算 子 的 单 参 数 效 ， 如果 p(t) = log 1 对于 钴 一 正 数 4 在 区 间 (0, ALR, 则 
ro limt log |, inf tlog |P}. (2) 


证 明 IP d= IT TSI NT had Spa) ple). 设 B= inf t TOME 


AMA co, ER AUR, SHE eo, 我 们 选 Bea, 使 得 PDL + e)a, R i>a: % 是 满 
是 Ra 二 t 之 (rw 十 1)a 的 整数 ， 那 么 


P(t) pina) , p(t—na) nap(a) ,p(t—na) 
Bs sy a t 


SFB +e) +pt—-na)/t. 
由 假设 , P(t 一 nq) 当 toon ALR ABA, 在 上 面 不 等 式 中 令 too, 我 们 得 到 limt p(t) =p 


对 有 8= 一 o 的 情况 可 类 似 处 理 ， 
定义 1 WRT; t20} SLX, IMERI 
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TT,=T,,, (Œ, 820), a’) 
To 一 了 (3) 
s- im? c= -T, 2H PH bz 0 和 每 一 TEX 成 立 ， (4) 
MAT BRI (Cy) KERE. 
依照 前 一 命题 , 我 们 看 出 (Co) 类 半 群 {T,} 满 足 条 件 
[T {SMe (0<t<o), (5) 
共 中 常数 了 >0.8 一 co. o 
证 明 是 容易 的 ， 我 们 只 须 指出 ， 对 于 任 一 区 间 (0 a), 其 中 co>a>0, IP AO MAR. B 
设 相反 , 就 设 存 在 序列 (6) 守 (0,6) 使 得 17 ,> Hlimt, 二 加 三 4 根据 共鸣 定理 ，j2 al Bw 
对 某 一 BOX 无界, 这 就 问 强 连续 条 条 件 (4) 了 矛盾 . 
注 乘 以 * ,我 们 可 以 假设 (Co) KERTO FRAJ: 
I? {<M (OSt<oo), (6) 
特别 地 , 25 <1, WPF , 
Inisi (St<oo), 1 (7) 
则 半 群 {了 TD,) 称 为 (0。) 类 收缩 半 群 . 
至 于 强 连 线条 件 (4), 我 们 有 如 下 . 
定理 KLAN WARP HOME’ ) 和 (3)， 那 么 条 件 (4) 等 价 于 条 件 
w-limT x=? 对 于 每 一 CX 成立. (8) 
证 明 RIRC. Wr X pE- AECE, 我们 将 证 明 对 于 每 一 和 立 0， s-lim? :0 二 
Tto R, WARR a(t) =T xo, 对 于 每 一 如 宇 0， a(t) FE to AE, WA w- Lim? = 
w-limP, T 2, KPA MIT WE t= 0 HEAR. ERRA, 就 会 存在 序列 { 如 } 使 得 tat 
0 H. lim [P utl = ce, 根据 w(t) =D 2, I ATE PE 1X t3 JE 鸣 定 理 矛 盾 . 于 是 由 (人 )， 得 知 


Tega tHE t 的 任何 紧 区 间 上 有 界 ， 此 外 , w(t) AT BMY, 这 是 因为 ， 右 连续 实 值 函数 11) 
是 Lebesgue 可 测 的 , 而 这 可 以 由 下 列 事实 得 证 , AIT EAR] a, RAs f(t) <a) 可 表示 为 有 正 
长 度 的 诸 区 间 的 并 ， 其 次 设 {如} 是 正 有 有 理 数 的 全 体 , A RHEE AI Palt), 其中 有 是 
有 理 数 ( 若 并 是 复线 性 空间 , 我 们 取 Bsa; tib, 其 中 a; 和 5; 是 有 理 系数 )， 这 些 元 素 形成 可 数 
SEM = {zn)} 使 得 {z(t); t 二 0} 包 含 于 履 的 强 闭 包 ， 因 车 不 然 , 就 存在 一 数 二 使 得 z( 引 不 属于 MM. 
然而 (根据 第 五 章 $ 1 定理 1 1) 作 为 X 的 闭 线性 子 空间 , M 是 弱 闭 的 : 因此， 条件 EM 同 
zt) 的 弱 右 连续 人 性 , 也 就 是 同 ee) = w- lima (ts) HAI. 

于 是 可 以 应 用 第 五 章 § 4 的 Pettis 定理 ,得 知 z(t) 是 强 可 测 的 , 从 而 根据 jz(2)| 在 + 的 任何 
紧 区 间 上 的 有 并 性 , 我们 可 以 定义 Bochner 积分 | a(t)at. 而且 对 于 0=a<B<oo 有 
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JESZ =f [a(t )| de. 


利用 zx(z) 在 二 的 任何 紧 区 间 上 的 有 界 性 所 推出 的 积分 [[e@+s)as = | x(t)a 关 十 s 的 强 连 


mm Dunford[3 | 34 HERH w(t+) 对 于 60 SREE, 我 们 将 仿效 他 的 证 明 . 
R OSa Lie LE, HA e>0, ArH STE SM 7, 7(E—1), RANA 


(B—a)x(6)= | 2(8)dn= |" Telé n)dn, 
从 而 利用 内 (1 和 (3) 所 推出 的 ， 与 jz 在 t=0 邻近 的 有 界 性 相 联 系 的 sup [P< + oft 
实 , 我 们 得 到 | 


(B—a) (a(€ +e) —2(é)} = [ Pete- eén dn, 


p—a) letke) (ssup [Pi a(te) en dr. 


4 FEAT RER RODE z(z) 时 就 可 看 出 上 式 右 端 当 e | 0 MATE. 

于 是 我 们 就 证 明了 x(t) 对 t>0 强 连续 ， 为 了 证 明 z(t) 在 1=0 强 连续 ， 我 们 继续 进行 如 
F. PEE BR, AT et, HTT, to 7,4, 0 = e+e), Ak, ARLE MEENT 
的 z(t) 对 于 0 的 强 连续 性 , 就 得 8-limTiz (ts) a(t), AAS tu CME HE z(t) 的 有 限 线 


性 组 会 REE s-limT En Yo 一 1 2, …)。 另 一 方面 ， 对 任何 tE[0, 11, 我 们 有 
jet) aol ET ,rn mz 十] 一 zol -|P, (ay—2n) | 


= [7 Em tnl + Jamz] 十 sup |7, | °. |zo 一 zw 


因此 , limje(t)— roj = (1+ sup [PD [enrol 从 而 由 inf x6 一 zl 二 0 得 s-lima(t)==25. 
240 Onin zm MM i40 


8 2 局 部 凸 空间 中 的 (C。) 类 等 度 连续 半 群 . 半 群 的 例 
由 前 一 节 的 启发 ,我们 将 转 到 更 一 般 的 半 群 类 ， 
定义 ” 设 到 是 局 部 凸 线性 拓扑 空间 , TT's C20}: LX, X) op ESE RE a A 
且 有 . 
PTT, = TD, To=], (1) 
lim TP x=T x 对 任何 i 三 0 及 EX 成 立 ， (2) 
映射 族 {了 了,} 关 于 + 等 度 连续 , 即 对 于 
X 的 任何 连续 半 范 数 p, eB ARLE X 
的 连续 半 范 数 & 使 得 对 所 有 t=O 和 
.所 有 LEX H p(T 2) q(x) RE, 
这 样 的 算 子 族 {了 T， } 称 为 等 度 连续 (C。 ) 类 于 群 . 
满足 $1 HAAR PECL, (3 ), (4) 和 (6) 的 六 MT EERE EERO RERA. 下 面 
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(3) 


我 们 给 册 具 体 的 合子. 
例 1 设 Cr0，co) 是 区 间 [0，ce) 上 的 有 界 一致 连 续 实 值 (或 复 值 ) 函 数 空 间 ， 而 且 定 义 映 
CLO, œ) A CLO, co) ANY T,, t20, 为 
(Px) (s)=a+s). 
条 件 (1 是 显然 满足 的 ,. (2) 8 z(t) 的 一 至 连 线性 推出 ， 最 后 , (TASI, Ri) (CW) REE 
半 群 ， 在 这 个 例子 中 ,我们 可 以 用 CC 09, œ) L? (99, co) {UR C(O, 00), 
例 2 研究 空间 C(--00, 50)， 设 
N, (a) = (Qat) te 1, ~ 0c << 00, t>0, 
CORRE Ry WTAE HRI. AE SLR CO( 一 co 00) A C§(— 00, co) HY T(t), tE, Ay 
Ma) C8) =| NW (s-wa(ujdu, 对 过 0， 
一 x(s)， 对 t=0, 


每 一 了 ,是 连续 的 , AM, HY” Ns(s 一 人 dw 一 1, 得 


ET 
BE, ToL AE PET s AR Tem A 名 公式 


ty 一 一 -| e- - cæ- 9) 9/26 gd 


Tey Sea Ta 
的 推论 ， 加 起 … 下 第 六 价 81 的 (10) 和 (13) 式 ， 二 一 公 起 可 以 在 两 便 用 Fourier 变换 而 得 .为 了 


EAA T, 对 t+ 的 强 连 续 性 , 我 们 注意 z(3) =| Ni(s wre)du. 于 是 


(Px) (8) aC8) =| N, (sw) (el els) du, 
作 变 数 代 换 (s--D /ME =z, CRET 四 
| Wy(2) (@ (8-- /Fa)— —a(s))de 
根据 ze) 在 (一 co, 00) i) BME, MEE e>0, 都 存在 $=6(e) >0 使 得 只 要 | 一 sa 
就 有 |z(81) 一 x(82) 至 e。 把 上 面 的 积分 分 成 两 部 分 , 我 们 得 到 


(Pate) aCe) ES a ACL CALL | (as 


zef paa N Ode +2 leif N, (2)dz 


FES 


Se+2}al| _— Nileddz. 


iv $2) > 
因为 积分 | N (ede WO, hk AAEM 三 >0 时 趋 于 0， 于 是 
lim sup] (Tæ) (8) —2(s) | =0 
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从 而 s-limT,2 sa; 所 以 ,根据 前 一 节 的 定理 . 我 们 就 证 明了 (2). 


在 上 面 的 例子 中 , 我 们 可 以 用 Lr( 一 ce 00) RAE C[ 一 oo, co]. 作为 例子 ,我 们 研究 Loo, 
oo), FER AMIR. 根据 Fubini 定理 , 有 


至 于 强 连 续 性 , 同上 面 一 样 ,我 人 有 
上 一 | ibn (w(s—~./4 2) —2(8))dz ids 
sj. l MD fiee oT =G) jds jds 
5 <2| N,(2)d: zj 


因此 , 根据 Lebesgue-Fatou 引 理 , 并 由 于 Lebesgue 积分 的 平均 连续 性 (这 可 以 用 有 限 值 疯 数 
近 z(s) 而 得 , 我 们 得 到 


lim) Pearls] N.(2) (af lz(s 一 人 t z) - -æ(s) |ds Jae =0, 


例 3 研究 C( 一 co, 00), HEADO, u>0, RELO, co) A C(—20, 00) NAY T,, 620, 


A 
TORTE SN —ku). 
， k=0 
REE 


1 


PaL) C8) := Ce | D3 pan eekun | 
a map " ke rer 


zeit) s 1 PSS (Aw)”™ -- (Aap rle pu) | 


er ~ m! (pm)! 


enn E p Aw = -AH PECs — pu) = < (By yt) (8). 


por 


了 于 是 容易 验证 T, y PAETA 


§ 3，(C0) 类 等 度 连 续 半 群 的 无 穷 小 生成 元 
© 设 42 综 全 是 定义 于 局 部 凸 线性 拓扑 空间 互 的 (Co) 区 等 度 连续 半 群 ， 设 并 是 序列 完备 的 
我 们 用 E E 
As= limh! (Pa —Das, (1) 
定义 ,的 无 穷 小 生成 元 A, ONE, A 症 线性 算 子 ,其 定义 域 吓 集 D(4) = HEX; limh-!(T, 一 Dz 
. h4 
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在 站 中 存在 ), 而 且 对 于 zxED(4) ,4z= lim Ki, Dar. D(A) ABBAS 它 至 少 包含 向 量 0， 实 


际 上 D(4) 是 比较 大 的 ， 我 们 可 以 证 明 
定理 1 DAEX HRE. | : 
证 明 ik p.(s)=ne™,n>0, RR C,,, BET, 的 Laplace BIEL n: 
C,,0=| pa(s)T,z ds 对 于 2zEX,， (2) 


其 积分 是 在 Riemann 意义 下 的 ， 车 用 站 中 的 连续 半 范 数 了 代 茜 数 的 绝对 什 时 ， 定 义 数值 函数 
的 Riemann 积分 的 通常 程序 就 可 以 推广 到 在 局 部 凸 , 序列 完备 的 空间 了 中 取 值 的 函数 上 去 ， 广 
义 积分 的 收敛 性 由 了, 的 等 度 连续 性 , 等 式 
LPn(s) Tr) =ne™ p(T.) 
以 及 的 序列 完备 性 推出 ， 
我 们 知道 , 由 于 
PO a) S| ne p (Pax) ds Ssup p(T 2), 


F C,, Æ LX, XARA, BATS ue BH 


R(C,)ED(A) 对 每 一 n>0 成 立 (3) 
和 ， . 
lim, 2=2 对 每 一 zEX RY. (4) 


这 样 一 来 ， UU R(C。) 就 在 区 中 稠密 , 当然 更 有 DOEN HHH. WEG), 我 们 从 公式 
MTDC, a= | pals) PsP, x ds— hs | par ads 
着 手 , AMT, 的 线性 性 质 和 连续 性 , 可 以 改变 次 序 ，7,| =f Te FE 


WDO e= S pa (8) zas —~h™ | "Pa(s) Trds 


nh o h 
=n] e "TP edo ~¢nf e` "T ads 
h 0 


el 


h 

根据 pa(s)Tsx 关于 s ESE, bY A) 0 时 趋向 于 一 pw(0)Toz = —ne, 21 
地 , 右 端 的 第 一 项 当天 4 0 时 趋向 于 Cosz， 于 是 我 们 有 

AC, w=n(C,,—-I)a, EX. . By 


h i ` 1 h 
fe, x -| ne "T, sdo tof a(S) T «ds. 
* 0 hJo l 


其 次 , 我 们 证 明 (4). HIF ("neds =1, 有 


C,—2—n| (Taa) ds, 
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p Cage) in| ep (Ts) de =| in| =h tty SOHO EER, FE e>, 
HET oe 对 8 的 连续 性 , 我 们 可 以 选 6 二 0 使 得 对 0 三 3 三 6 A p(T a—a)Se 成立， 那么 
Lsen| e "dszen| e "ds =e. 
对 于 固定 的 O>0, F(T 2) Rf s 三 0 FERR E 
I, snf e e (p(T) +p(2))ds>0 Amt oo R, 


这 样 , 我 们 证 明了 (4). 
定义 ”对 xEX, 我 们 定义 


DT X= lim h`! (7, 4,—T)2, (6) 
若 右边 极限 存在 ， 
定理 2 车 xED(4), 则 zxED(D,T,), 且 
站 Piz= ATs=T,Ax, t20. (7) 


于 是 , 特别 地 , ATAR T, 是 可 交换 的 . 
证 明 # eCD(A), WAN T, 是 连续 线性 的 ， 我 们 有 
T Ag=T, lim 4&7 (T,— 1)x= lim he (T, Dy—TP,)a= limh (Pin Te 


= lim APs DT a= Ata. 
于 是 ,如 果 zED(4)， 则 PCD AEA TAr=AT a= lim k (T aT, a, 我 们 于 是 证 明了 对 


每 一 XED(4), 了 了 ,x 的 右 导 数 存在 . AUER SHORT OES 
为 此 , FEHR foCX', 那么 , 对 于 固定 的 zxED(4), 数值 函数 fola) = <T, fott $20 be H. 
ABER Cfo (Pc) / dt, RIB EMRE, BERET fo(AT x) =fo(T.Aw), BLA d f(T x) / dt 
对 于 t 连续 , :我们 在 下 面 将 证 明 一 个 著名 的 引 理 : 如 果 连 续 实 值 函 数 f(t) Dini 导数 
D* f(t), D'f(t), DFD ft) 
之 一 是 有 限 的 和 连续 的 , 则 f(t) 是 可 微 的 而 且 其 导数 , 当然 , 也 连续 且 等 于 D f(t), PESA) 
对 是 可 微 的 并 有 


fo(T xa) =f P,a) faa) = = | afr) /ds -ds =|" fy(P Aa) ds 
=f, (f, T Ax ds). 
因为 foEX' 是 任意 的 , 必 有 E 、 
T 一 了 一 | PP,4zas 对 每 一 xzGDC4) RY. 


AW TAs xf s 是 连续 的 ， 于 是 miz 对 按 开 的 折 扑 可 微 并 且 
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DT x= lim ye Dededs =f Ag | 
i ， 


才 是 我 们 证 明了 (7)， 

引 理 的 证 明 ”我 们 首先 证 明 由 条 件 : D f(t) 20 对 于 atch 成 立 必 失 出 f) fla) -0 
假设 不 然 , He fO fa) <—8(b—a@) SEP o> 0 a, WA, MT Ct) ft)—f@) | 
é(t—a), tk# D* g(a) =D f(a) -e>0, 从 而 由 9(@) =0, SBE a 的 某 bg as fg (to) =e 
由 于 g(t) 连续 及 906) <0, FETE FB a<to< <b 使 得 gh) 0 APP tb, 
gt)<0, PERIA Dig) S0, RE Dg) =D fa) e> iA, 

WE f(t) — ad fl Bt— f(t HPS HEHE, 我 们 可 证 : rk Dini 半数 之 Zo PHO « 

a 三 Df(#) 三 PB 在 任何 区 间 Lti, tE ， - 
MLF —f (41) / (et) SB, AE ESA pA ge f(t APO Dini 导数 在 ft tal EH E 
确 界 (suprema) (和 下 确 界 (infima)) 是 相同 的 ， 于 是 ,特别 地 , PERERA PRL SO Dini & be 
之 一 在 [ti, to EEE, 则 f(t) 的 四 个 Dini 导数 在 [ty ts] 必然 相等 oe 


Se TVERT A HIRR 
定理 1 Mano, 则 算 子 (nd 一 4) 基 有 省 it Rony A) 一 (nd —: 4)- ELG, X), JE. E 
R(n; A)a= = eT, eds 对 二 eX Wore, o (1) 


换 句 话说, IER : 数 属于 4 的 项 解 信 P(A), 

证 明 ”我 们 首先 证 明 (7 一 4 一 存在 . 假设 存在 rat (EII ~A) 90, Bl Atong., 设 
fo 是 EX' HIRE fo(zo) = 工 的 连续 线性 泛 国 ; 并 令 PCL) f(T), A CEDA), 根据 前 节 的 定 
FR 2 p(t) 是 可 微 的 , 并 且 . . 

dept )/ dt = fo (DT 29) = fo (PAX) = fol mao) =np(t). 

如 果 我 们 在 初始 条 件 p(0) = Fo (ain) = 1 ZF ORS) TP, 就 得 (t= e™_ 但 p(t) = na 
Mt AHR, AA Tia 对 绽 0 等 谍 有 闪 且 远郊 有 连续， 这 就 是 矛盾 , Pee nl A) 必 存 在 , 

FAs FAT CHK, AC, w=n(C,,—-De, lel A) Cpe ne 对 一 煞 wEX 成 立 。 于 是 
(nl 一 4) 一 对 一 地 上 映 RCC, DESD(A BX E. Ale, GT-A FE, EPAR, IA. 

是 一 对 一 地 映 DCAD BIX ET. BAMA R(C,,) =D @I—A) =n 0, 
Rl 复 4- -平面 的 右 半 平面 在 4 的 预 解 集 PAA, BA 


R(A; A)a= (AIZA) ~z = 人 e Tadi 对 Re(A)>O 和 zEX RE, (2) 


证 明 对 固定 的 实数 r (eT, t 三 0} 组 成 一 (0,) 类 等 度 连续 半 群 ， 容 易 看 出 该 半 群 的 无 
穷 小 生成 元 等 于 (4 一 irT)， 于 是 , 对 任何 0 之 0, HER RCo + it; A) = (l0 + iz) —A) tE; 
并 且 


R((o+it)I—A)a= [everson eds 对 一 切 zxEX 成 立 . (2) 
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R2 ` 
D(A) =R(AL-A) D =RU) Re) >0 ttt, 
AR(AA)a= RASA) Aw ARCA) — Da XEDA), 
AR(A;A)a = (AR(;A)—L)r bE HEX, 

limAR(A;A)a -e HOON. 


证 明 OM ROA; A) = A-A AMW RCD, 式 这 些 是 显然 的 . 
RI Gb CAE PM UP RWS (BRAS ESO: 
若 EDCA) 以 及 :lim ty 二 你 二， tim Ax = yEX, 则 


æED (A). H Ar=y. 


(3) 
(4) 
(5) 
(6) 


证 明 令 (一 人 mm 一 2 W lim zaseg WHE h (一 A" 的 连续 性 ， 得 lim m=lim 
-Atza I-A) æy), W a= A Ewy), A= y. 这 就 证 明了 y=Ax 


定理 2 ALK 
LURGAN") | 
HFP ADO E n=0,1, 2, … 等 度 连 续 . 
证 明 ”从 预 解 方程 (第 八 章 $ 2, (2)) 
RO: A) —R(As A) = (A~ p) Rus ARG A), 
我 们 得 到 


“Lim (uA) (RGus A) Rs A) a= dR (As A)ae/dd= —R (4; 4)2z，zEZ. 


为 了 推出 上 面 的 公式 , BO Tia Beat BY (2) AE BA lim R(u; A)y=R(4; Ay, yEX. 


因此 , 4 Re(A)>0 RG; Ae RTF A EARR R, iH. 
d"R(A; A)a/dà" = (—1)"niR(4; A Tz (n=0, 1,2, °°). 
DJ E EORI A R n RA, 我 们 有 


P'RO; A d= | e (O"T ædt, 
r b 4 . 0 


(7) 


(8) 


(9) 


这 里 可 以 在 积分 号 下 求 微 高 , RAL (TART t ERAEN Re (A) >0 时 | etdi = 


(nt) fan). 因此 : 
. (AR (AA) prg sA e t" Tx dt 对 rcx 及 .Re (A) >0 Rr. 
从 而 对 于 的 任何 连续 半 范 数 p 和 2 二 0, n> 0, 有 
pCR (As A) Ix) 二 [enera -sup Do) = sup p(T,2). 
t Jo t20 120 


根据 TOT t WEEER PE, 这 就 证 明了 定理 2. 


(10) 


(11) 
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$ 5， 无 穷 小 生成 元 的 例 
对 于 ”>0, 我 们 首先 定义 
J = I—n7'A)-'=nR(n; A), (1) 
因此 . 
Ad, =n(S,—D- | 2) 
例 1 CEO, co) AY (Tx) (s)=al(t+s). ie 


Yn(8) = (Jne) (8) anf ema (t+ ad = nf erat de, 


我 们 得 到 次 (9) = —ne -Hn (s)+rè| e-ti Da( tat = 一 nz(s) +nyn(s)， 将 此 式 同一 般 公 
式 (2): | 

(AJ,2) (8) =n((J,—D) 2) (8) 
比较 , 我 们 得 到 Ay, (8) =ys(s)， A RV,) =R(R (n; A)) =D(A), 有 

Ay(s)=y'(s) ”对 于 每 一 yED(4) 成 立 , 
反之 , 设 y(s) Fy’ (8) 都 属于 CLO, co), 那么 我 们 将 证 明 yED(4) H. hy(s) =y (s)， 为 此 , 用 
y' (8) —ny (8) = —na (s) 

定义 出 z(s8)， 令 (JU) (8) = 加 (8), 正如 上 面 指出 的 , 就 得 到 

¥n (8) —ny, (8) 一 一 00(8)。 
因此 妈 (s) =y) 一 yn(8) 满 足 w'(8) =nw (s), 从 而 w(s) =0e"". (A, w 必须 属于 CLO, co) 而 
这 仅 当 C= 0 时 才 是 可 能 的 ， 因 此 y(s) = ya (8) EDCA) E Ay (8) =y (8). 

所 以 ，A4 的 定义 域 D(A) 恰 是 函数 yeCL0，co) 所 成 的 集合 , 对 这 种 函数 yg， 其 一 阶 导数 亦 
EC[0, co) HA Ay=y， 于 是 我 们 就 将 微分 算 子 d/ds 表征 为 在 函数 空间 CLO, co) 上 与 对 的 平 
移 运 算 相 联系 的 半 群 的 无 穷 小 生成 元 . 

例 2 ”我们 将 给 出 二 阶 导 数 吧 / 情人 作为 与 县 高 斯 核 的 积分 算 子 相关 联 的 半 群 的 无 穷 小 生 
成 元 的 开征， 空间 是 C( 一 cc, 00), 而 

(Tx) (8) = (27t) 人 oa RY t>0, =a(s) 若 t=0. 
我 们 有 
ys) = Jy) (8) =| oo) [| aty term dt ldo 


=|" a@ av T| Gaye -e-o"dg ldo HEHE t= 0"/n). 
车 暂时 承认 公式 
(edo = vs/VE>0， (3) 
我 们 就 得 到 
。206。 


ya(s)=[_2(or(n/2yte "a, 
由 了 于 zy) 是 连续 有 界 的 , 我 们 可 以 微分 两 次 而 且 得 出 


Ya CS) =nf ze BROTS) do- 中 noe’ do, 


ya) =n} —a(s) —2(s) 十 VE 天 | eve VO do 
/DVR | +(v) eV = — mz (s) +2ny,(s). 
将 此 式 同 一 般 公 式 (2): l 
(Ay,) (s) = (AJ ,2) (s) =n ( (Ea — I) 2) (8) = n (4 (0) — —a(s)) l 
比较 ， 我 们 求 得 Ayn (8) = yn (8) /2. Hy Ry) = -R(R(n; A)) = D(A), 我们 就 证 明了 
”Ay(s) =y"(s)/2 对 每 一 yED(4) 成 立 . 
反之 , 设 TO Aly’ (s) MRF C( 一 co， 00). 用 
y" (8) —2ny(s) = —2na(s) 
ELAR els). 4 Yal) = V0) (s), 如 上 所 指出 的 , 得 到 
gy! (8) —2ny, (8) = — 2na (8). 
因此 w (s) =y (s) — yn (8) 满足 w” (8) —2nw(s)= 0, FÆ w(s) = O01.eV as +0,67 2 BRAE C, A 
0, 都 为 零 , 这 一 函数 不 可 能 是 有 界 的 ， 于 是 y(8) =, (8), 从 而 yED(A), (Ay) (s) = y" (8) /2. 
Pav, AY BTS? d? 在 函数 空间 C( 一 co, co) 上 就 表征 为 同 具 高 斯 核 的 积分 变换 相 联系 
的 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 
O 的 证 明 ”我们 从 已 知 的 公式 
| era =4/ x |2 
EF. 令 x=o 一 ejo, 得 到 
Nea 


| e ker esay (14g si) doer | eto) (1 + e/a?) da 
2 lye Je 


= et i ee 二 | e-(osfe c%/ot) 2 Sao}. 
Je Je 


在 最 后 一 积分 中 令 o == 0/t, 即 得 
Y= 2c ” ~ (a2 + c/a?) 加 ° = {0/12+12) l 2c ° — (Pt 63/41) 
e ie da |. e dt yre fe dt. 
CRI WEHE C(— co, co) 上 由 
(Pa) (8) =e S EDn sku) A, p>0) 
k=0 ` 


给 出 的 半 料 人 ,的 无 穷 小 生成 元 是 差分 算 子 A: 
“207。 


(Aa) (8) = Ale ls— H) —2(s)}- 


56 Ao eis RAHEEM Te oe 
命题 ” 设 X 是 局 部 凸 序列 完备 的 线性 拓扑 空间 , 设 连续 线性 算 子 BEL(X,X) 使 得 {B'; k=l, 
2, …)} 等 度 连 续 ， 则 对 每 一 xEX, 级 数 
Sk Byte (CE0) 


kað 
We Bi, . “ » 
证 明 对 于 多 的 任 一 连续 半 范 数 p 根据 1B 人) 的 等 度 连 续 性 , 存在 习 的 一 连续 半 范 数 9 使 得 
p(Biw) cgl) 对 于 所 有 kZ m zEX 成 立 ， 因 此 


a SB) ta/kt) Ss Sot pB*s) [ki S(t) Sot? Jee. (CD 
“pen ken kan 
所 以 | S748) "2/kt HSE ae AN Hh fy Cauchy 序列 ， 这 序列 的 极限 将 用 (1 表示 . 


系 1 映射 o> STB) akl 定义 一 个 连续 线性 算 子 , 我 们 将 用 exp OB) 表示 . 


证 明 由 于 {B) 等 度 连 续 , RMT LA HA B, = 5 3 (EB)*/k! (n=0, 1, 2, …) 当 + 遍 取 任 一 紫 
k=0 | 
区 间 上 的 值 时 是 等 度 连 续 的 ， 事 实 上 , 有 


p(B,x) a *p (Bia) /ktSq(2)- Skt Se! q(x). 


k=0 K=0 
因此 . 极限 exp(#B) iii At 
p(exp(tB)x)Sexp(t)-q(#) (¢20). (2) 
系 2” 设 两 个 连续 线性 算 子 BCEL(X，X) 使 得 {B*} PLOT SF BE iB K, 此 外 ， 如 时 
BC=:CB, 则 有 | 
exp(tB)exp(#C) exp (i (B+0)). | | (3) 
证 明 ”我们 有 


k 


DUB: -ODE aC BE Cr) S > Cq (C'T) 


=ni amd É 
=0 a=0 


=2 “sup g (C £) 


PAE, (2°*(B+ OC)" FEE, MHA ae X expt (B+0)). HATKE BO=Ch, 我 们 重 排 
级 数 


= (+ (B iC) ) te / kt, 
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k=0 


于 是 像 数值 统 数 C4C tki R ARE SIS (eB) (LUO tet). 
k-o k=O 


RI Tij- @ EX 


lim (exp(hB) — Dx= Br, (4) 
` h40 
因此 , FUA Honi HE REPEDE 
exp((:- A) B)=exp(tB)exphB), (5) 
我 们 得 到 
D,cxpitB)x= exp(tB)Br=B exp(tB)z. (6) 


证 明 TX piia EE p, 像 了 上 面 一 样 , 我 们 得 到 


ph”! (exp(kB)-- Da Ba) ADOR p (B'a) (kts g(z) 全 AYR, 
km? 


k=? 


当天 上 0 MeRi i F 0. 


4 7， (00) 类 等 度 连 续 半 群 用 相应 的 无 穷 小 生成 元 的 表示 和 表征 
我 们 将 证 明 下 面 的 基本 
定理 设 科 是 局 部 凸 序列 完备 的 线性 拓扑 空间 ， 假 设 4 是 共 定 义 域 DOA) 在 于 中 稍 密 而 值 
bh RCA) HE X Hie ee Pe IE BE BPP ARK R(n; A) = (n1 一 4) ELX, XM n=l, 2, RETE, 
则 4 是 叭 一 确定 的 等 度 连续 (Co 类 半 群 的 无 穷 小 生成 元 当 且 仅 当 算 子 {0 一 R714)""} 对 一 1 
2, ++ Fil m= 0, 1, + SEER, 
证 明 “ 仅 当 "部 分 书证 过 ， 我 们 将 证 明 “ 当 ”的 部 分 ， 


J,=(L—n™ A)", (1) 
我 们 将 证 明 
limJ =e 对 每 一 zxEX RY, (2) 


事实 上 ,对 于 2ED(4), H ASI Ata nF, De BIT (TAB) HF n=, 2, of 
RRM M n> 时 een, (de) ATE 0， 因为 DCA) AEX p BRETT) AEF n PE 
2h 这 就 推出 im Jar a PPA eX EL, 


A> 


T,” ~exp(éAJ,) -exp(in(J, —1)) =exp(—ntjexp(néJ,), t>0. (3) 
AAT dt Ton Ab EEA FR, 故 exp(Ctay) 则 可 定义 ,而且 像 前 节 的 (2) 式 一 样 , 我 们 有 
plexp (nt J Je) EE >) (nt) kt) pT ea) exp(nt) .q(x). 


Kk-0 
iat, 由 于 
PTa) E97), (4) 
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GET PE REP 60 Fl m= 1, 2, ++ EERE, 
我 们 其 次 注意 Tad m= Sma Fn, m> MI, Pie Jal PI A ee, Al oe EE 
明 的 DTP a= Ad, T= TAJ 2, 得 到 


p(T 2— Tia) = pf | D, (P,P 2) ds j= Af TTE (AJ, -AJ „tds. (5) 
办 此 ,如果 LED (A), 必 存 在 中 的 连续 半 范 数 使 得 
pz 一 To =| GAT, Ana) ds = th( (TA Td) DD). 
所 以 , 由 (2), 我 们 就 证 得 当 t 在 每 一 紧 区 间 变化 时 im p CPi 2— Da) =0 关于 BUR. M 
为 DAES AX HAR TBE (TO) t20 和 等 度 连 续 ， 我 们 得 知 lim 


Timz= 人 Tz 对 于 每 一 xEX 和 4 全 0 在 上 的 每 一 紧 区 间 关 于 t BE, PRAT EF t 宇 0 
等 度 连续 , 而 且 由 于 对 上 的 一 致 收敛 性 , Te 对 于 620 是 连续 的 . 
我 们 其 次 证 明 7, 满足 半 群 性 质 T,T,=T,,。。 BTR HTT, 我 们 有 
P, PT x) EDD, e TT) DDE, 2 — PPT 2) 
+p (DOTS 2—T i? Tx) + pT aT Tx) 
Sp Tur Ti, @) HPT a) +p ((Pi” —P,) Tt) 0 
Æ r> 有 时. 
于 是 对 十 了 的 每 一 连续 半 范 数 p， 有 (Tsz 一 TT,x) =0， 这 就 证 得 T, = 7,7. 
设 4 是 这 一 等 度 连续 (C0) 类 半 群 {T,} 的 无 穷 小 生成 元 ， 我 们 要 证 明 4=4. 设 wED(4), 则 
lim? PAT = 7 An 在 上 的 每 一 紧 区 间 关于 二 一致 成 立 ， 因 为 由 (4), 我 们 有 o 
PT, Az—T P AJ 2) Sp (T, AT—TIV Ax) +p (T AT— TV AT 2) 
Sp. (T, —T™) Ax) +q(An—J,An), 


当 nn->co 时 此 式 趋向 于 0, 这 是 因为 lim J ,Az= As. Ae 
n+% . 
Te —a=tim (Trg) = lim | TAT ads 
noo nro] 0 
t 
=| (lim PAJ,2) as=(' ? Ax de 
0 noo 0 


从 而 lim t (Taa) = lim t È Ards 存在 并 等 于 4s， 我 们 于 是 证 明了 由 xzED(4) 必 导 致 
2ED(A) AR Aa= Ax, WBE AE AMY TK, HT AER, 的 无 穷 小 生成 元 ,我们 得 知 ， 
对 于 >0 (m1 一 如 一 对 一 地 映 DCA) AXE. (BE, 由 假设 , (sa 一作 也 一 对 一 地 映 了 CD 到 外 
上 ， 所 以 4 的 扩张 4 必 同 4 相等 . | 

最 后 , 半 群 7, 的 唯一 性 证 明 如 下 . 设 全, 是 等 度 连续 (Cu) 类 半 群 , HILT ARTE A 我 
们 构造 半 群 T， 因 为 4 同 全 ,可 交换 , 得 知 A, MTS 同 汉 ,可 交换 ， 那 么 ， 如 同 (5) 中 一 样 ， 
对 xED(4), 我 们 得 到 
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paT a) = of | D, (PPa) as)=a( |. -Ñ TY (A-AJ,)ads). (6) 
于 是 ,由 于 对 所 有 的 ED(4), limAJ 7 = Ax, 类 似 于 上 而 lim Tw, EX 的 存在 性 的 证 明 ， 我 们 
证 得 Vim PO = Pas HE“) EX BR, 
所 以 , 对 所 有 xzEX Pe Po, M r, =T.. 
注 “上 而 的 证 骨 指 出 , 如 果 4 是 等 度 连续 (C6) 类 半 群 7T, 的 无 穷 小 生成 元 , 则 
Tye=lim exp(tA(—n"'A)*)a, EX, (7) 
AE LCT) OUST i EERE EAT tH, ROAR EAS Pe ae PE, 
Kl We Xi: BCA, 则 定理 的 条 件 写 为 : DAX, WRU e A) EIE LIE 
| U—n A) "EO (n=1, 2,3 m=1, 2, +) (8) 
关中 正常 数 C 不 依赖 于 和 mw， 特 别 地 , 对 于 收缩 半 群 的 情况 ， 条 件 写成 : DCA) "=X， 预 解 式 
(Ian A)! AERE TAA 
[QnA EL =1 2, +). (9) 
注 上 而 的 结果 (9) 是 E. Hille [2] AIK. Yosida [5] 各 自 独立 地 得 到 的 . 这 一 结果 由 W. 
Feller[1], R.S. Phillips[31 和 了. Miyadera[1] 作 了 推广 旦 其 推广 是 用 (8) 的 形式 给 出 的 ， 应 当 
注意 的 是 在 条 任 (8) 和 (9) 中 , 我 们 可 以 用 (对 充分 大 的 1 ) 代 赫 (n 一 1,2,…)， 象 本 书 所 给 出 的 半 
群 理论 在 局 部 凸 线性 拓扑 空间 中 的 推广 是 上 -Schwartz[33 提 出 的 . 
Hl 设 X 是 B- 空 间 , (tt 位 人 是 工 (六 pHK REYER TIK IIE 


TT,=T,,,(t, 820), TaI, (10) 
slim Ts=% 对 一 切 zEX， ` 01) 
Ir |< Me" 对 一 切 t=, 这 里 M>0 m L> ER t ERHI. (12) 


WAAL) AE ELE (Co) FORRES, =e "T, 的 无 穷 小 生成 元 ， 这 里 4 是 通过 A= slim t! 
人 ,一 Dz 定义 的 算 子 ， 于 是 , 根据 系 1， 我 们 得 知 ; HDA =X ARCA) EX 的 闭 线 性 算 子 A 
是 满足 (10)，(I11) 及 (12) 的 半 群 了 全, 的 无 穷 小 生成 元 的 必要 旦 充分 的 条 件 是 区 解 式 
(d-n (A =p) 


TETE AE 
=n (A-BD) SM Gt m=1, 2, RIFE AM n), (13) 
这 一 条 件 还 可 写 为 
(E-n A ISMI -n p bb m=1, 2, Asay Atm), (13') 
特别 地 , 对 于 满 是 (10), ADA 
IP ice" 对 一 团 t 伍 9 成 这 (14) 
的 那些 半 群 全， 条件 (13 可 换 成 
[dan A 4s Un 18) Osea AMR), (13") 
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表示 定理 对 于 证 明 Weierstrass 多 项 式 表 近 定 理 的 应 用 ， 考 虚 在 CLO, co) Eh Ta) (s) = 


让 


z(t EXE PRET. AmE 
(T a) (8) =a(t +8) =s-lim exp(tAJ,x)(s) = s-lim > S(AJ,)"2(8), 
To mag 


mB. Emi s- -lim 在 所 的 任何 紧 区 间 关 于 二 是 一 致 的 。 从 这 个 结果 我 们 可 以 导出 Weierstrass 


ny Som Rabi ZER, BE 2(s) 是 闭 区 间 [0, 1 上 的 连续 图 数 ， 设 e(s)CCLO, c) (EBM scld, 1] 
g(s) 二 2(8)， 在 上 上诉 的 z(t 十 8s) 的 表示 式 中 令 s 一 0 则 我 们 在 CLO, 匡 中 竺 到 


(Px) (0) =a(t)=s-lim Se" (4S,)"/ at 
在 [0, 1] 上 关于 # 一 致 成 立 ， 因 此 c(t) ERF i WEAF IMELO, 1) LI SAR. 


§ 8 收缩 半 群 和 耗 散 算 子 . 
G. Lumer fil R. S. Phillips 笑 利 用 只 内 积 的 概念 讨论 过 收缩 半 群 。 这 类 于 群 的 无 穷 小 生成 
元 依照 他 们 的 术语 称 作 耗 版 的 ， 
命题 (Lumer) MER GRID 赋 范 线性 空间 和 中 的 每 一 元 素 对 他 ,9 我 们 可 以 对 应 一 个 复 
(或 实 ) 数 [x, 使 满足 
fa-+y, zj=[a, 2]+[y, 2], CAs, y]=Ax, y], Lz, 21= jelt (1) 
lEs, y| Slet ly. 
Ce, g ERA E e A y 的 半 内 积 ， 
证 明 AURAI S1 ELWA 2 对 于 每 一 cuSX,， 至 少 存在 一 个 (就 让 我 们 恰好 选取 一 
个 ) 有 界线 性 泛 图 fa EX HEF Fe] = tol Ro f= rol, MBA 
Ca, y1=<a, fe? . (2) 
WBA AE XA, 
定义 ” 设 复 ( 或 实 )B- 空 间 革 赋 有 一 个 半 内 积 [x, yj。 其 定义 域 DCA) AHE 3 P(A) 都 在 下 
中 的 线性 算 子 4 称 为 耗 散 的 (关于 [x， yl). ane 
Re[ Az, x] <0 只 要 rED(A). (3) 
Bi eX A Hilbert 空间 ， 则 满足 (Az, z) <0 的 对 称 算 子 4 关于 半 内 积 [z， 幻 = (a, Doe 
AE REAR HY, 这 里 (z, 力 是 通常 的 内 积 ， 
定理 (Phillips 和 Lumer)” 设 4 是 线性 算 子 ， 其 定义 域 DC4) MKR RCA) 都 在 复 ( 或 实 ) 
B- 空 间 关 中, H. D(A =X. W AEX MERA COo 类 收缩 半 群 当 且 仅 当 4 是 桃 散 的 (关于 三 
MEARE, yD A. RU A) =X. . 
证 明 “ 当 " 的 部 分 . 设 4 是 耗 散 的 是 4>>0. AO — A)! 存在 而 且 当 3%ED(GU7 一 4)79D 
We ALA) ya gt. BG, ME yie Ar, 则 由 于 4 是 耗 艇 的 ,有 , 
Aje = Alr: r] Re (Ala, x] EAr, xj) = Rely, zj ]yl hal. (4) 


根据 假设 ,天 (一 四 = 着 ,因此 A=1 属于 4 的 预 解 集 p C4), 并 根据 (4) 我 们 有 ;有 R(1; AD SL 如 时 
[2—1] <1, MMRR RO: A) ELH, 


R(A; A) = RA; A) (I+ (A—1)R(13 ADSR; A). Saar A))" 


Ent CASAS NRE S 2 定理 1)， 此 外 , HCA EMH RAs A) SAW! et PBA 1] <1 fy ADO 
WPS. 对 于 满足 14 一 A411R(G4; ADT <1 的 u>, Fe 
R(n; A) = RC; A) I+ (uA) RG; AD)! 
成 立 , 我 们 使 能 证明 Rus A) 的 存在 性 以 及 HBCn; A) su. 重复 这 样 的 过 程 , REE RC: A) 
对 于 一 切 4>0 fite ti BRE EE RRA; A) SA. 由 假设 DCA) 稠密, AU 1, 使 推 
出 妈 生 成 个 (Co 类 收缩 半 群 . 
“ 仪 当 " 部 分 .假设 他 ,; ¢ 20) oo at 则 


rhe, ff EDA), D(A) ¥ Æ T, DAAR A WEN R, R 们 有 Rel Ax. x | “lim Re 


{1[TDiw 一 x, 2]} 三 0， 因 此 ,4 是 耗 散 的 。 此 外 ,因为 4 是 (Co) 类 收缩 半 关 的 无 穷 小 生成 元 , W 
m RCI—A) =D(R(1; A)) =X. . 7 

系 ” 如 果 A he ET, 其 DCA) MRA) 都 在 B- 空 间 X 中 ,并且 如 果 和 4 和 
它 的 对 偶 算 子 A 都 是 耗 散 的 , 则 4 上 成 一 (C0) 类 收缩 半 群 。 

证 明 HWW RUA) = 就 够 了 ， 但 是 ， 因 为 (1 一 4)-! 同 4 一 样 是 闭 的 并 且 是 有 界 
的 , 则 RCT-4) 是 的 闭 线性 子 空间 ， 于 是 由 RU 一 4) =X: 几 推 出 存在 非 零 元 TCX 使 得 

E 《(z 一 4z),z?=0 ”对 一 切 zED(4) 成 立 . 
因此 , x' 一 4'z'=0, 这 同 A’ 的 耗 散 性 和 ww 寺 0 矛盾 . 

注 关于 耗 散 算 子 的 进一步 的 详细 讨论 ， 参 看 G.Lumer-R.S，Phillips[1i]， 也 可 参看 
T. Katof 61. ot 


9， 等 度 连续 (C) 类 群 ，Stone 定理 


定义 ”等 度 连续 (0) 类 半 群 {ZT,} 称 为 等 度 连续 (C6) 类群 如 果 存在 °F ME IE Hh (Co) 38 六 群 
PDEA aT At: 
WRRWELS, AS HT, 对 于 ESAR S= P, E E0, PEK S,, 一 co<t <<co， 
县 有 群 的 性 质 
8.8,=8,4.(— <b, s<00), SoL (1) 
定理 ” 设 X 是 局 部 凸 序列 完备 线性 拓扑 空间 ， 假 设 4 是 线性 算 子 其 定义 域 D(4) EX Wy BB 
Ri HAR RCA) OTE X A, 则 4 是 算 子 S ELX, VR EEC) 类 群 的 无 穷 小 生成 元 当 是 仅 
MAE Gnr A aF n= l, 士 2,… Alm = 1, 2,… 是 处 处 有 定义 的 且 等 度 连 续 的 
证 明 “ 仪 当 "部 分 ， 设 也 ,=8, 对 于 0, AS Fto AMA BE THT, 
的 无 穷 小 成 元 ， 我 们 次 证 明 4= 一 4， 如 果 xED(A)， WA, Aak Tae ELIT, 的 
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等 底 连 续 性 , 即 得 
有 (人 各 一 Ax): p(T ya, T,Ar) | pE,- -D Av) gq (E — Ar) +p((T,—D Ax), 
这 里 了 和 g 22 X ESE ER, 便 得 对 二 给 EH p, RME- “gq; 对 一 切 h 宇 0 和 一 切 xED(4) 
同时 满足 上 面 的 不 等 式 . 于 是 lim Tar, = 4z， 从 而 由 ED (Â TEE Ar=limT, (hr (加 一 站 )z 


Slimh GT 一 ?oz= 一 4z, 所 以 一 么 是 各 的 扩张 .同样 地 ， 我 们 可 以 证 明 妇 是 -4 的 扩张 ， 所 
以 4:= 一 4. 
“ 当 ” 的 部 分 ， 对 二 0, 定义 
T= lim TPg = ‘lim exp(t.4(1—n7!A)~')a, 


no 


,z= 1im TP a= lim expt ÂU — n -4)-Dm， 这 里 4= 一 4. 


nto 


WUT, AVÔ, ESTEEN BURP AEE n A 20 EREHE, 我 们 有 
PT Pia- DTP 2) p Pe TOP a) i pT aTe Aa) 
p(T, Ti" ) Px) -aP Pa). 
于 是 , 有 lim BOP 2 T Da HE TOA EEEE RITRAE T T, 的 等 度 连 续 


性 ， 另 一 方面 ， 由 (一 二 A)" fh mA)! 的 可 交换 性 ， 有 了 Por = femme, FECT” 

PP) POR”) = Tepe, RIT, ORF t20 RAPER OOI =T, elise 所 以 

(TA ERRER CER. a EDA) = D(A), W 
lim ho (P, hy Dalim Pah CÊ, -Ia lim be (7,—D)x=Ar+An=0, 


所 以 (家 ) 的 无 小 生成 元 Ar 在 每 一 zED(J 为 0. 因为 (1 一 一 4 是 连续 线性 算 子 (1 一 =A) 
CL(X, X) 的 逆 ， 我 们 就 知 41 必 是 闲 的 ， 又 由 于 A 在 和 的 稠密 子 集 D) =D) 上 为 零 ， 从 而 
A, 必 为 0. 所 以 (TP) r= lim exp(t-0(1—n"!-0)!)a=a, MTT, 二 IL， 我 们 于 是 就 证 明了 S, 


—CO<t<oo, APM, XH Ss =T, A S_ =f, 对 于 0. 
系 1 对 于 B- AX aR, 定 再 的 条 件 成 为 : D(4)°=X, WEA- nA) 存在 用 
满足 
Pdr 4) "SM GIF m=1, 2, … 和 充分 大 的 ja 之 0)， . (2) 
I -FM—Y) t, —co<t <oo, WE S |< Me" (B20) WH S, 其 条 件 成 为 : D(A)* =X, WER 
n'A) 存在 且 满 足 | . 

(E-r A PSMA ne OF m=, 2, … 和 充分 大 的 jz 到 0)。 (3) 
IPIS Se] ARAR t, —co<t<oo, 成 立 的 特殊 情况 ， 其 条 件 成 为 : D(4)"=X， 预 解 式 
n A) 存在 且 满 足 

fn Ay Si — |B)! OED AN nl, n=O). (4) 
证 明 ”与 第 九 章 8$ 7 中 的 系 1 MR 2 的 证 明 类 似 . 
R2 (Stone WH) 设 避 ,一 co<t<co, 是 Hilbert 空间 PACARE RE, MIU, 的 
无 劣 小 生成 元 4 是 一 1 乘 以 自 伴 算 子 万. 
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WA RN 2,9) = a, Ur y), 因此 通过 微分 , 得 
(Ax, y) = (x, —Ay) XEF x, yED(A) R. 

FT -—1A=H 是 对 称 的 . 4 EDU, 的 无 穷 小 生成 元 ， (一 nT14) = nH RARR 
HATHA -r iH) SL n=l, 士 2 … 成 立 ， 因 此 , 取 %= 土 1 的 情况 , RV 
的 Cayley 变换 是 西 的 这 就 证 明了 五 是 自 伴 的 . 

$ 如 果 4 具 有 A=J/—1H 的 形式 ,这 里 五 是 Hilbert 空间 XX 中 的 自 伴 算 子 , 则 利用 Cay- 
ley 变换 理论 可 以 证 明 系 1 的 条 件 (4) 一 定 满足 . 因此 4 是 立 中 的 收缩 算 子 群 U, 的 无 穷 小 生成 元 . 
容易 看 出 这 样 的 U, 是 西 的 ， 因 为 对 于 映 Hilbert 空间 入 外 内 的 收缩 算 子 吕 ， 如 果 U7!=U.， 
也 是 映 习 入 入内 的 收缩 算 子 , IU, UERN. 


510. 解析 半 群 

我 们 将 引入 重要 的 一 类 半 群 ， 就 是 这 样 的 半 群 了 全， 它 作 为 参 变数 二 的 函数 可 以 解析 延 拓 到 
复 平 面 上 包含 正二 轴 在 内 的 一 扇形 上 去 .我 们 首先 证 明 一 个 

SE RX MPAA RES, AT tIS, 名 是 等 度 连续 (C1) 
类 半 群 假设 对 于 一 切 1>0, T.XSD(A), D(A) BT, WB AMT 4 的 定义 域 ， 则 对 于 任 
何 OX, Trae AT tO 是 无 穷 可 微 的 而 且 我 们 有 | 

T æ= (Pin) 对 一 切 4>0 成 立 ， (1) 
这 里 T;=D,T,, TY =D iT, PY DT. 

证 明 MR >to >0, HTAR To 8220, MRR Pie—AT eT, AT 2. TEHES 
H PXST,- XSDC) ,因此 对 于 一 切 i>0 MEX, T's 存在 因为 4 是 闭 线性 算 子 ， 所 以 我 
ne Tiz =D, (4T, )æ=A-lim-n (Tn —T) z= AAT E= ATinAT i= (Tin) *. 
重复 同样 的 论证 , 我 们 即 得 (1). : 

设 XX 是 局 部 凸 序列 完备 复线 性 拓 提 空间 ， 设 (TD,; =O} OLX, XX) 是 等 度 连续 (00) 类 半 群 . 
对 于 这 样 的 半 群 , 我 们 考虑 下 面 三 个 条 件 ; 

(D 对 于 一 切 上 >0，7zED(4) 并 且 存 在 正常 数 C 使 得 算 子 族 ((CiTI)") 关 于 n 宇 0 和， 
Oil, 等 度 连 续 . 

dD 7, 具有 由 


Tx= SO 一 DTimzjal 对 于 larg Al <tan-\Ce-, (2) 
n=0 ， 


给 出 的 弱 解析 扩张 了 而 且 
ATRETAN TEA larg 4|<tan -1(2-*Ce-!) 的 4 等 度 连续 , 其 中 恩 是 某 一 正常 数 . (3) 
CH) HART, 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 存在 正常 数 Ci ERATUA AD) AE ned 
和 满足 Re(A)Sl+e, e>0, H A BREER 
我 们 可 以 证 明 
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定理 =P RED. CDAD Bik Si, a 

证 明 MRD Wp XMS ER, WI, fe X IESE a 使 
RAF 1S 0, n= Al eEX, p ETY") Ca), OC, Mar, Alii), EFEM t>, 
我 们 得 到 | 

PA tT, Palast Ael" a gil (+ CP in) n) (45 tle | e) g(r), 
Stijn W. 

于 是 VA Jarg À| Z tan (Ce D ir Se, 因此 , REHA 的 序列 完备 性 , Ti 是 完 侈 确定 
的 而 县 对 于 适合 1arg A| tan (Ce) fy A GARAT WAE. OA ON AEX’, é(t>-0) 15 
Bele eae f (Patt Tl arg Aje tan (Ce D HARROP IK f Pz); 于 是 ,根据 Hahn-Banach + 
理 , 我 们 得 知人 Tx E Ta MF larg] cian 1(Ce WK. Hae Be Te WS) e n, 
eTa 因此 , 出 二 Or: te SLOH AUC), 借助 于 好 作对 于 0 的 等 度 连续 性 ， 我 们 容易 看 出 
LIB CSD AT £0 和 maE0 等 度 连 续 ， 等 度 连 续 (Co) RES, 满 是 这 样 的 条 件 ,好 
b>-0 him S,XSD(A—1) -DA, XEADA S, WERE. Aii, BA Li ez AA 
7 了 ,的 同样 的 理由 , 我 们 可 以 证 明 S= eT, RRI k e 也 ,满足 合计 (3). 

附带 地 , 我 们 可 以 证 明 

RRT E. Hille) 特别 地 , WRX ET B- 空 间 且 lim Te ni', 则 X=D(A). 


证 明 ”对 于 国定 的 上 之 0, 我 们 有 lim | (t/m) Ty in) <et, 因此 级 数 


-00 


— TL w — (A—t)" xn r 1 " 
SGOT alni = - ee mi m(t DE 


在 复 A-F- o E aÉ 
{As [A-#[/#<14-6, 其 中 56>0 是 某 一 正 数 )》 
强 收 和 化， 这 一 扇形 一 定 包 含 4 二 0 在 其 内 部 
蕴涵 (有 DD -> AD 由 第 九 章 8 4 的 40) 式 ,我 们 有 


ORG Ay)" a= 2 | eter ade x} Re(A)>0, 
* -0 

XEX MIL, (4) 
因而 , 令 S =e P, 我 们 得 到 


1 


nt} | l 
(Coir ir) Rol ix; AY)" a = LEi j eS edt, o>0. 


n! 

Be rz 过 0， 因 为 被 积 鸭 数 革 胃 解析 的 ， 根 据 估计 (3 和 Cauchy 积分 定理 ， 我 们 可 以 将 积分 路 径 
Oio 变 为 包含 在 复 4 平面 的 扇形 0<arg 4<tan 102 Ce 0 中 的 射线 re (OSr<oo), 
我 们 于 是 得 到 

(Co +1-| ir) RCo +1-+ ir; A))"*! p= fot Lt iz)" H | et gte S ewet dr, . 

A z 

因此 , HCS), 得 
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p(((ot1) ie) R(o +1 ir; 4)) a) 


0 . 


= sup P (8, -80%) nt 


”一 | net 
<q’ siete E 这 时 g 是 的 连续 半 范 数 . 


|rsin0 一 Cecos0 
类 似 的 估计 亦 可 对 r>0 的 情况 得 到 ， 因 此 , 结合 $4 中 的 (7) 式 , REHE CID. 
HADD ”对 于 了 的 任何 连续 半 范 数 p, 存在 卫 的 连续 半 范 数 4 使 得 
p((C,AR(A; A))"x)Sq(z) 24 Re(A)=1+e, e>0 和 + 三 0 时 成 立 ， 
Ait, 如 果 Re (40) 三 1 十 &, 我们 有 
[A—Ao|" 


pC (A—Ag)"B(Ag; A) *2) =w TAT ) (n=0, 1, 2, =), 
于 是 ,如 果 |4 一 101/C11 加 | 过 1, THAR RAs A) FETE TE LATRA H: 
RO; A)z= > (A —A)"R (A; A) * a 并 有 
© p(R(As A) 2) S (171 Ag 21) RA 4)a)， 
四 而 , 由 (ID, AER lo 5 <Oo <a, (RAE RES arg ASO, 和 —OSarg 4 三 一 也 以 及 在 
Re (D =, 而 1 充分 大 时 , RAs 4) 存 在 而 且 满 是 估计 


PRC; DEGIE (x), 共 中 g' 是 zx 的 某 一 连续 半 范 数 ， (5) 
因此 积分 
Bex adf, RC; A)zdA (1>0, 2EX) 《6) 


收 级 ， 如 果 我 们 取 积 分 路 径 CO =A), -<0 <00, t43 lim |A(o) | =% 并 对 于 某 一 e>0 


a/2+esarg Alo) <0 以 及 一 加 硅 arg i ie 
分 别 当 o 4 +00 和 oy 一 oo 时 成 立 ; 而 对 于 不 大 的 |o1, 4(o) 属 于 复 4- 平面 的 右 半 平 面 . 
我 们 将 证 明 TERT 本身 重合 ， 我 们 首先 证 明 对 于 一 切 xED(4), lim Para, Bene 


D7(4) 是 任何 一 个 元 素 , 选 积分 国道 Cs 右 侧 的 任 一 复数 4， 同 时 记 (4o7 一 4)zo 一 %。、 则 由 预 解 方 
程 ,有 
Pay PRO A) yo = (ri) | e RCA; A) R(Ags A) god 


= (2| eM (Ay —A) RCA A) god — ri) {ep A) IR (Aas A) god. 
当 积分 路 径 疝 左 移动 时 便 可 看 出 有 边 的 第 一 个 积分 竺 于 零 ， 因 此 
Pay = (2x1) af er (Ao — A)T R(À; A) god A, yo = (Aal — A). 
由 于 估计 (5), 积分 号 下 取 极限 4 0 是 可 以 的 , 因此 
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lim a Paro= (adf (Ay—A) URC: A) yodÀ, yo = (Aot —A) to. 


oy TRI HBL 我 们 用 原 积分 路 径 O 在 圆周 14| =r 之 内 部 的 部 分 同 圆周 14| =r 在 原 
积分 路 径 Cu 之 右 的 弧 段 做 成 一 闲 围 道 , 由 于 (5)， 积 分 沿 新 网 线段 以 及 沿 Ca 被 抛弃 部 分 的 值 当 
7 人 co 时 趋向 于 零 ， 因 而 积分 的 值 等 于 在 新 闭 围 道内 的 残 数 ， 也 就 是 值 忆 (Mo Ayt. Ri 
于 是 就 证 得 lim P a= Hy 当 x0ED(4) 时 成 立 , 


anaki 出 对 于 1>0 和 xzEX 有 x 一 4 人 zx， 我 们 有 RR(4;A)X=D(4) K ARG; A) = 
AR(A; A) —I, 所 以 , FIRAT e, Ray (207) of e' AR(A; A)adA @ & SL, FA Riemann 和 
通 近 积分 (6) 并 利用 4 封闭 的 事实 : 如 打 lim Ta 一 和 和 lim At,=y, A EDAM Ac=y, BLA. 
得 知 上 面 的 积分 等 于 A 人 ,xz， 因 而 
Afe=(2ai)'| e" ARC; Aad, t>0. 
另 一 方面, 在 积分 号 下 微分 (6), 我 们 得 到 
fe = (ani) | e AR (A; A) ad A, 1>0, (7) 


这 两 个 积分 的 差 是 (2xi)"! | ead 而 且 把 积分 路 径 向 左 移动 时 就 可 看 出 后 一 积分 的 信 为 堆 
于 是 我 们 就 证 明了 4( 力 一作 zo, zoED (AB i) lim 4(#) =a, ii) de(t)/ dt = ARC) HF 


t>0 MICU iii) CE) TCO) t to 时 按 指数 律 增长 ， 男 一 方面 , 因为 XoED(4) 以 及 因 
为 他 对 于 t20 SRE, RAT et) =T a 也 满足 lima() =% dx(t)/ dt = Ar(t) 对 于 


EZO RAIAR IUN H t20 时 是 有 界 的 .我 们 令 E02) =y). N limg(t) =0, dyl) / d 
= 4g( 电 对 于 t>0 RAAR W) tI oR. E E RANT AL AE A Laplace 

变换 和 

Ls 9) =| eM y(a) dt 对 于 充分 天 的 正 Re (A). 
用 Riemann 和 逼近 积分 并 利用 4 的 封闭 性 , 即 有 

fe “ty! Cf) dt = [erAy dt =A] ery) db, oac p<. 

应 用 分 部 积分 法 , 我 们 得 到 | 

[ey (6) dt =y egy) +2 f eye) at, 


Ma) 0,8 too 时 这 一 积分 趋向 于 工 (5 仿 ， 因 为 ,8g(0) =0 TAL y(B)}24 Bt co 时 是 按 指数 律 
增长 的 , 于 是 再 利用 4 的 封闭 性 , 我 们 便 得 
ALCA 9) =ALCAS 9) 对 于 充分 大 的 正 Re (4) 成 立 ， 


因为 在 Re (A) >0 时 道 (7 一 4 存在, 因此 当 Re ( 力 是 充分 大 的 正 数 时 必 有 LA; y) =0. FE, 
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对 于 任何 连续 线性 泛 函 fEX', 我们 有 
[FUG dé =0 当 Re(4) 为 充分 大 的 正 数 时 
我 们 记 4=o 十 it As 
efaa 4t20 时 ， 

0 当 <0 时 . 
那么 上 面 的 等 式 表明 Fourier EROS eg Ct) dt RF r, -co<r<+o0, HAs, Milt 
由 Fourier 积分 定理 ， 恒 有 g,(t)=0， 于 是 F(y(t)) = = 0 从 而 出 Hahn- Banach 定理 ， 必 恒 有 
y(t) =0. 

所 以 ， 对 于 一 切 t>0 MEDA), Pae=T x. 因为 D(4) 在 X 中 稠密 而 且 À, 2 都 属于 
L(X, X), 我 们 容易 得 出 结论 , 对 于 一 切 «EX A i>0, Pa=T,z, | 因此 ， 由 定义 SI, 即 有 T= 


7 对 于 一 切 t 主 0 成 立 ， 因 此 ,由 (7), Tis= (2r) | eM ARCA; A)add, #>0, -从 而 由 (1) 和 (5)， 
我 们 得 到 


ZOR! 


Tin) "u = TP a= (221) | eM ARs A)adA, t>0, 
BREA, Ha CID 
POPO" (22) tg) per eaea. 


MA 0<t 三 1, 则 最 后 的 积分 不 超过 03, 这 里 cs 是 确定 的 正常 数 ， 当 把 积分 路 径 Cs 分 为 在 右 半 
平面 Re(A) 三 0 和 在 左 半 平面 Re (A) <0 之 两 部 分 的 和 ， 而 且 回 想 一 下 厂 函 数 的 积分 表 示 时 ， 我 
们 就 可 看 出 这 一 点 . 

参考 文献 本 节 的 结果 属于 K. Yosida [6]， 也 可 参看 E. Hille[3] 和 E. Hille-R. S. 
Phillips[1]. . : 


S1. ARFHSRE 
设 X 是 8- 空 间 , 而 (Ti; t 20) SLX, X) SER (Cy) ABA RISIA 
foa) = pr et de (a>0, (0, AE0,0<a<l),=0 (4YA<OM), O) 


这 里 2° 的 分 支取 为 当 Re(z) >0 时 有 Re(z“) >>0， 这 一 分 支 在 沿 负 实 轴 割 开 的 z- 平 面 是 单 值 
函数 ， 由 于 有 收敛 因子 7 积分 (1) 的 收敛 性 是 显 见 的， 仿效 S. Bochrier[2] 和 R. S. Phillips 
[5], 我 们 可 以 证 明 算 子 


A t= Pa| fon (s)T,tds (t50), =2(i=0). : (2) 


构成 一 等 度 连 续 (C0) 类 半 群 ， 此 外 ， 我 们 可 以 证 明 {名} 是 解析 半 群 (K. Yosidaf8] 和 V. Balak- 
rishnan[1]). 7, 的 无 穷 小 生成 元 4= A; AT 的 无 穷 小 生成 元 4 由 
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s=- (A 对 于 zED(4y， (3) 
联系 着 ， 这 里 (一 一 4) 的 分 数 第 (一 A)“ H 
(—A)“z= sinar f” (AI —A)""(-Aa)dA 对 于 zED(4) (4) 


而 且 亦 由 
(Ate P(—ay fee, _Drdd 对 于 2eD(A) (5) 
给 出 ， 公式 (4) 和 (5) 是 由 V. Balakrishnan 得 到 的 。 对 于 A, 的 预 解 式 T. Kato 给 出 如 下 的 


aK: 
“4.1 sing > -1 rs . 
(ut A) = SBE | I-A) aes an ee (6) 
利用 这 种 方法 , 我 们 得 知 在 等 度 连 续 (Co) 类 半 群 类 里 面 的 解析 半 群 是 大 景 存在 的 . 
为 了 证 明 上 面 的 结果 , 我 们 用 一 系列 的 命题 研究 函数 fA) 的 性 质 ， 
命题 1 我 们 有 i i 
ee (>>0a>0) (7) 
证 明 ”利用 收敛 因子 e ABRAHAMS.) 关于 4 是 按 指数 律 增长 的 .根据 Cauchy 
积分 定理 , 积分 (1) 同 o>0 ER, Ha>o=—Re(z)>0_ Mjh Cauchy 残 数 定理 


oa aa _ 1 ot foo eto Amoo et 
[ref (Adam hf S| erae 


名 一 性 


-| 1 e-*"*dz—e-'**, 
21) iw 2—4 


命题 2 RNA 
六 ,<(4) HFH ADO 成 立 . (8) 

证 明 Lae] 4 at=g(a), e *=ACz), WY . 

(—1)"""-g™ (a) =0(n=0, 1, =), g(a) 20 以 及 

(—1)":2A™(£)20 (n=0,1, =), 4 a=0 HM 720 tt, 

因此 (a) =h(g(a)) =e" 满足 l 
(一 Do (a) = (—1)k' (£)(—1)”g™ (a) 
+E O Ra ro (= 1) A(z) (= 1) "gP (a) (—1) 2g? (a) 


a) 


, (9) 
(Co =0, Mo=2, p29, ae) P,290 其 po 至 之 .2 一 7 以 及 ¥ 任意 ) 
$=1 
， =0, (n=0, 1, 2, st) 
也 就 是 说 , 函数 h(a) =e 对 于 a 兰 0 是 完全 单调 的 ， 
我 们 其 次 证 明 Post-Widder RAR 
foD = im (时 (4),2>0, | (10) 
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从 而 , 由 (9), fia 20, (10) 的 证 明 如 下 ， 把 (7) 式 微分 次 , 我 们 求 得 
1 (5) — CD" f ref, als) de. 
将 它 代 入 (10) 的 右 端 , 得 到 
n+l 1 
lim n cial 天 [元 -exp(1—$) |" fi. a(8) ds, 


lim n*//20n e'n! =1 (Stirling 238), 


Rao 


因为 


所 以 我 们 需要 证 明 
freA) = Yim 2 ("or 2 -exp(1—2.)] fica) ds, Ay>0. aD 


0 
设 7 是 满足 7 过 的 固定 正 数 , 我 们 将 最 后 的 积分 分 解 为 三 部 分 
fafa fe ae =J J Ja 
0 0 avon A 


因为 zexp (1 一 x) 在 [0, 1] 单 调 增加 地 从 0 变 到 1, 利 用 fi,,(s) 关 于 s 的 有 界 性 ， TE limd 
=0, Hk, 因为 z.exp(1 一 x) 在 [1, 00) HRD 1 变 到 0, 我 们 有 


从 而 , Al f. .(s) 当 s 个 co 时 按 指数 律 增 长 , 所 以 
2 nN An-n, “ S me _ ros 一 > > 7 
Jo) nttenpr™| (FY exp(—B)if, (8) ldo 当 neo 时 
根据 Fe (SRF s 的 连续 性 , 对 于 任何 正 数 。 我 们 有 
fial) EE fial) Sfi elo) +e 成 立 ， AE Ao— nEs EotN, 


如 果 我 们 取 7 二 0 充分 小 , 于 是 . 
Fado) —e) To (fi, (ho) HES (12) 


e+ al 8 8 
a ea Ee oe as 


HN WRG OE TS ce 
&(a) =a" =f e 4504 


EER. FERRED, BO aA) = (—1) "nt An), 把 它 代 入 (10)， 我 们 求 得 〈10) 对 子 
fA) 三 1 成立 ， 因 为 (10) 和 (11) 是 等 价 的 , (11) 对 于 fea) 三 1 也 必 有 成立， 于 是 ， 因为 对 于 一 
般 的 fa, “有 lim 路 一 0 和 lim vs: 一 0， 我 们 得 到 


1= lim 2a. 2r AJo. 
nae 


因此 , 由 (12), 我 们 即 得 411) 并且 证 明了 等 价 的 公式 (107， 


这 里 


122 ， 


命题 3 
[fa Ada=1, (14) 


foroa =| freA fa du. (18) 
证 明 HTA S. (O BEGUN, WE Lebesgue-Fatou 引 理 和 (7) 式 , 我 们 有 
[lim (ef, a(d Slime =l. 
Oalo alo 
于 是 f, DAE ALE (0, co) 可 积 , 从 而 再 次 应 用 Lebesgue-Fatou 引 理 和 (7) 式 , 我 们 便 得 (14). 
由 (7), 我 们 还 有 
fer ff Fa a Ga fe fraud 
i LL a>0. 
因此 , 像 前 节 一 样 应 用 逆 Laplace 变换 ， RIMESO). 
命题 4 我 们 有 | 
Far oraca t>0. a (16) 
证 明 HOPUR BABY re (—co< — 1 <0) Al re (0<r<0) BABS ANH, KE 
alzan, 我 们 得 到 
fials) =- 工 | exp(sr*cos 6—tr* cos @O)+sin(sr+ sin 0—tr® sin 40+ 0)dr., (17) 


类 似 地 , 在 
If, al) /9t -二 全 ers (a 2) dz 


a-i 


中 将 积分 路 径 变 为 re "(一 %< 一 7<0) 和 re'*(0<r 之 oo) 两 部 分 的 并 ， 我 们 得 到 
a(S) =2f,,.(8) /9t 一 = exp(sr- cos 0—tr* cos af) 


x sin(sr+sin 0—tr" sin wb 十 ab 十 的 red7. (18) 
若 取 | 
6=0,=a/(1+a), 
则 


fials) => |"exp((sr-+tr") cos 8.) + sin((rs—tr®) sin b) r°dr. | (19) 
0 . ` 


于 是 利用 因子 r*(0<0<1) RAVE, fi,a(s) 关 于 8 EO, co) 可 积 ， 因 此 ， 将 (14) 对 微分 , 我 
们 即 得 (16). 
我 们 现在 可 以 证 明 
定理 1 (FERIEN, 
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证 明 由 于 (2) 和 (15) { 外 ?具有 半 群 性 质 勾 你 = 外 (4 ss 二 0) 是 显然 的 ， 利 用 (2) 以 及 具 
有 9=0。 的 (17) 式 ,我 们 有 | 


hrs=l1 | Tords| exp ((sr-+tr*) cos ba) 
TJ0 0 
x sin ((rs—tr*) sinha + Od dT, (20) 
作 变 量 代 换 
s=vt!*, routs, (21) 


Px 一 工 | mr 1a, ydw [exp ((uv-+u*) cos 8.) 
0 


X sin ((uv— u") sin 6,4 6,) du. (20) 
右边 的 第 二 个 积分 恰好 是 of (0), AIE, BB Te t20 的 一 致 有 界 性 ， 由 (14)， 我 们 
得 出 
[Pal 三 suplzizl| Fiat) do =suplTsal. (22) 
因 fia (OECO, co) 可 积 , 故 可 以 在 (20') 中 取 极 限 二 y 0, 由 (14), 我 们 就 得 
s-lim f= | faalo) dv w= 
440 0 
因此 《外 ?是 使 得 (22) 成 立 的 等 度 连续 (Co) 类 半 群 . 
由 天 (3) =3f.a(8)/It 在 [0, co) 的 可 积 性 和 {T,) 的 等 度 连 续 性 ， 在 积分 号 下 关于 上 微分 
(2), 我 们 得 到 
Pr=| fra) Trds 
= | T rds | “exp((sr+t7") eos 8a) * sin((re—tr*) sin 9a) 7°d7, (23) 
T JO 0 
作 变 量 代 换 (21), ER 
=| oa 
于 是 , 由 fhe (v) ZEL0, oo) 的 可 积 性 和 {T,} 对 于 tO 的 等 度 连 续 性 , 我 们 得 知 
limit |<00, 
t40 | 
BE UP, ETE RE, 
定理 2 Î 的 无 穷 小 生成 元 A AT, 的 无 穷 小 生成 元 4 是 由 (3) 相 联系 的 ， 这 里 (一 4)“ 是 
由 (4) 并 且 亦 由 (5) 定 义 ， 此 外 , 我 们 有 (6). 
证 明 由 (16) 和 (23), 我们 得 到 


z= il (P,—D ads exp((rs+tr°) cos 6.) 
x sin ((sr—tr*) sin 0,) rdr, (24) 
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如 果 zED(4), 则 s-lims 一 Dz=4z 且 [一 站 oj 关于 s 尝 0 有 界 ， 于 是 ， 在 (24) 中 让 
t 0, 我 们 得 到 
1 


s-limfis—2| ,一 Dzas| exp (sr-cos 0a) * sin(sr' sin 0.) rdr 
t40 TJD Q 


= (一 太一 加 -| sD Dads. 
因为 , AL en BRO ASK l 
Ts) = er dr (Re(z)>0, Re (e) >0) (25) 
和 
TT —2)=a/sin xz, (26) 
利用 (a 十 1)9,=zz, 我 们 得 到 
二 | exper: cos 0,)+ sin (sr+sin 0a) r°dr = (ai) 'I m ff events rrart 


= (ri) In ((—seie)-*) P(A +a) = "1g sin (ar) (1 +a) 


-a-1 ~ (+a) 
I (—a) TT (+%) 


于 是 ,利用 Pie = Afa (>On), Pe 在 t=0 的 连续 性 以 及 无 穷 小 生成 元 A, 的 封闭 性 , 我 们 
得 到 


=(— r (—a)) tsa, 


Âz=(-r (0) sT, Dads 当 zED(4) 时 . 
因此 , 由 (25)， (26) MC —A)'=[ MT ds, 便 得 
Ag=T(—a)" Td +a)" [hse tad msds 
0 0 
-EA dt 
m 0 
一 | 一 4) ‘Ardit 对 于 2€D(A). 
0 
最 后 , FTE (17) PR 0= 以 及 (2), 我 们 有 
(1—A) -=| eP, dt 
0 
= arf ee ds [exp(—ab—te cos Ox). sin (tr® sin ar) dt 
0 9 0 
下 一 人 -| “exp (ut ire cos QT )， sin Crisinan) dilar 
0 9 
_sincwzr 们 rr ayy r* _ 
x | (1—4) uw —2r"u cos aa epee 


注 公式 (2) 是 S. Bochner[2] 发 现 的 但 未 详细 证 明 ， 请 参看 R.S. Phillips[5], 7, 是 解析 
“ 934， 


‘PEK. Yosidal8], V. Balakrishrnanfl] 和 全 . Kato[2j 所 证 明 ， 公 式 (4) 和 (5) EF V. Ba- 
lakrishnan[1], 借助 于 (多, 他 定义 出 满足 条 件 : 
HIRR RO; 4) = (41 一 4) WP Re (A) >0 存在 
H sup ,|Re(4) | R; A) |<% (27) 


的 闭 线性 算 子 4 的 分 数 宕 (一 4 EB OGA RASAR ERER. RERE 
定理 3 设 闭 线性 算 子 4 满足 条 件 (27)， 则 由 (4), 线性 算 子 (一 4)* 有 定义 且 有 ` 


(—A)*(—A)?a = (A) tg (28) 

mE 2ED(A*) 和 0<a, 8 以 及 x+ 有 一 1， 
s-lim(—A)*r= 一 47 如 果 xED(4)， (29) 
s-lim(—A)*e=a 如 果 s-lim AR (A; A)a=0, (30) 


并 且 如 果 4 是 等 度 连 续 (Co) 类 半 群 T, 的 无 穷 小 生成 元 , M 
(Aq) p= Aap 这 里 A, 是 通过 Kato 公式 (6) 定 义 的 算 子 a. 31) 
$ 最 后 的 公式 (31) 必 于 了 Watanabe[1]. 
证 明 (27), 24 rẹ oo khir (PTA)! (— Aa) LB Or) Br, THE EL th Cr —A)-'(— Az) 
=g—r(rI—A) s A127), 4 JOE OC OB, 于 是 (4 的 右 端 是 收敛 的 ， 一 
很 明显 , wD (A?) 2a fh AEDA), AA, LA Riemann AERA IA A 的 封闭 性 ， 
Ny (AEDA), BAER MW (— A) *(— A)r, 
24 BU) BRAY BM AZ u MACH 这 两 部 分 时 
(—A)*(— A) fea SO sip bal Pn R(As A)R (u; A) Ate dd dp 
0/0 
可 以 写成 


Sings | (oo do| 4R (10; A)R A; A) Ate dà. 
HMHE RCA; A) —R(u; A) = (u—A) RCA; A) Ru; A) VR Rå; A) (— A) =I —AR (A; A) 在 
D(A) ERI, 我 们 得 到 

R(ho; A)R(A; A) Az = (1—0)! —oR (A0; A + RO; A)}(—Az), 
所 以 


(~A)*(— A) f= ERO SPF jin| (oF '+-a%'!)(1—a0) do - 


ttil 
x| A***-1(— oR (ào; A) + R(A; A))(— Aa) dd 
-((2 Qa sin Ba’ OP-1 十 gc 一 IT 一 Op lo ) 
0 r I 0 1—a 
x At*P-IR (As A) (— Ax) dd. 


上 面 的 系数 ( ) 经 计算 为 rsin rla A), SEU- 1 展开 成 为 的 震级 数 时 就 可 看 出 . 于 
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是 我 们 证 明了 (28) 


为 了 证 明 (29)， 我 们 要 利用 | a (14A)"'dA=a/oin ax, FÈ 
a sin ar ("ya-3 Ay AÀ _ 
(—A) s= (Aa RELA (RO; A) al An) dA. 
我 们 将 积分 分 为 两 部 分 , 一 部 分 从 0 到 C, 另 一 部 分 从 C 到 co. 对 于 固定 的 C, 4a 人 工时 第 一 部 
分 趋向 于 零 , WI RO; A) (— Ae) <9 AR A; 4)z 对 于 42>0 是 有 界 的 ， 第 二 部 分 按 范 数 是 


sin QT ma- ,4 AL 
=a 0—a) © ‘sup|(2R a a) | 


由 7 一 4B (A; Ae =R (A; A) (一 47) 和 (27), 我 们 有 s-lim AR (A; A)a=a. 因此 第 二 部 分 的 s-lim 
任意 接近 于 0 如 果 我 们 取 CC 充分 地 大 .这 就 证 明 T (29), 

为 了 证 明 (30)， 我 们 将 积分 分 为 两 部 分 ， 其 一 从 0 到 C 而 另外 的 从 C 到 co， 由 于 (27), 5 
wj0 时 第 二 部 分 趋向 于 0. 根据 RCA; A)(—Ax) =2—ARCA; 4)zx 和 假设 s-lim AR(A; A)a=0, 对 
于 充分 小 的 C, 第 一 部 分 任意 接近 于 (cr) -1 sin ar 0w, Mhay 0 时 这 又 趋向 于 z， 这 就 证 明 
T (80). . 

我 们 来 证 明 (31)， 由 于 表述 式 (6), 我 们 得 到 


(uI — (A)! =| | a) (see) 
x (qm ee) (I-A) didt, 


这 个 二 重 积分 按 范 数 绝对 收 熏 , 从 而 我 们 可 以 交换 积分 次 序 ， 因 此 便 得 (31), 因为 内 层 的 积分 是 
-af 一 1 1 1 O o I 一 1 一 1 
= (201) | gee pcg) (2zi) (ap) 
这 里 积分 路 径 C 是 从 coei" 变 到 0 并 从 0 变 到 coe 
分 数 桂 的 一 个 例子 “如果 a5, 在 (17) 中 取 9=x， 则 我 们 有 


fi,112(8) =a esin (tr? )dr=a'/ ntl JS ss) se /4s, (32) 
Fx, 车 我 们 取 与 品 斯 核 相 联系 的 半 群 {7T,}: 


Taz e7 o y (v}dv, xEC(— co, 00), 


一 co 


则 
t 
47rS8 


Punnd =f fao 


一 一 a 2 t 1 
Cu-eytte 4s ds dy = — d 
e | v | 7 ( yer (v) v, 


一 上 


EERU HER] Poisson 核 相 联系 的 , 在 这 种 情况 下 , T, 的 无 穷 小 生成 元 4 是 自 微分 算 子 ;给 


出 的 , 可 是 很 的 无 穷 小 生成 元 4 是 由 奇异 积分 算 子 
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A . Tf” a(s—v)—2x(s8),. 
(Ai2%)(s)=8 lima | C vi Fh? dv, 


而 不 是 由 微分 算 子 d/ds 给 出 ， 另 外 的 例子 , 请 参看 K. Yosida [30] 


§ 12. SRAM. Trotter-Kato 定理 


我 们 用 exp(t4) 表 示 具 无 穷 小 生成 元 4 的 (Co) 类 半 群 ， 关 于 半 群 的 收敛 性 , RNA 

定理 1 设 XX 是 局 部 四 序列 完备 复线 性 空间 ， 设 {exp(t4,)} 研 L(X, X) 是 等 度 连 续 (0,) 类 
半 群 序列 , HAE Te exp (i4,)} 关 于 {三 0 和 关于 n=1,2,… 等 度 连 续 , 这 即 是 假设 , HTX 
的 任何 连续 半 范 数 p(x), 存在 并 的 连续 半 范 数 g(a) EB 


fe xp Aa? 三 g(x) 对 于 一 切 t20, EX 和 a) 
n=1,2, … 成 立 ， 
Reve tt FH A T Re (Ay) >0 的 加 
ee R(AjA)e=JT Ade 对 于 一 切 xEX FE (2) 
na 2 
且 使 得 值 域 RC (A) HEX PAR, 


则 了 (40) 是 于 中 的 等 度 连 续 (Co) 类 半 群 exp(t4) 的 无 穷 小 生成 元 4 的 预 解 式 而 且 
lim exp(t4J)zZ 一 exp(td)z 对 于 每 一 ZEX RM. (3) 


此 外 , (3) 中 的 收敛 性 在 t 的 每 一 紧 区 间 上 关于 t 是 一 致 的 . 
为 了 证 明定 理 , 我 们 先 证 一 个 
引 理 ET, =exp(tA) 是 中 的 等 度 连 续 (00) 类 半 群 ， 则 对 于 卫 的 任何 连续 半 范 数 p(z)， 
存在 全 的 连续 半 范 数 g(x) HERE 
$ (Tæ — (I — tnm Ay r) S(2n) ttg (Ar) (n=l, 2, +) 
只 要 s€D(4?), 
证 明 ST (t,n)=C—n tA)", 那么 我 们 知道 (第 九 章 $7) (PU, n) 关于 坛 0 及 ”= 
1, 2, WE REESE, UES, 对 于 任何 zxED(4), 有 (第 九 章 $ 4) 
D, (T(t, n)) =I —n tA) TAr = A(n tA) E, 
DT e=T,Au= AT 2, 
于 是 , MET, MTG, x) 可 交换 ,有 


Ta—T(t,n)e=| [DP(t—s,n)T elds 


(4) 


-| rd-s nT.( 4 一 (一 所 24) Az ds, zED(A). (5) 
FAG, 如果 xwED(4”), 由 (一 m7 14)"1iAz== 一 m (I 一 (I 一 m14) x, 我 们 有 
p(T e—T (t,n)2) | |T- s, n)T, (I—n-"—8) A) ‘sates, 


TE, ATC, nw) 和 TT, 的 等 度 连续 性 , FEX LEER gl), 它 与 x, t 和 % EK, 使 得 
pCT a2—T (t, n)a) S(2n) Pq (AT). 
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系 ， 对 于 任意 zEP(42),s>0 Fl 220 
p(T a — (1-8 A)" 2) 5g, (Aa) 十 学 9(4p)， 这 里 @(z) 是 入 上 的 连续 半 


范 数 它 不 依赖 于 zx, t 和 s, 而 [t/sj 是 三 t/s 的 最 大 整数 . 
证 明 对 于 t=ns, 我 们 有 . 
P(L net — (I—8A) "x) 2 stq (A'T). 
E t=nstu, 其 中 0Su<s Uk n=[t/s], W 

p(T x— Tass) =z(| pe ac) =" n(T,An)do<sq,(Az). 

定理 1 的 证 明 ”根据 (1) 和 第 九 章 §4 的 (11), RNA (Re (ARV; A,)")} HF Re (A) > 
0, n=l, 2, … 和 m =0, 1, 2, one SE EEE, 由 此 并 利用 (2)， 我 们 可 以 证 明 J (Ag) = (ApJ —A) ~ 关 
于 某 一 4 成 立 并 且 只 要 ReA)>0 就 有 

(= RA; Anpe =RQ; As, HEKA EEEF EM Re) >0 的 每 一 紧 子 集 上 
关于 4 是 一 臻 的. 

为 此 , 我 们 考查 


(6) 


(7) 


ROA; A) = D (Aa— AR (Ao A) REF |A—Ap | /Re (Ap) <1) 
m=0 


而 且 由 于 《Cae (Ap) R (Ao; A, RT n=l, 2, 和 m =0, 1, 2, … 等 度 连续 ， 这 级 数 对 于 |4 一 40| / 
Re(40) 三 1 一 e 和 % 二 1,2,… 一 致 收敛 ,这 里 。 是 固定 的 正 数 ， 因 而 , 对 于 任何 6>0， 存 在 m fi 
马上 的 连续 半 范 数 9(z) 使 得 对 于 |4 一 40|/Re(40) 三 1 一 e, 有 

PRU Ae -RO; AD) S aA" 


m=0 
XP(R (Ao; An) ™ te —R (Ao; Ay) ™* 12) + 2dq(a) 对 一 著 xEX RA. 
所 以 ,由 (2), 我 们 便 知 lim ROS Ane =J (Ade 对 于 14 一 和 |/Re(ho) Sle 一 致 存在 ， 用 这 种 方 


Pp IRE ARO; 4 的 收敛 域 , 我 们 即 知 
lim Rs 4)z=7(Dz 存在 且 其 收 化 性 在 右 半 平面 Be (A)>0 中 的 4 的 任何 
紧 集 上 是 一 致 的 . 
FEJO 是 伪 预 解 式 ， 因 为 了 (4) FRUA.) (n=1,2,…) 一 样 满足 预 解 方程 ， 然而， 由 
RI (40))* 二 了 和 第 八 章 §4 中 关于 人 为 顶 解 式 的 遍历 定理 ， 便 知 7() 是 某 一 闭 线性 算 子 4 的 
预 解 式 , 它 使 得 7(4) = RCA; A) D(A) = RCRA; ADEX PAR. 
FERAH exp (td) EX hy SEES (Cl) 类 半 群 ， 我 们 要 证 明 (3) 成 立 ， 但 由 (6), 有 
p((exp(tA,) — (I —sA,) 7") (I A,) ~?) 
sq, (A, —A,) x) +27 'tsq(A2(I—A,) 2), 
对 于 任意 ZEX, s>0 Ft 20 成 立 ， oO 
算 子 
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AnA A = (ITA) 1, A, I-A)? =A, I —-A,) UA) 
以 及 Ai Ap) S (A, U—A,)')? 
KF n=1,2, … 是 等 度 连续 的 、 另 一 方面 ,由 (7) 
lim (I—sA,) "1 (I—A,) r= (I— 8A) "(I —A) 2 


关于 s 和 上 是 一 致 的 , 如 果 s>0 在 任意 给 定 的 两 个 正 数 之 间 , mE t EO, co) 的 紧 区 间 上 变化 . 
此 外 , 由 (6), 有 
p((exp(tA) — (IT—sA) 1) (1—A) ar) Ssq, (AU —A) w) +2 tsa (A? —A) x) 
对 于 每 一 x+EX, s>0 和 120 成 立 ， 于 是 , Ms > 0 充分 小 , 我 们 得 知 
lim exp(th4w)y 一 exp(i4)y 对 于 任何 yER(1; A)? X 成 立 ， 


而 其 收敛 性 在 二 的 每 一 紧 区 间 上 关于 了 是 一 致 的 ， 由 于 BT A)?-X EX pA H, FPA expt) 
和 exp(i4,) 关 于 120 Fl n= 1, 2,… 的 等 度 连续 性 , 便 知 (3) 成 立 . 

定理 2 ” 设 卫 中 的 等 度 连 续 (00) 类 半 群 序列 {exp(i4n)) 使 得 lexp GA.) EF (20 和 w==1， 
2, … 等 度 连 续 ， 如 果 对 于 每 一 XEX 

lim exp (tA )x=exp(tA)x 

fet 的 每 一 紫 区 间 上 关于 + 是 一 至 的 ， 则 对 于 每 一 zeX 和 Re (A) >0 # lim R(4; A,)@— RAs 
4)z,， 且 其 收 你 性 在 右 半 平 面 Re(A)>0 中 的 4 的 每 一 紧 集 合 上 是 一 致 的 . 

证 明 我 们 有 

RO: Aye Rs A,) f= fe e**(exp(tA) —exp(tA,) adt. 


因此 , 如 将 积分 分 为 两 部 分 , 其 一 从 0 到 C 而 另外 的 从 C 到 oo, 我 们 即 得 结果 . 

注 对 于 Banach 空间 X 的 情况 ， 定 理 1 首先 由 H. F. Trotter[1] 证 明 . 但 在 这 篇 文章 中 ， 
关于 JA) TR RA; 4) 的 证 明 是 有 些 不 清楚 的 ， 这 是 于 . Kato 指出 的 ， 上 面 给 出 的 证 明 是 
在 Kato 对 于 Trotter 证 明 的 改进 的 基础 上 改写 的 


§ 13. SER. Phillips 定理 

设 X 是 局 部 由 序列 完备 线性 拓扑 空间 , 而 {了 T,; #220} SLX, X) EE EEC) OK BE 
ZL(X',X') 中 的 算 子 族 (72; t 三 0} 满 足 半 群 性 质 ，7THT} 一 TY TH=1* 一 X! 中 的 恒 等 算 子 (参看 
第 七 章 8 1 定理 3), 这 里 (* ) 在 这 一 节 表 示 对 侦 运 算 .， 然 而, 一般 地 ， 它 不 是 (C0) 类 的 ， 因 为 映 
Bt TT! 不 一 定 保持 关于 上 的 连续 性 (参看 第 七 章 $ 1 命题 D); 但 是 我 们 可 以 证 明 (77) 关于 
120 是 等 度 连续 的 ， 因 为 我 们 可 以 证 明 | 

命题 1 MES; ZSL, DRF EERE Set WST; EZO SL(X', XRF t 
也 是 等 度 连续 的 . 

证 明 “对 于 拒 中 的 任何 有 界 集 B， 由 假设 ， 集合 U Se BEX ARR EU MV 是 
8 和 S 3 的 极 集合 ; 太一 { EX sup | <b, aDSL), V’ = {2€X'; sup [<8 b, 21S 
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13》， 则 (参看 第 四 章 87)Z" mV E X 中 的 0 的 邻 域 ， 从 
<S, b, Y| = |b, Ska>|S1 (bEB, 2 EF 时 ) 
我 们 看 出 对 于 一 切 t20, SHV ZU, CRIED SP} t20 ERE, 
Uk A 是 半 群 T, 的 无 穷 小 生成 元 则 D(4)*=X，R(4)SEX， 而且 对 于 ADO 预 解 式 
(21 一 4)-'EL(X,X) 存 在 且 使 得 
{Am (AI — A)“ 3F ADO 和 关于 m=O, 1, 2, … 等 度 连续 ， (1) 
我 们 可 以 证 明 ( 参 看 第 八 瘟 8$6 定理 2) 
命题 2 对 于 ADO, 预 解 式 (41* 一 4*)-! 存在 且 
(AI*—A*) = (AIA). (2) 
证 明 我 们 有 (AI—A)*=AI*—A*, AAAA ELX, X), BRE (AI-A))*6 
L(X',X') 存 在 ， 我 们 将 证 明 (41* 一 4*)! FELET ((4T 一 4) 0*， BB A HE EX en 
(CAI*—A*)x'=0. 则 0O=<x, (AI*—A*)x' =L AI 一 4)z, 2) 对 于 一 切 zxED(4) 成 立 ， 但 是 ， 
为 R(AL—A) =X, 所 以 必 有 x' 一 0， 因此 逆 (U* 一 4*)-! 必 存 在 ， 对 于 EX, x'ED(4*)， ait 
fa, xy =C (M —A) (AI—A) “2, 2! >= <(AI— A) a, (AT* — A*a). 
Fk D((AI—A)~')*) DRUI*— A*) 3¢ FB t ED (A*), (MI-A) (AIS Aa! =a" 
这 就 证 明了 (条 一 4 下 )* 生 (1* 一 4*) -1， 另 一 方面 ,如 果 xwED(4) 和 zw'ED(((U 一 4) "1)*)， 则 
(a, a Y=CCAI—A) (A —A) a, 2 “> 一 《(4T 一 —A)z, ((AI —A)7~ ng y, | 
这 就 证 明 D(A*) =D((AI—A)*) DR(((AI—A) )*) 以 及 (一 和 入 (GT 一 个 -0D*z' = PF 
每 一 z CD (ATA) “*) *) RN, BA CAI — A)“ *S I*A, 于 是 我 们 证 明了 (2)， 
我 们 现在 即 可 证 明 
定理 ” 设 忆 是 局 部 凸 序列 完备 线性 拓扑 空间 而 且 它 的 强 对 偶 空间 X 也 是 序列 完备 的 ， 设 
(TYSEL(Z, X)，t 福 0， 是 其 无 穷 小 生成 无 为 4 的 等 度 连续 (Co) AER, ATX’ 表示 定义 域 
D(A*)4® X' 中 的 强 拓扑 的 闭 包 D(4*)*， 设 人 (是 7T} 在 及 + 上 的 限制 MT EL CX, X+) 并 且 
(TH t 三 0) 是 等 度 连续 (C0) 类 半 群 而 它 的 无 穷 小 生成 元 4 是 其 定义 域 和 值 域 都 在 和 * 中 的 4* 的 
最 大 限制 
注 上 面 的 定理 是 R.S. Phillips[2] 对 于 了 -空间 这 一 特殊 情况 证 明 的 . 上 面 的 推广 属于 
H. Komatsu[ 4]. 
定理 的 证 明 我 们 有 预 解 方程 RG; A) —R(us A) = (uA) RO A)R (uy A) 以 及 tnRG; 
4A)") 对 于 4>0 与 m=0, 1 2, … 等 度 连 续 ， 于 是 由 命题 1 和 2, 有 


I*A) (ul* AS)“ = (uA) OT A) (ut AP) (3) 
PAIA" -中 对 于 AD0 和 m=0, 1, 2,… 等 度 连续 . (0) 

因此 ,如果 我 们 用 J 了 () 表 示 (27* 一 4")-! 对 于 X! 的 限制, 我 们 就 有 
JAI) =(u-DIO IW), (3!) 
{Am TCA) HEF A> O Ail m=0, 1, 2, + REESE, g (41) 
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根据 X' 的 序列 完备 性 和 (4 ), 如 同 第 九 章 $ 7 一 样 , 我 们 便 知 lim A Adama 对 于 Xt 成 立 ， 


于 是 我 们 有 R(J (4))*='， 因 此 由 第 八 章 84 中 的 (7”)， 有 (J(4))=={0}， 于 是 伪 预 解 式 
JABE X* 上 的 某 一 闭 线性 算 子 .4 的 预 解 式 . A, BUX" 的 序列 完备 性 和 (4'), A 是 等 
WERON 类 算 子 半 群 TiEL(X+ X+) 的 无 穷 尘 成 元 ， 对 于 任何 zeX My EX", 有 
L(I mA)" a, y'= la, I*— m HAt” y'>, 

因此 ， 应 用 前 节 的 结果 ， 当 m 下 co 时 我 们 便 得 等 式 《T,z,Y》 二 《zx, Tiy, Mig Thy’ = Ty’, BN 
Ty TY 对 于 X+ ORAL “ 

我 们 最 后 指出 At 是 其 定义 域 和 值 域 均 在 X* 中 的 4* 的 最 大 限制 ， 显然， 由 上 面 对 于 算 子 
4: 的 推导 , 知 At 是 4* HER TRUE 2! CD(A*) fa’EX*, Ata’ EX. Mi CAI*—A*)a’ EX+, 因 此 
(M*A (41* 一 4*)x' =a’, 于 是 ,以 (A1* 一 41) 从 左 作用 于 两 边 ,我们 便 得 Ate = Ate’, 3 
就 证 明了 A 是 其 定义 域 及 值 域 均 在 + 中 的 4* 的 最 大 限制 
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第 十 章 A 算 于 


EX, Y QE 了 -空间 , 又 设 5S 是 了 内 的 单位 球 ， 一 个 算 子 TEL(X, 了) 称 为 是 紧 的 或 全 连续 
的 , MAR TS 在 了 内 是 相对 紧 的 . 有 关 线 性 积分 方程 的 Fredholm 理论 可 以 推广 到 带 复 参 数 
4 的 线性 泛 函 方程 Tx 一 办 二 y 上 去 ,在 这 种 意义 下 ,对 于 一 个 紧 算 子 TEL (X, X) 的 特征 值 问题 
可 以 讨论 得 相当 完全 .这 个 结果 通常 称 为 Riesz-Schauder 理论 ， 可 参看 下 . Riesz[2] LA% J. 
Schauder[1]. _ 


$ 1，B- 空 间 中 的 紧 集 
线性 拓扑 空 间 中 的 一 个 紧 集 必 定 有 界 ， 然 而 ， 逆 命题 一 般 是 不 成 立 的 ; 我 们 知道 (第 三 


RE S 2), 赋 范 线性 空间 立 的 闭 单 位 球 是 强 紧 的 , 当 且 仅 当 开 是 有 限 维 的 .车 3 是 一 个 紧 的 度量 空 
间 , A CCS) 是 仿 上 的 实 值 或 复 值 连续 国 Bea (s) AF HE Bela] 二 suplz(s) | 后 所 成 的 B- 空间 .我 


们 知道 (第 三 但 $3)，C(5) 的 一 个 子 集 {x。(s)} 在 C05) 内 是 强 相对 紧 的 ， 当 且 仅 当 {2,(8)} 对 & 
是 等 度 有 界 和 等 度 连续 的 ， 对 于 LS, 8, m) lipo, 空间 的 情形 , 我 们 有 
定理 (Fréchet-Kolmogorov) ##S 2X43, 8 ES fy Baire 子 集 B 所 成 的 o- 环 , H. m (B) 


= ds TAB sii hy Lebesgue 测度 ， 那 末 LCS, V, m), 1Sp<co, W—- PEEK RB 
pre- $ f, 当 且 仅 当 五 满足 条 件 : 


Sup |x| =sup(| Irs) i ?ds ) <o, (1) 
limf |æ(t+8)—e(s) |?ds =0 对 zEK 一 致 地 成 立 ， (2) 
limf 1z(s) |?ds =0 对 xEE 一 致 地 成 立 ， (3) 


证 明 AA TESA, 那 来 下 是 有 界 的 , PC se LN. 设 给 了 e>0, 便 存 在 属于 
L 的 有 限 个 图 数 : 万, fo …, fn 使 得 对 于 每 一 个 fE 开 ， 总 存在 一 个 了 HIS —filse kan, AM, 
我 们 就 有 一 无 限 序列 { 方 } 王 下 ,对 于 Get Afi fle 成 立 , ZS KMART. 因此 ， 
由 Lebesgue 积分 的 定义 , 我 们 能 找到 有 限 值 的 函数 g go s gr 使 得 | 方 一 9 至 e (J=1, 2, - 
8)， 因 为 每 一 个 有 限 值 的 函数 gx(#*) 在 某 个 充分 大 的 区 间 之 外 为 零 ， 所 以 ， 对 于 充分 大 的 a, 我 
们 有 


(f+ fo ft) (+ o-na ra)” 
HAPHE orae) set 人 H ooy”, 
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由 一 9;| 夺 上 一 J| 十 1f; 一 gj! 三 2e。 便 证 明了 (3) 式 . 
《2) 式 的 证 明 是 根据 这 样 的 事实 ， 即 对 于 某 个 有 限 区 间 7 了 上 上 的 特征 函数 Cs)， 有 


lim| 1C,(s+6)—C,(s) |" ds=0 RX (参看 第 0 意 83)， 因 此 (2) 式 对 于 诸 有 限 值 函数 
gC) G=1, 2 … 由 成 立 ， 于 是 对 于 任意 的 SEK, 我 们 都 有 
——/ f7 l/lp 一 一 /ff” ? 
lim( | 1f(+#)—FG) lds) "stim( [if (6-+#) fst rds) 
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1/p 


+im(f I fi(-+4) —g;(s+#) jrds) + Tim([” Igt) —gs(s) K3 
+ 1936s) fas) ras) (f fil) -F@) las ) Setetotetse, 
这 只 要 取 方 E-AN 等 e 即 可 ， 这 就 证 明了 (2) 式 . 

以 下 我 们 来 证 明定 理 条 件 的 充分 性 , 我 们 用 (Pf) (s) = 了 (# 十 s) 来 定义 平移 算 子 T,. 条 件 (2) 
是 说 ; s-lim T= 了 对 JEK 一 至 地 成 立 ， 其 次 ,我们 定义 平均 值 (Mof) (= LL” (PA) (8) at, 
那么 由 H5lder 不 等 式 和 Fubini-Tonelli 定理 , 如 果 1Sp<oo, 就 有 

Lf fs Sf" @a-1te+0-f@ ala)” 
zo (| |" |f(s+4)—F¢s) [dt — Qarda)? 


s(a f at)” IF Ge4 0) -fe) leds)” RE, 


因此 我 们 有 
{Mf—fis sup IT. f—fl, 


所 以 s-lim Maf =f Xt FEK 一 致 地 成 立 ， 为 此 我 们 必须 证 明 对 于 一 个 充分 小 而 固定 的 a>0, 集 


RMS; FEK) HAHI RHE. 
对 于 一 个 固定 的 o> 0, 我 们 要 证 明子 数 集合 {( 开 有 )(s); fEK} 是 等 度 有 和 界 和 等 度 连续 的 . 事 
KE, 如 上面 那样 , 我 们 有 


| (of) (81) = MD GDLL |f (+6) fet) | at 


s(a fi Ifo +8) -ft eae)”, 
因此 ， 由 (2) 我 们 证 明了 函数 集合 (MXof(s); fEK) 对 于 固定 的 o>0 的 等 度 连续 性 ， 这 个 集合 的 
等 度 有 界 性 可 类 似 地 证 明 ， 于 是 由 Ascoli-Arzela 定理 ， 对 于 任意 的 正 数 a>0, 都 存在 有 限 个 
函数 Mafon Mafa =, Mafa 其 中 LEK (j=1, 2, ym), HEAP ELIT fEK,， 都 存在 这 样 的 
使 得 sup | Maf) (9 — Maf) (s) [Se 成 立 ， 所 以 有 
[Mf -MfS P) 6) — afi) (9) | "és 
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+f OLP) (8) = maf) (8) ("ds (4) 

由 Minkowski 不 等 式 , 右边 第 二 项 小 于 
ip l/p\? 
人 y. 
对 于 充分 小 的 o>0, [Mff khh, 又 由 于 (3)， 当 a>0 有 界 时 ， 对 于 充分 大 的 w> 0 
fF) fs) Pas taf, Fs) Maf 6) 17 ds 两 者 部 是 小 的 ，(4) 式 右边 第 一 项 对 
Is|>a : 8| >a 

于 适当 选择 的 了 也 是 小 于 2aez 的 ， 这 些 估计 式 对 于 JEK 是 一 致 成立 的 ， 因 此 我 们 证 明了 对 于 
充分 小 的 a>0, 集合 {Mof;fEK}) 在 L 内 的 相对 紧 性 . 


$ 2， 紧 算 子 和 核算 子 
定义 1 AXA BA, WES EXPR. -AET TEL, NKA RORA 
续 的 , IB TS 在 了 内 是 相对 紧 的 ， 
例 1 iK, 切 是 定义 在 -co<aso b<oo 上 的 实 值 或 复 值 韦 续 函 数 ， 则 由 
(KP (2)=| K (e, DF ody (GD 
PME BFK ABE L(CLa, b], Cla, b]) 6— TRF, 
证 明 显然 KHL Cla, 8] WA Cla, bJ, 记 sup |K, y)! =M. MA IES I< 
(6 一 0) MIF |, BELA K-S 是 等 度 有 界 的 ， 由 Schwarz RER, 我 们 有 
[KA GD 一 (ED Gd PEP IK En 9) —K (en a) 1? dy- If Cy) Pay, 
因而 K +S 是 等 度 连 续 的 , 即 
lim sup _| (Kf) @)— (KP @) | =0 对 于 了 ES 一 致 地 成 立 . 
所 以 根据 Ascoli-Arzela 定理 (第 三 章 $3) 集合 K-S 在 Cla, 8] 内 是 相对 紧 的 . 
例 2 F K Cw, DEIEZ (S, 8, m) 上 的 一 个 实 或 复 值 的 名 -可 测 函 数 , 且 使 得 
| [1E e, y) l'm (dz) m dy) <o. (2) 
WARE K E, 的 所 定义 的 积分 算 子 ; 


(KN (2)=| KC, WF) my), FEL? (S) = LS, 8, m), (3) 
是 属于 LE(S), L(8))te-+ EAE. 满足 条 件 (2) 的 核 正 (z， 纺 称 为 Hilbert-Schmidt 


WEEE 

证 明 从 LCS) 的 单位 球 中 取 任 一 序列 fa}. REBAR A Efa Æ L 内 是 
相对 紧 的 ， 因 为 Hilbert 空间 I2(S) 是 局 部 序列 弱 紧 的 ， 我 们 可 以 假定 Bee FR 
Z2(S) 的 一 个 元 素 方 否则 ， 我 们 选择 一 个 适当 的 子 序列 ， 由 (2) 和 Fubini-Tonelli 定理 ， 有 
© 2346 


| KG, Dna <o F mare. 成 立 ， 寺 是 对 于 这 样 的 一 个 有 
| lim (Kf) (2)=lim| K Ce, 9) fam (dy) =li (fa C), BG) 
= FO, K@ =| K@ DSO md). 

另 一 方面 , 由 Schwarz 不 等 式 , 我 们 有 

KAS | KG, p) lam aay f IFO) Pma E| 1E C2) Lema) 

”对 于 m:e, a BET, (4) 
于 是 , 由 Lebesgue-Fatou 定理 ,lim| | GKf.)(2){?m(de) =| | CYC) md). 如 果 把 这 个 
结果 与 w-lim K- fao K -f QTE, 按 第 五 章 § 1 HEM 8 便 导 致 s-lim K -fa =K -f WEM) 
一 样 ,我 们 有 | 

| Epo mn) S| [1K Ge, 9) |?m dy) mde) :| Ih) Lom ay), 

从 而 
als(f | JK ep mm YO. (5) 
FE, 由 w-tin ,= 让 我们 得 到 win K-fp= Kf sana fil 9EL*(8), lim (Kf, 9) 
=lim (fa; K*gv=(F,K*9) =(K-f,g). oe 


定理 (G) 诸 紧 算 子 的 一 个 线性 组 合 仍 是 紧 的 . Gi) 一 个 紧 算 子 与 一 个 有 界线 性 算 于 的 对 
积 仍 是 紧 的 ; 因此 , BF LX, X) 的 诸 紧 算 子 所 成 的 集合 构成 了 算 子 代数 二 (X, X) 的 一 个 闲 的 双 
WAA, GD 设 属于 工 (X， 了 Y) 的 紧 算 子 所 成 的 序列 Pade - 致 算 子 拓扑 EXTRAS ETH 
$T, 即 lim [7 —T,| =0. 则 了 也 是 紧 的 . | 

证 明 ， ISR Ho x Go Aa Gy ERAM. 在 一 TIENT, ERK LAX, DEH 
紧 算 子 的 理想 的 闭 性 可 以 由 (ii 导出， 

我 们 来 证 明 (站 )， 设 tf} 是 耻 的 闭 单位 球 妨 由 的 一 个 序列 .由 每 个 人 T, 的 紧 性 , 用 对 角 线 方 
法 , 我 们 能 选 出 一 个 子 序 列 {x} 使 得 8-limT。zw 对 每 一 个 圈定 的 % 存 在 ， 我 们 有 . 

| T,,—T,, İST EN EU 
Teul SIT -Tal + [TT t] PaT], 
从 而 有 lim_ [Px —T- oy ST-P]. FE Ly JÆ B- 空间 了 内 的 一 个 Cauchy 序列 . 
核算 子 作为 定理 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 考察 由 A. Grothendieck[2] 引 进 的 核算 子 ， 


定义 2 4X, Ye BME TCL OS, Y), MREFA, 1x, FEI {yn SY 和 数列 
《cw} 使 得 
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supi fa |<, suply] <2, Sen! <UL 


m (6) 
T-x=s-lim > )¢,<2, fa >Yn tE y 内 对 每 个 XEX 成 立 ， 


w=1 


则 了 J 称 为 映 卫 入 了 内 的 一 个 核算 子 ， 


$ (6) 式 中 s-lim 的 存在 性 是 显然 的 ; 这 是 因为 | 之 .cr<<z, fylls 2alesl tet Ifs 


ES aÐ les: |x}. 核算 子 所 满足 的 条 件 (6) 是 说 : 对 于 每 个 XEX, s- lim Cnt, fa>Yn 
-nel 
ETT 的 
命题 BATT ERM, 
证 明 用 
Tvz= 之 ,ci<z， fyi (7) 


ELAT T, AAR RCT,) RR, BELLA LA Bolzano- Weierstrass 定理 来 证 明 T, 3 
紧 的 ， 再 者 , 由 (6) 式 和 
|Pa— Pal =1>) e;<2, f >y EA saD fes{-faf, 


我 们 有 lim|?7—T,| =0, 从 而 了 一 定 是 紧 的 . 

核算 子 的 一 个 例 车 G 是 BR" 的 一 个 有 界 开 区 域 ,并 考察 Hilbert 空间 7 (G)， 设 (一 让 > 
n Mie 7 
HiG)3p>vEHi@ | (8) 
ERT L (O), HEG)) 的 一 个 核算 子 

证 明 我 们 可 以 假定 有 界 区 域 G 包 含 在 多 面体 P: 

OSaj;S2a (j= 1, 2, ++, 1) 

HAR. RILE H (OE i (0 =0 ORT BAIL =(T | Doea) 的 完备 


1 太志 


化 (参看 第 一 章 $ 10)， 我 们 用 在 一 G 内 定义 函数 值 为 0 的 办 法 把 属于 Åi (0) 的 函数 延 拓 成 
每 个 变量 x 的 以 20 为 周期 的 国 数 ， 诸 困 数 
fil) = (2a) "exp (ipa), 其 中 B= (By, Ba, …, Ba) 


是 一 nn 整数 组 且 Bram > Bit (9) 


构成 LP) = HP) 的 一 完全 标准 正 交 系 ， 因 此 , 以 D 表示 分 布 导 数 时 , 对 于 |s| Sk, 我 们 得 到 
诸 函数 Dep(z), 其 中 PCH (@), E L(G) 内 的 Fourier BH: 


D'el) = D Do, defn HHO fdh vO  — ao 
a P 


* 236+ 


(Dep, fo= (—1)'"! (p, D'fa)o= [L Gbn) t” Co, foo 


和 Parseval 关系 ™ 
E Op, fdl =| Dooa (Uels, 
我 们 有 不 等 式 | 
Me, AHED HHS | Dp fdl SHRI, 
所 以 由 | 


<p, fa> = (p, (14+ 18 1?)* feo 
定义 的 泛 函 fe CH (G)' WE supl fs L<co, 再 者 由 D'fs= JE GBD fe 有 


ya= (1+ 12)" fs 
满足 sup | yal <0, 我 们 同样 有 


Doles] <o, 其 中 ep = (1+ | BI?) 97”, 


A 


这 是 因为, 对 于 正 整 数 8, REDS 有 


1 1 (b=j)/n 
之 (Bit Bate HBa)" “Le — Bate TE) 


=U) 


所 以 我 们 证 明了 (Fourier) 展 式 
p= Dery, fs > Ys, 
2 


注 “如 果 存 在 给 定 的 有 界线 性 算 子 KCL(L*(S8), L*(8)) ATER RISER IE RR 
{93} ERR Ks =Ajsps(J=1, 2, ++), WA Fourier BX 


f= > (0,9) 9; FELS), 
Jar 
可 得 
Kf= Dap, 97) gs. 
get 
我 们 有 为 = (Kos, 03), MI WERKER Ay 都 >0 BSA) <0, 则 算 子 KK 是 核算 子 ， 如 果 
f=1 
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用 核 


K (a, y) =f z; (2, x) K,f{z, y)m(dz), 其 中 核 Ki (%, yj 
Al K(x, y) Æ Hilbert-Schmidt 型 的 ， 


来 定义 算 子玉 , PARED Kes, p) <o EEE. AA 
41=1 


co oo 


wo \ uz. 
SESEK ps, |= > | Kies, Kap) | (= | Kip,|?- >= Ik) ， 
j=1. foro. | 


j=1 


又 由 Parseval 关系 我 们 有 
并 IE 并 | | Ki, ps may) | maa) 
j=1 


1=1 


=| DR npn ma man =f ff KG map} m (de) <o, 


g=1 


且 对 于 Kp 上 有 类 似 的 结果 . 可 分 Hilbert 空间 区 中 的 一 个 有 界线 性 算 子 天 叫做 属于 迹 类 ， 


WR FX Ay Ea BSE EEA ps AD AVA S| (Kes, p< Mar, 有关 迹 类 
g=1 


和 栈 算 子 的 一 般 理论 可 参看 R. Schatten[1], fl. M. Gelfand-N. Y. Vilenkin[3], 


§ 3，Rellich-Garding 定理 
定理 (Garding[1]) 设 G 是 BR" 的 一 个 有 界 开 区 域 . 如 果 一 个 算 子 TEL(HS (G), HE), 
对 于 J< 和 所 有 的 pEE (0), 适 合 条 件 : 
UTERET LH; (G), Hb (G)) 的 一 个 紧 算 子 . 
证 明 ”按照 空间 H (G) 的 定义 (参看 第 一 党 10), 只 要 证 明 下 述 结果 就 够 了 : EIo) 
A (O =08 (9) 是 合 1p, 册 三 1(w=1，2,…) 条 件 的 ， 那 末 序 列 (Tp,} 含 有 一 子 序列 在 HG 内 
ssc, p Schwarz AE, Fourier BH $, (£) = @x)-™* |: p.(z)exp(—ia-$) doii 


k 
r 


Qs am) "| def Ipda erf ae, 
于 是 当 ECR MHO, Oa > ERRERA, Beto 的 有 界 性 ， 我 们 可 以 假设 有 一 子 序列 
《2 在 L(G) =HV@) 内 是 弱 收 敛 的 ， 因 为 ， 对 每 个 名 函数 exp (一 这 : 司 是 属于 L2G) Hy, 所 
以 我 们 可 知 , 在 每 个 处 , 诸 有 办 函数 $1(8) = (gw, (20) "exp (—ia-£)), 所 成 序列 是 收敛 的 ， 
因此 ,根据 (1) 和 有 关 Fourier 变换 的 Parseval 关系 (第 六 章 §2) 有 
[Tps — Peet = IT np) [ESC pl? 


=O'S De. — 9.) R= S| Doren) |B 


HEF BEF 


= 2336 


=>) 


= 


0° 之 ， foa 


isisj 
其 中 C, 是 一 正常 数 . 
对 于 固定 的 ?+， 右 边 第 一 项 随 y 和 凡 一 co 而 收敛 于 0， 这 个 事实 由 Lebesgue-Fatou 引 理 
就 可 看 出 ， 对 于 r> 右边 第 二 项 是 


EOC rl 1E 1. 18, (E) by (E) [2d 


Th é9"@—80) © |， 


4 =1 


eeo- oreofe O-O lA, 


get 


OC ,pti-2 | JE):)$,(£) hur (2) [dE 


-一 一 一 一 
< CO, O, r>? SI (Dp, — Ds Pu) lo 


lal Ek 


=00,0,r > SD lpup) l 


IsiSk 
= C0, 0r 2 |p) — pp |} L400, Cpr? 2 
其 中 C, 是 一 常数 ， 
由 7<h 后 一 项 随 7~>co 而 收敛 于 0， 所 以 有 lim [Tpu—Tppl= 0. 


§ 4. Schauder 定理 


定理 (Schauder) 一 个 算 子 TEL(X, 了 ) 是 紧 的 , 当 且 仅 当 它 的 对 侦 算 子 T' 2AM, 

证 明 its, S 分 别 是 人 ,了 内 的 闭 单位 球 ， 又 设 TEL(X, 了 ) 是 紧 的 . SiR yi de S 内 的 
任 一 序列 ， 诸 函数 五 ;(y) =<y, y; DE 

FP;(D —F (2) |=[Ky—, yj >| Sly al 

的 意义 下 是 等 度 连续 的 ， 再 者 , AIP”) ISlyl, 所 以 {Pi;(y)} 在 y 的 任 一 有 界 集 上 , 对 j 是 等 
度 有 界 的 ， 于 是 我 们 把 Ascoli-Arzela 定理 用 到 定义 在 紧 集 (T.5S)* 上 的 函数 ALP (ye, aT 
te SE — FFELP C) ECD S)°—- RI, Am Ta, 9; >= <a, Ty ot CS — Bae oe, 从 而 
(Tey EX 的 强 拓扑 下 是 收敛 的 ， 这 就 证 明了 殖 是 紧 的 . 

反之 , KT 是 紧 的 ， 那 末 祖 据 上 面 已 证 的 结果 T 是 紧 的 .于 是 ， 如果 5"' EX" ARAR 
位 球 ， 则 C2".5"') 是 相对 紧 的 ， 我 们 知道 了 是 等 距 地 被 娱 入 7Y'" 内 的 (参看 第 四 章 § 8 定理 2). 
于 是 了 .SET .3 ， 从 而 了 .人 在 了 ”的 强 拓扑 下 是 相对 紧 的 ， 因 而 也 在 工 的 强 拓扑 下 是 相对 紧 


§5. Riesz-Schauder 理论 
我 们 先 来 证 明 


引 理 (F. Riesz[2]) 若是 属于 工 (X,) 的 汪 个 紧 算 子 ， 其 中 义 是 一 个 B-20, WE, 对 
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于 任何 的 复数 %0, [ERR Ao T—V) Se BRD BY. 

证 明 ”我们 可 以 假定 和 =1， 设 {zs} 是 下 的 一 个 序列 , 它 使 得 y= UV) 2, AUT gy. 如 
Hic BAAR, REAT ORE MYA- TEI. HERV RU, I ta = Yor + 
Van, (Xu WORF IE a, Mitt y= IV) a. 

其 次 ， RUBE eR. T= UV) LA a, =dis(#,,N(P)), eA NL) = fa; 
Tz 一 0}， 取 一 个 wEN(T) fe aaler wn EAren WA T@,—w,) 二 Tz， 从 而 当 
da 有 界 时 ， 我 们 能 象 上 面 一 样 证 明 yER(T) =RU—V), (BSE lima, = 00, A zs 一 (zn 一 
Wn) / lEn Wal PEACE: [ea] =1 和 slim Tz 一 0, 我们 能 象 上 面 一 样 证 明 存在 一 子 序列 {zw} 使 
得 s-lim Zw =W 8-lim Tzw=0, 于 是 w.ET(N)， 而 如 果 我 们 令 Zn wo = un 则 在 

En Wy — Wo |En Wall = lz wal 
的 左边 第 二 和 第 三 项 均 属 于 入 (T)， 因 此 我 们 一 定 有 wr| lz 一 wsj 兰 xs。 这 是 一 个 矛盾 ， 因 为 
s-lim u„=0, (anwr EHn An 以 及 lim Oy = 02, 

我 们 现在 可 以 来 证 明 Riesz-Schauder 理论 ; 为 方便 起 见 , 我 们 依次 用 下 面 三 个 定理 求 
叙述 . 

定理 1 A FEZ(CX，Z) 是 一 个 紧 算 子 ， 如 果 加 二 0 不 是 了 的 本 征 值 ， 则 加 是 在 了 的 预 解 式 
集合 中 ， 

证 明 利用 上 面 的 引 理 及 假设 ， 算 子 T= -VAHT XAA R(T;) 上 的 一 个 一 对 
一 的 映射 , EP RO, EX ARB, FARSI 8$ 5 的 开 上 映射 定 理 的 系 ，T;, 具有 一 个 
MA, 我 们 必须 证 明 R(T.) =X, WERA, X wR X,=TLX 是 六 的 一 个 真 闲 子 空 
H. 于是, 如 果 我 们 记 X.=7,,X,, Xs =T Xn e, IME Xn Æ Xala =0, 1, 2, +, Xo 二 外) 的 一 个 
真 闲 子 空间 ， 根 据 第 三 章 8$ 2 中 的 F, Riesz 定理 ， 存 在 一 序列 (y) 使 得 y,EX,，jy,1=1 以 及 


dis (gn, Xai) = > 因此 , 如 果 n>m 就 有 


AT V¥m—V Yn) =I mt Ya aY Tayn) A0} = Ymy 
RFE yEX nai 成 立 ， 
PEIN: Vynil E |A0| /2, 这 与 算 子 三 的 紧 性 相 了 矛盾 . 

定理 2 # VELA, XYA-TRRT. WG) 它 的 谱 由 复 平面 上 至 多 是 可 数 的 点 集合 所 组 
成 , 且 该 集合 除 4=0 可 能 是 育 点 外 无 其 它 取 点 ; (ii) V 的 谱 的 每 一 个 非 零 数 都 是 下 的 一 个 有 限 
重 的 本 征 值 ; (iii) 一 个 非 0 REV APA, 当 且 仅 当 它 是 到 的 一 个 本 征 值 . 

证 明 由 定理 1,V 的 谱 的 一 个 非 0 BEV TATE, OV 有 同样 的 结论 , 这 是 因为 ， 
利用 Schauder €M, 4V ARM. VER MTV AY 其 预 解 式 集合 是 相同 的 (参看 第 三 
86). 于 是 (iii) 得 证 .因为 分 别 属于 下 的 不 同 的 本 征 值 的 诸 本 征 向 量 是 线性 无 关 的 ， 于 是 如 
果 我 们 能 从 以 下 情况 : 

存在 一 线性 无 关 的 向 量 序列 {zx,} 使 得 
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Vz,=/,0(n=1, 2, +) E limA, =A#0, 
推导 出 一 个 矛盾 , 则 (i) 和 (ii) 的 证 明 便 完成 了 . 
为 了 导出 一 个 矛盾 ， 我 们 考虑 由 oy, 2a …, tn 所 张 成 的 闭 子 空间 X. 根据 第 三 党 $2 中 的 
F. Riesz 定理 ， 必 存在 一 序列 (a) 使 得 EX。 Val =1 E dis Xe Xa-1)B1/2 (n=2,3, =). 
Hn nm, 那么 
ADV Yn Aa Vom = Yat (Yn An Ta Yn tAm Tinyn) = Yn— 2s 


H EX. 
HA, WE y= SBa 则 有 Ya Ar Vyn D Br DOBAR AEX LR A Tyo 
j=1 f=1 f=1 


Xn, BAR Vyn An V Yl 21/2. 这 就 同 与 假设 lim 和夫 0 密切 有 关 的 V 的 紧 性 相 了 矛盾 了 . 


定理 3 车 0 是 紧 算 子 VEL(X，X) 的 一 个 本 征 值 ， 那 么 根据 以 上 定理 为 也 是 Vi 
个 本 征 人 入， 我 们 能 证 明 :， O 4V AV 本 征 值 各 的 重 数 是 相同 的 ， GD 方程 (11 一 了 xz 二 y 有 
Ea, SARAJEVU Vt, MARAM TV f= T a f>=0, Gii) HR GT — 
V')f=g ARR f HERA EN AgI—V)+, RHR Vo= Age 可 导致 2 g) =0. 
证 明 “” 因为 栗 征 值 nA BR RA 了 =(T 一 内- 的 一 个 孤立 奇 点 ， 我 们 可 以 把 
R(A; V) jikik Laurent 级 数 : 
RV) =I AA) "As, 


我 们 特别 感 兴趣 的 是 残 数 4-1 = CD | ROS Voda, MSH S 8 中 所 证 明 的 ，4-: 是 


一 个 寡 等 元 , 即 是 ASA, MERA MSV SAIT BAAM- PA AVSI 
RIA SVA T+A, AmA V ERR, n 是 紧 的 。 于 是 利用 
A= (xi) i a tda-T+ i)" f 


_ RG V)dA=aiy | Vda 


lA-Ael 14—Ael lå- 


因此 , 根据 第 十 章 $ 2 的 定理 知 , 4.1 是 一 紧 算 子 ， 
所 以 根据 AX A(A_X) AIA, 的 紧 性 , 赋 范 线性 空间 4_1 的 单位 球 是 相对 紧 的 ， 于 
是 根据 第 三 章 8$ 2 中 的 F, Riesz 定理 ， 值 域 R(4.1) 是 有 限 维 的 ， 另 一 方面 ,, 由 Vz=hx， 
a0, H ERAI) a= (AA) e, k E F (条 一 下 z= (一 jz 从 而 又 有 Aae 
Qr | GA) Wdae=e, 所 以 本 征 方程 Pz=hoz 等 价 于 Pz=hor，zcB(4-)， 用 
同样 的 方法 ， 我 们 可 以 证 明 本 征 值 方程 了 了 = hof SOF VPA, FERA). TRA) 和 
R(4' 1) 具 有 相同 的 维 数 . AL f= gR BAg =A (AL =g, 而 这 是 等 价 于 对 于 所 有 的 zEX， 
有 《x,9) 一 《4-ww,9) 成 立 ,从 而 泛 函 g 可 以 认为 定义 在 有 限 维 空间 有 (4-1) 上 的 一 个 泛 函 . 
现在 利用 矩阵 论 中 熟知 的 定理 ， 本 征 值 方程 re 一 juz( 在 忆 (4-)) 内 ) 与 它 的 转 置 方程 f= 
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Af (在 BR(4',) 内 ) 两 者 具有 同样 数目 的 线性 无 关 的 解 ， 因 此 我 们 便 证 明了 (命题 (i 让 和 (ii) 
利用 引 理 和 闭 值 域 定理 (第 七 章 8$ 5) 即 可 证 明 ， 

Riesz-Schauder 理论 的 推广 ”车 对 某 个 正 整数 m VELA, X) hy V" 是 紧 的 . 那 末 根据 第 
AGES 7 中 的 谱 映 射 定理 有 OV") =e (VD)"* 以 及 根据 的 紧 性 ，o (VT) 或 是 一 有 限 集 或 是 仅 在 
0 处 凝聚 的 一 可 数 集 ， 所 以 o (7) 或 是 一 有 限 代 或 是 仅 在 0 处 疑 京 的 一 可 数 集 ， 因 为 V”" 是 紧 
BY, 所 以 对 于 ac 的 任何 A0 以 及 充分 小 的 e>0, A 


(Qai)! | 


具有 有 限 维 的 值 域 ， 于 是 加 是 BRGQ;V") 的 一 个 极点 (参看 第 八 章 8$8). 而 AIr = 
(4 一 『) (ABUT APE A ee LV) 
(AMI —V®) “(A eee + V8) = (AI—V) 7,7 

这 就 证 明了 o (V") 的 任何 Ay +O BRO; V) 的 一 个 极点 ， 从 而 是 六 的 一 个 本 征 值 ， 这 些 事 
实 使 我 们 能 把 Riesz-Schauder 理论 推广 到 这 样 一 些 算 子 了 , MATV ARRI" 是 紧 的 ， 从 
把 Riesz-Schauder 理论 应 用 到 积分 方程 的 一 些 具体 问题 (例如 有 关 位 势 的 Dirichlet 问题 ) 的 
观点 来 看 , 这 个 推广 是 很 重要 的 ， 这 可 参看 0. D. Kellogg[1]. 可 以 证 明 Riesz-Schauder 理论 
当 加 =1 时 , 对 于 算 子 VEL(X, 及 ) 也 是 成 立 的 ,如果 存 在 正 整数 n 及 紧 算 子 KEL(X, IER 
[K-V"|<l. BAK. Yosida[9], 此 处 应 注意 , 如 果 对 于 OSs, ti 三 1, K, (s, t) FN Kls, BA 
界 可 测 的 , 那 末 由 


_ RAYA 


a(s)—> (Tx) (8) =(K,K.2) (8), 其 中 
(K2)(s)=[" Ks(s, DeD, 


所 定义 的 积分 算 子 人 作为 L(L'(0, 1), L' (0,1) H#-t ALE SW, SA K. Yosida-Y. Mimu- 
ra-S, Kakutani[10], 


§6. Dirichlet 问题 
EGER 的 一 有 界 开 区 域 , H 
L= > DC,,(2)0' 


lslam 
是 一 个 具有 实 的 CT (G) 系数 Oal) RRAADAT. RDARZEK ABR 车 
BE SCL’ (G) 各 EGG)， 考 察 


Lu=f WEA (wo 一 w)EHY(G) - (1) 
的 一 个 分 布 解 CLG). Ri Cuu CHE (G) 意味 着 诸 分 布 导数 
(Diw—Diw) Xt F/=Sm . (2) 


中 的 每 一 个 都 是 某 序列 {Dipwj)}, 其 中 PrE, HLO- GARE S10), Hee 
粗 烽 地 给 出 了 边界 条 件 : 

对 于 1j|<m, 在 G 的 边界 3G 上 有 
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Dig = Diu, RN. (3) 
在 这 样 的 意义 下 ，(1) 式 称 为 算 子 工 的 Dirichlet 问题 ， 我 们 仿照 L. Garding [1] 对 问题 的 提 法 
和 解法 . 
首先 , 我 们 求解 问题 


utalu=f, (u—u, EHS (G), (4) 

其 中 正常 数 & 选 得 使 Garding 不 等 式 
(p+aL*p, 9) oZ6 9] m MIL, 只 要 PECT(G), (5) 
这 里 L*= SS) (DDt (2D, 而 4 是 正常 数 ， 如 果 系 数 cel) 在 G HAG LAE 


ls), im 
续 的 , 则 这 样 的 wx 的 存在 性 是 保证 了 的 .求人 次 偏 导数 我 们 又 有 不 等 式 
| (p+aL*o, Hol Sriplm IY im Av, YECTO, (6) 
其 中 ?是 与 8, 无关 的 另 一 正常 数 . 
对 于 WEH”(G) 和 gE05(G), 求 偏 导 数 我 们 有 
(L* p, ui)o =>, ((—1) "= D'e, DP, i)o 


= > (一 1) ts! (eD, D'u,) Oe 


利用 Schwarz 不 等 式 , 再 回 亿 诸 系数 cs 在 Ge 上 都 是 有 界 的 , 我 们 可 得 
[(L*p, udalan SS) [Dtp], Diu]. (suple (s)| =n). 


18 b oilam 
ENTERRO Im 
因此 线性 泛 函 
F(p) =(p+aL*p, u), PECY(G)， 
可 以 延 拓 为 定义 在 HE @) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 , 而 HIO 是 CP @L FW oln 的 完备 化 . 
类 似 地 , 从 
|æ, Di lSlole Ifl S lels Iflo, 
我 们 看 出 PECY (G) 的 线性 泛 函 (gp, fo TUERA PEHO 的 一 个 有 界线 性 泛 函 于 是 ， 应 
Hi F. Riesz 表示 定理 到 Hilbert 空间 HIO), BEE—A f =f (f, u) CH? O 使 得 
4 ECY (OD) 时, (p, Do — (p +aL*p, u)o= (p, fm 成 立 . 
于 是 利用 第 三 章 8$ 7 中 的 Milgram-Lax 定理 , 把 它 应 用 到 Hilbert 空间 HEO E, RITE 
(p, Pa —(p+aL*p, u). = (9,f)n=B(p, sf"), sf'CHRG), (7) 
其 中 o 
B(p, 4) =(p+aL"p, Y) 对 于 9EC? (G), YEHE (O). (8) 
因此 当 PECO H, 有 
o (p, f)o = (taL*g, utef')o, 
AT uot tof" 是 所 要 求 的 (4) 式 的 属于 IG) 的 解 ， 
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下 面 我 们 来 讨论 原 方程 (1)， 如 果 ELORE), M u= a n EHE 满足 
(ey, L*)o= (Vs, L* P) o + Cz, L*P)o = (f, po, PEC? (G). 
如 上 , 使 用 分 部 积分 , 我 们 得 到 
| Qa, L*p)o] Sal pl,, 
If, Pol Ef iels ll lela 
因此 , 我 们 可 以 把 3(G) 中 的 F. Riesz 表示 定理 应 用 到 pECY (G) 的 线性 泛 函 (f, p)o— n L*p)o 
上 .于 是 存在 唯一 确定 的 PEG) 使 得 
(F, P)o— C, L*p)o= (0, Pa, 4 PECT(G) 时 . 
应 用 Milgram-Lax 定理 到 (v, op) 我 们 得 到 一 个 S,vCHF O) 使 得 
W, P)n=B(Sw, p), = pE), vEAT(G EH. 
因此 , Dirichlet ACL) SPF: HAE S,eCHT(G), kK 
(uz, L*P)a =B(Siv, p), pEC? (G) a) 
的 一 个 解 wEH?(G). 
今 对 给 定 的 UEL (G) = H3(G), 
| u, pol Siul feloStelo loin 
所 以 根据 Hilbert 空间 H8(G) 中 的 F. Riesz 表示 定理 ， 存在 唯一 确定 的 w 一 TwuEH?(G) ER, 
当 pEr (Oh, A 
, (u, P)o = W, gm 及 fv in S luho 
因此 根据 Milgram-Lax 定理 , 我 们 得 到 
(u, P)o= U, P) m=BCS\u', p) =B(8 Tu, p), 
IS Tulas ful. (9) 
所 以 , 由 (1'), 当 pE? OR, 我 们 有 
B (uap) = (le, p +aL* Pp) o= We, P)o talus, L*g)o 
=B (S Tu, p) +taB(Sw, p), 
即 是 
Blu, —S8,Tu,—a8,v,p) =0. 
H BHE Blo, 9) >0, 我 们 一 定 有 
u,—S,Tu, =—a8\v. a”) 
ANG aS VEH (G) 是 已 知 国 数 . 利用 |S,Tuj SÒ ulo 我 们 知道 把 ATOKA HOH 
AT 5,T 是 紧 的 (第 十 章 $3 中 的 Rellich-Garding 定理 ). 所 以 我 们 可 以 应 用 Riesz-Schauder 
理论 来 说 明 以 下 互 斥 的 结论 之 一 是 成 立 的 : 
或 者 齐 次 方程 w 一 StPu= 0 具有 一 个 非 平 凡 解 xEEY(G)， 
或 者 非 齐 次 方程 4 一 S,Tu=w, 对 于 每 一 给 定 的 wEHF(G)， 
具有 唯一 确定 的 解 uC He G). 
第 一 个 结论 相应 于 (w,，p -+aL*9),= (u, p) 的 情形 ， 即 相应 于 Lu=0 的 情形 ， 所 以 加 到 原 方程， 
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AO EAR: Oh RRR lenge we 
fee rms laa eat ro fe err 


(1), 我 们 有 

定理 以 下 互 斥 的 结论 之 一 成 立 ， 或 者 (i) 齐 次 方程 Lu 二 0 具有 非 平 几 解 wEA?(G), 或 者 
Gi) 对 于 任何 的 EL2G) 和 任何 的 wEH8(G)，Lu=f，% 一 WEH8(G) 具 有 唯一 确定 的 解 
uc L(G). 


第 十 音 ”附录 A. Grothendieck 的 核 空间 


第 十 章 8 2 中 定义 的 核算 子 可 以 如 下 地 扩张 到 局 部 凸 空间 去 ， 
命题 1 ”若是 局 部 凸 线性 拓扑 空间 , 了 是 一 个 B- 空 间 ， 假 定 存在 XX 上 的 连续 线性 泛 函 的 


一 个 等 度 连 续 序 列 { 户 ), 存在 诸 元 素 多 ET 所 成 的 一 有 界 序列 (4) | A EAR HES ej <00 的 非 
了 一 上 
HAUER}, 则 
Pon =s-lim > 05, Fay; f G) 
“j=1 


定义 了 一 个 把 互 映 入 工 内 的 连续 线性 算 子 . 
证 明 根据 (f;} 的 等 度 连 续 性 ， 存 在 六 上 的 一 个 连续 半 范 数 p 使 得 对 xEX， 有 sup | <s, 


fi] 七 ma) 成立 . 因此 ,对 于 m>n, 有 
[Ee 5 m Erepta. 


这 就 证 明了 (1) 的 右边 存在 并 定义 了 一 个 把 映 入 B- 空间 了 内 的 连续 线性 算 子 。 
定义 1 一 个 形 如 (1) 的 算 子 7, 称 为 把 映 入 B- 空 间 了 内 的 核算 子 . 
R 一 个 核算 子 了 是 一 个 紧 算 子 , 其 意义 是 了 把 XX 的 0 的 一 个 邻 域 映 成 了 的 一 个 相对 紧 集 . 
证 明 我 们 定义 


Tt= Dosls, fys 
j=1 
T ERW, 这 是 因为 卫 的 集合 == (to pz) 三 1} 在 T, 下 的 像 是 了 中 的 相对 紧 集 ， 另 一 方面 ， 我 
们 有 


il Sey, 


jant! 


1 一刀 = |2 之 c;la, fi 9s] S 


Mid Tao 在 上 一 至 地 强 收敛 于 Ta SLL TED, 
如 第 十 章 8 2 中 所 证 明 的 , 我 们 有 核算 子 的 一 个 典型 例子 : 
例 PKBRGH-TREM IFE- j) >n, 把 He (KORA Hi (CK) A SRT E 
一 个 核算 子 ， 
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命题 ? 车工 是 一 个 局 部 凸 线性 拓扑 空间 ， 且 了 是 习 的 0 的 一 个 凸 平衡 邻 域 ， 令 plr) 
,inf 4 是 了 的 Minkowski 泛 函 ，pr 是 和 上 的 一 个 连续 半 范 数 ， 令 
Ny= {XEX; py(t) =0} 二 {ZEX; AEV 对 于 所 有 ADO}. 
则 Ny 是 和 的 一 个 闭 线性 子 空间 ， 且 商 空间 了 y= 了/Ny 是 一 个 赋 范 线性 空间 , 其 范 数 为 
iv 一 pr(z)， 其 中 兰 是 含 元 素 z WIN, 的 剩余 类 . (2) 
证 明 eaa DEN y, BBA Dy, ) Spy(£) + preis) = py (2), 且 类 似 地 pr(z) 王 Pr a), 
Plt, Wo Alay 都 在 模 Ny 的 同一 个 剩余 类 中 ， 便 有 ?pr(z) =p), RNA lel, 三 0 和 
[ol,=0. mlži =0, 则 由 ee BREN, WMA B= 0. SARER Hl = prey) 
Spt) pry) = lal + (Gly 得 证 ， 我 们 还 有 jazl， = py (az) = |a| pr(2)= |a] Ly 
系 ， 利 用 等 价 性 
(2r, 于 Dr)< VSN), (3) 
我 们 可 以 定义 一 个 典 则 上 映射 
Xr, 一 >Xr， ( 当 VSV)， 
其 办 法 是 将 包含 x 的 ( 模 Ny.) 的 剩余 类 jr, 与 包含 的 ( 模 Ny RRA Z, 联系 起 来 ， 这 样 得 
到 的 映射 是 连续 的 ， 这 是 因为 
[žr lv, =BPr,(2)= py (4) = lär hy, 
现在 我 们 来 给 出 由 A. Grothendieck[2] 引 进 分 析 中 的 核 空间 的 概念 . 
定义 2 一 个 局 部 凸 线性 拓扑 空间 和 叫做 一 个 核 空间 ， 如 果 对 0 的 任何 吧 、 平 衡 邻 域 了 , 存 
在 0 的 另 一 个 凸 ,平衡 邻 域 US 使 得 典 则 映射 
T: Xy—>Xy (4) 
是 核 映射 ， 共 中 Xy ERRERA X, 的 完备 化 . 
例 1 ER 是 定义 在 4 上 的 实 值 有 限 函数 © (a) 的 全 体 且 按 半 范 数 系 
Bo(z)= jz(o)1， acE4 G) 
加 以 拓扑 化 ,使 得 下 4 成 为 实数 域 卫 的 拓扑 乘积 ， 那 末 R 是 一 个 核 空间 ， 
证 明 Nr* 是 使 得 对 某 个 有 限 集 (aCA; j=1, 2, =, n}, E e(a) =0(j=1, 2,…, n) 成 立 的 
RIE z(O)EBR^4， 于 是 Xy=R4/Ny 等 价 于 诸 函数 zy (a) 所 成 的 空间 ， 其 中 zy (a) 对 于 ata; 有 
zr (a) =0, 且 赋 以 范 数 


Izy(a)|y= sup le(a;)]. 
1S jsn 


我 们 取 Ny 为 这 样 的 函数 e(a ER4 的 全 体 ， 即 对 于 EA BH, A ela.) Rr hA E 
含有 1 2, …,% 在 内 的 整数 的 任 一 有 限 集合 . 于 是 对 于 USV, 因为 典 则 映射 Xo=P</N,>BA/N; 
=X, 是 一 个 具有 有 限 维 值 域 的 过 续 线性 映射 , 所 以 它 是 楼 鼎 射 

例 2 一 个 核 B- 空 间 X 必 是 有 限 维 的 . 

证 明 ”因为 对 5- 空间 的 0 Eh FRR V A X= Xy, 故 由 恒 等 映 射 X_>X 的 紧 性 , 根 
据 第 三 章 8 2 中 的 F. Riesz 定理 必 导致 X 是 有 限 维 的 . 
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WS ZAR" 的 一 个 紧 子 集 , 则 第 一 章 $ 1 中 引进 的 空间 Dk) 是 一 个 核 空间 。 
证 明 ”如 在 第 一 章 $ 1 中 那样 , > 
Per (f= sup |D*f(z)| 

是 确定 DR) HIT EIRP. E V= (CD (R")3 px, Sl). MA My, B10}, 
B. Xy,=X/N,,=9, (RY /Ny, 恰好 是 以 Pee 为 其 范 数 的 空间 DR. mE- WH 
如 同 在 上 而 定义 1 的 系 后 面 的 例子 中 那样 , 容易 证 明 把 Xr, BRA Xr, 内 的 典 则 映射 是 一 个 核 变 
换 ， 于 是 Dx (BR") 是 一 个 核 空间 . 

定理 1 一 个 局 部 山 线 性 拓扑 空间 下 是 核 的 ， 当 且 仅 当 对 于 0 的 任 一 凸 ,平衡 邻 域 了 , 典 则 
映射 X> Tr 是 核 的 , 

证 明 必要 性 ， 车 UEV EXO 的 一 个 凸 、 平 衡 邻 域 ， 它 使 得 典 则 映射 XX, 是 核 变 
换 ， 典 则 映射 了 :和 -> 入 ， 是 典 则 映射 了 一 发 SA BER OL, HR. 于 是 也 必 是 一 个 楼 
变换 . 

充分 性 ” 若 典 则 映射 TX Ky 是 由 核 变换 


Tr= > ele, £343 
$=1 


给 定 的 ， 对 于 任何 %>0, 集合 (xEX; | Ca, fp | Sa, WF J=, 2, BX 0 的 一 个 凸 、 平 衡 邻 
WU, ARTS ISX 的 等 度 连续 性 ， 再 者 


ITaly = Eese, fs as] =asup| ysl Zo; 当 ZEU。 时 ， 
f=1 r 
Ha 是 使 右 端 <1 的 这 样 小 的 数 , 那么 17zly<I 且 Du。 所 .每 一 个 彤 都 可 认为 是 属于 对 侦 空 间 
Xi, 的 , 从 而 
Ty = Tax diene, f; Yy; 4 (a— —2)ENy, 时 . 
因此 典 则 映射 Xy >f, Pa 
Žo, > Dev, F595 
a 

给 出 的 . 

定理 2 ”车 一 个 局 部 凸 线 性 拓 盾 空间 是 楼 的 , 那么 对 已 的 0 的 任何 凸 、 平 衡 邻 域 了 ， 存 在 
XW 0 的 一 个 凸 .平衡 邻 域 不 SET 使 得 É, 是 一 个 Hilbert 空间 ， 

证 明 由 

Ty = > 0v, Foys 
定义 的 核 典 则 映射 X p> Xy OSV) RAA 
a, X>) M b Ê, 
Jip a H žo- {et Xa, IHA, B HIE} > De VE sy, 给 出 ， 
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的 积 ， 从 
> |e}? <v, firl Supl f; READE 
看 出 % 的 连续 性 是 显然 的 ， 而 有 的 连续 性 , 则 可 用 
|>- oE s Belal Dlg ssp HE Re Soe, 
3 Y j j j 


RE, # U: 是 Âr 的 单位 球 在 映射 有 下 在 (1 ) 内 的 原 像 ， 那 末 Us 是 (1*) 的 0 的 一 个 邻 域 
AMEA (T) 的 0 为 心 的 一 个 球 S.。 设 殉 是 在 连续 映射 名 下 态 在 习 中 的 原 像 而 名 定义 为 
连续 典 则 映射 XX, Hie a: Xo) 的 积 。 那 么 显然 下 SEF 且 对 任何 EX A 
l@vlw= inf 4= inf A= [če] 的 半径 ). 


T/AEW, A>0 CriAE S,A>0 

因为 | | 是 Hilbert 空间 (可) 内 的 范 数 , 所 以 Xy 是 一 个 pre-Hilbert 空间 . 

R ”车 四 是 一 个 局 部 凸 核 空 间 ， 那 么 对 于 互 的 0 的 任何 凸 、 平 衡 邻 域 了 7， 存 在 于 的 0 的 凸 、 
平衡 邻 域 W, aW: 具有 性 质 : 

WSW, SV, Êy, 和 Êv, 均 是 Hilbert 空间 
且 典 则 映射 X>X,, Xy->Xy, 
X, ok, BEB, 

所 以 一 个 核 空间 开具 有 OH PEA IRA VME XY, 都 是 Hilbert 空间 . 

核 空 间 进 一 步 的 性 质 ” 可 以 证 明 : 

1， 一 个 核 空间 的 线性 子 空 间 和 商 空间 也 都 是 核 空间 ， 

2， 一 族 核 空 间 的 拓扑 向 量 积 和 一 序列 核 空间 的 归纳 极限 也 都 是 核 空 间 . 

3， 一 序列 核 空间 (其 中 每 一 个 都 是 7- 空间) 的 归纳 极限 的 强 对 侦 也 是 核 空间 . 

其 证 明 可 和 参看 以 上 所 引 Grothendieck[1] 的 书 第 47 面 . 作为 §2, 的 推论 ， 序 列 {Dx (R; 
7 二 1, 2,…} GE K, 是 BR" 的 球 |x| 三 7) 的 归纳 极限 空间 DCR") BRA, BCA § 3, 空间 
DCR)! 也 是 核 空间 ， 空 间 ER, ECR)’, S(R*) 1 G(R")! 也 都 是 核 空间 . 


理 的 下 述 推广 

设 科 是 一 个 核 空间 , 它 的 拓扑 是 通过 0 的 凸 、 平 衡 邻 域 的 一 可 数 系 来 确定 的 ， 设 是 的 
强 对 侦 空间 ， 形 如 

2Z'={f' ERX;a r,t <b; G =1, 2, e, n)} 

的 一 个 集合 定义 为 XNA, AERAR jo， 它 对 于 所 有 的 往 形 集 都 有 定义 有 
220. Hi mm 对 于 具有 国定 点 王 ,za …y za 的 那些 住 形 集 Z 是 o- 可 加 的 , 那么 , 在 相 容 条 件 和 过 
续 性 条 件 下 存在 uo 的 唯一 确定 的 一 个 扩张. 它 对 于 含有 X 的 一 切 桩 形 集 的 的 诸 集 合 的 最 小 
-可 加 族 的 所 有 集合 是 0- 可 加 的 且 是 三 0 的 ， 

关于 这 个 结果 的 详细 证 明和 应 用 可 参看 I M. Gelfand-N. Y. Vilenkin[3]. 
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第 十 一 章 ” 赋 范 环 和 谱 表 示 


数 域 (F) 上 的 一 个 线性 空间 4 称 为 (F) 上 的 一 个 代数 或 一 个 环 , 如 果 对 每 一 元 素 对 x, yE4, 有 
唯一 的 积 xyE4 被 确定 且 具 有 性 质 : 
(wy) 2=2(yz) 《结合 律 )， 
a(y+2z) =ay+a2 《分 配 律 )， (1) 


aß (zy) = (ax) (By). 
Te 如 果 存 在 的 话 , 它 是 唯一 确定 的 . 因为 若 e 为 4 的 另 一 单位 元 , 则 必 有 ee' —e=—e’ MERE 
是 可 交换 的 , 亦 即 对 每 一 对 myE4 恒 成 立 zy 一 yr， 则 4 称 为 可 交换 代数 ， 设 4 为 一 具有 单位 元 
e 的 代数 ， 若 对 一 个 zS4 在 在 一 TSE4 使 得 zz = a'r =e, Milla” 称 为 x 的 道 。，z Ayal HEE 
的 话 , 则 是 唯一 确定 的 ， 因 为 若 w ”为 z 的 另 一 个 道 , 则 必 有 
V (ea!) =x esp" = (Vv) =e =g, (2) 

因此 若 zx 有 逆 , RITA e 记 z Ao, 

一 个 代数 称 为 一 Banach 代数 , 或 简称 B- 代 数 , 如 果 此 代数 是 B- 空 间 且 满足 

Izyl sla} yl. | 
RER 
(Enya ayl El Enla 1+ | enay 
S heall Uag) l ena) Hy] 

表明 zy 是 两 个 变量 的 连续 函数 . 

例 1 设 蕊 为 一 吾 - 空 间 ， 则 工 X, 已) 按 算 子 和 了 十 3 及 算 子 积 了 8 成 一 具有 单位 元 的 B- 代 
数 ; 恒 等 算 子 了 是 这 个 代数 工 (X, X) 的 单位 元 , 同时 算 子 范 数 | 到 是 代数 LX, X) ET EY, 

例 2 eS ASA E. M CCS) He (a, +22) (8) =a, (8) 十 za (s), (ax) (s) =ax(s)， 
(ita) (8) =m (8) 49s) Be fa = saplz(s) | 为 一 BARB, 


例 3 设 B 为 0 三 s 三 1 上 能 表达 成 绝对 收敛 的 Fourier 级 数 


(s) = >? eeri" 其 中 Si fe, | <0 (3) 
HERRA eO Ze A, ME ed HH ty PBA Be Rk, AE 
Ja] = 2 lea] (4) 


下 B 为 一 具有 单位 元 的 可 交换 的 B_ 代 数 . 
在 后 两 例 中 单位 元 由 函数 e(s) =1 SAE lel 一 1， 在 以 后 的 诸 节 中 ， 我 们 将 涉及 具有 意 
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位 元 e E 
fef=1 (5) 
的 可 交换 了 -代数 ， 此 种 代数 称 为 赋 范 环 . 

PERE Banach 代数 的 概念 是 由 M. Nagumofi] 引 进 分 析 中 的 ， 他 证 明了 Cauchy 的 
复 且 数 理论 能 推广 到 取 值 于 此 种 代数 中 的 函数 上 ， 并 把 它 用 到 有 界线 性 算 子 的 预 解 式 围绕 珠 立 
奇 点 的 研究 中 去 .这 个 结果 是 本 书 第 八 章 88 中 给 出 的 那些 结果 的 一 个 抽象 处 理 . K. Yosida 
[11] 证 明了 一 个 嵌入 一 B- 代 数 的 连通 群 为 一 Lie 群 的 充 要 条 件 是 这 个 群 是 局 部 紧 的 .这 个 结 
果 是 J. von Neumann[6] 关于 筷 阵 群 的 一 个 结果 的 推广 ， 请 参看 E. Hille-R. S. Phillips [1], 
ERE HH T K. Yosida[11] 的 结果 ， 

赋 范 环 的 理想 理论 由 L M. Gelfand[2] 创 始 . 他 已 经 证 明 此 种 环 能 表示 成 定义 在 该 环 的 极 大 
理想 空间 上 的 连续 函数 环 ， 借 助 于 这 个 表示 ， 我 们 能 给 出 Hilbert 空间 中 有 办 正规 算 子 的 谱 分 
解 的 一 个 不 用 积分 的 处 理 ; A K. Yosida[12]， 这 个 结果 将 在 以 下 诸 节 中 展示 ，Gelfand 表 
示 也 可 用 于 N. Wiener[2] 的 陶 贝 尔 (Tauber) 定理 的 新 证 明 ， 在 本 章 的 最 后 一 节 中 我 们 将 揭 
示 这 个 应 用 . 至 于 8B- 代数 的 详情 请 参看 N. A. Naimark[1], C. E. Richart{1] I. M. Gelfand- 
D. A. Raikov-G. E. Silov[5]. 


$ 1， 赋 范 环 的 极 大 理想 

我 们 将 涉及 具有 单位 元 。 且 适合 le] 一 1 的 可 交换 也 -代数 B. | 

定义 1 8 的 一 个 了 集 J 称 为 的 一 个 理想 , M e, YES 导致 (er 十 PB)EJ 同 时 对 每 一 2EB 
不 存在 包含 了 作为 真子 集 的 非 平凡 理想 。 

命题 1 8 的 作 一 非 平 几 理 想 J 含 于 一 极 大 理想 中， 

EB 4 [yo] 为 包含 J 的 一 切 非 平凡 理想 的 集合 ， 我 们 按 包含 关系 赋予 [76] 中 的 理想 以 
RE DRED Æ J, 为 Je FAI Tye, 假定 {J 是 [Jo] 的 一 线性 有 序 子 集 并 令 J= 

U Je 我们 来 证 明 Jp f(a) tA LIE, AH e, YCJ o WETERE Je A Ja, 使 得 OCS, HL 


Ja Eida? 
yEJ。。 由 于 {J。) 是 线性 有 序 的 , Ie, XI, R Ja d a), FE OMY ORE Jas Ae @—Ye 
Ja SSe 且 对 任意 2CB ti Hf 22C SI. 这 就 证 明 J, 为 一 理想 ， 因 为 单位 元 e 不 包含 在 任意 
Je 中, HA e RURE J= U Jat, 因此 ye 是 包含 每 一 ve 的 非 平 凡 理 想 . 所 以 , 根据 Zorn 
引 理 至 少 存 在 一 个 包含 Ty 的 极 大 理想 . 
R B 的 元 2 有 逆 x EBER ae aser =e 的 充 要 条 件 为 x 不 包含 于 任何 极 大 理想 之 中 . 
证 明 车 x CB 存在 , 则 任 一 理想 J3x 必 包 含 e 二 zx-!, 故 J 必 与 本 身 重合 ， 反 之 设 f 不 
包含 于 任何 极 大 理想 之 中 ， 则 理想 xB= {xb; 5EB} 寺 {0} 必 与 B 本 身 重合 ， 因 为 否则 至 少 存在 一 
个 包含 zB3x=xe 的 极 大 理想 . 由 此 得 zB=B， 因 而 必 存 在 一 元 5EB 使 得 ab=e. PIB BDA 
交换 性 , RITA xb=bx==e, REI b=. 
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命题 2 极 大 理想 J 是 B 的 闭 线性 子 空间 . 

证 明 根据 8B 中 代数 运算 (加 法 , 乘法 和 数 乘 ) 的 连续 性 , 强 闭 包 J* 也 是 一 个 包含 J 的 理想 . 
假定 J* 考 J， 则 由 于 理想 了 的 极 大 性 , 必 有 J"=B, 因此 e€E7°, 于 是 存在 一 zEJ 使 得 le 一 zl<1. 
x At we x CB, ei th Neumann 级 数 

e+ (e—2) +{e—x)? foe 
给 出 。， 因 为 由 | Ce 一?)"| 三 le 一 zj*, ix PR eee 一 个 CBR, CEE r 的 道 , 这 一 点 可 把 
级 数 乘 以 z==e 一 (e 一 2) 而 知 ， 因 而 e 一 x 以 EJ, 故 J 不 能 为 极 天 理想 ， 
命题 3 对 B 的 任 一 理想 J, 如果 (x 一 四 EJ， 我 们 记 


Zz 三 y(m0d J 了) 或 x~y(modJ) 或 简 记 成 zx~y. (1) 
此 时 z~y 是 一 个 等 价 关 系 , 亦 即 我 们 有 | 
s~r (BEHE, 


a~y BC y~e (对 称 性 )， 

ayy X y~z BB z~z (传递 性 )， 
RIIAT RRRA Ya) CI}; BRAG e 的 类 (mod J), 则 类 (z 十 护 ,az 和 (zx 分 的 确定 与 类 
€y PHJ ae M y 的 选取 无 关 ， 

证 明 我 们 必须 证 明 , 由 x~w yoy EB (ety) ~ (a! +y'), ox~ax' 及 2 一 wy 这些 
RAM J 是 理想 这 个 条 件 来 看 是 清晰 的 。 例如, 根据 (一 w CT 及 (9 一 的 EJ 我 们 有 zy 一 wy = 
(z 一 和 )3 十 2 yy NE. 

系 类 2mody) 的 集合 按 运算 

Z+y=a+y, w=ox, Ty=zy (2) 
构成 一 个 代数 . . 

定义 2 上 记得 到 的 代数 称 为 BCmodJ) 的 剩余 类 代数 , 并 记 为 五 /7. 因此 代数 B 到 B=B/J 
上 的 映射 x*>z 是 一 个 同 杰 映射 , 亦 即 关系 (2) 成 立 . 

命题 4 设 J 是 B 的 一 极 大 理想 ， 则 =B/J 是 一 个 域 , 亦 即 每 一 非 零 元 3EB 有 逆 1EB 
E a sieg. 

证 明 REX T PE. MEA zB={(z75; bcb) BBW, CREEL, 因为 
ERAS 2, BESZEL, 一 个 理想 在 同 态 下 的 逆 象 是 一 个 理想 ， 所 以 包含 一 个 以 J 为 真子 
Se HOARSE LBL AL, 这 与 理想 了 的 极 大 性 矛盾 . 

我 们 已 能 证 明 

定理 设 B 为 复数 域 上 的 一 个 赋 范 环 , J 为 旦 的 一 个 极 大 理想 ， 则 剩余 类 代数 B=B/J 在 
下 述 意义 下 同 构 于 复数 域 , 即 ;， 每 一 EB WME — Hh RAM Z= ES, Jer 是 一 复数 

WEA 我 们 将 证 明 B=B/J 按 范 数 

iz] =inf [z] (3) 


成 一 赋 范 环 . 如 果 这 点 得 到 证 明 , 则 B/J 是 一 赋 范 域 , 因而 根据 第 五 章 § 3 中 的 Gelfand~Mazur 
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定理 ,B=B/J 就 同 构 于 复数 域 . 
TEA SETA Jax] = Jal lzi, BIz+7 = inf lz+yls inf Ja] + inf lyl = jz]+ iah leyi 


SIENAI TAMEN. HIELO, MEEA e) Sz 使 得 s-limz。 一 0. 因而 对 任 -- Eë, 
Aj (a— 2, EJ, 故 sS-lim(2Z 一 22) =, 这 证 明 s&t =J, 亦 即 %=0. 因而 [|z| =0 等 价 于 z=0. 我 


takels jesl Eel, 则 存在 元 xEJ (kB le—e]<1, RA 2 的 证 明 中 论证 的 一 样 ， 
Wie (RE, 这 中 与 从 题 二 的 系 了 矛盾 的 .因此 必 有 [zl=1I， 最 后 , 由 于 如 是 一 有 -空间 以 及 根据 命 
题 27 是 一 闭 线 性 子 空间 , 所 以 商 空间 B= B/T 关于 范 数 (3) 是 完备 的 (参看 第 一 章 $ 11). 这样 
Bel UE] T EM, 
% RIEA (RRA T= HR é 因此 , 对 每 一 zxEB 我 们 得 到 一 个 定义 在 B 的 
所 有 极 大 理想 的 集合 (VY 上 的 复 值 函数 x(J)， 此 时 有 

(ety J) =r) ty), (ar) J) 一 xz(J)， 


人 
Cz) =e), 同时 eJ)=1, “ 
此 外 还 有 
sup le) | S]e], (5) 
及 
suplz(7)1=0 导致 z=0 的 充 要 条 件 为 门 J=(0}. (6) 


JE iJ} 
证 明 (EiB BRK B=B/J Lierse) 是 一 个 同 态 映射 , 亦 即 关系 (2) 
成 立 ， 因 而 我 们 有 (4)， 根 据 
[|= [£112] = [2] =infl2| =la] 
等 式 (5) 得 证 ， 由 于 x(J) =0 在 {J} Et RIE ARE ce A) J, 故 性 质 (6) 自 明 . 
. JEJ) 
ELI ” 赋 范 环 B 通 过 定义 在 B 的 所 有 极 大 理想 的 集合 {J) 上 的 函数 z(J) 的 环 而 表 出 的 
z>s(J) (7) 
称 为 B 的 Gelfand RR., 


§2. 根 . 半 单 性 
定义 1 设 B 为 复数 域 上 的 赋 范 环 ，{J) 为 B 的 极 大 理想 的 爹 体 ， 则 理想 门 了 称 为 环 B 


Jets} 


的 根 、B 称 为 半 单 的 , 如 果 它 的 根 退 化 成 零 理想 {0}. 
定理 1 ”对 任 一 zEB, lima" |" 存在 且 


lim|z"]'/* = sup 1z(J) |, (1) 
n-o JE iJ} 
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证 明 令 a=sup [e(J) |, MARE Lo" |Z la") |= 12) |", RIVA a'l Ea", BALA Lim | a” 
7" 主 a， 因 此 我 们 必须 证 明 Tim Ja" | "Sa 


设 18|>>a， 则 对 任 一 JEJEH oJ) —B £0, 亦 即 (x 一 Be) EJ， 因 而 逆 (Be 一 2) 存在 . 
Tp =A, MAREJA] <a WUE e—a) '=A(e—Aw) | 存在， 此 外 ， 如 第 八 章 $2 中 定理 2 
中 一 样 ,我们 知 对 141<a 5 4(e 一 42) l 关于 4 解析 ， 因 而 有 Taylor RA 

4(e 一 47) =A le + Aa, + Mayo FA tat), 


RA v= a" BY h Neumann 级 数 (6 一 47) = D "e" 得 到 ,后面 的 展 式 对 |]4z1<1 是 成 立 的 . 根 
n=0 


据 上 面 的 Taylor 级 数 的 收 敏 性 , 我 们 知 
lim|Ata"|=0 # JAJ 
FA AL <a 时 对 大 的 2 成立 | 如 = [Alo Aa] Al, 所 以 
MJA <ocfit linn fo" "S| o's OS Bim fa "Sa. 
R BinhR= () J 重合 于 由 


JECT} 


lim fa” |?/*=0 (2) 
naa 


ELH NABI xEB 的 全 体 . 
定义 2 ”一 复数 4 称 为 属于 zE 的 谱 , 如 果 逆 (z 一 14e)-:! 在 B 中 不 存在 . 
JA ARE a (i, 则 存在 极 大 理想 使 得 (? 一 1e)EJ， 反 之 , 若 (z 一 0e) 属于 极 大 理想 J, 
则 逆 不 存在 ， 因 而 我 们 得 
定理 2 xEB 的 谱 重 合 于 函数 z(J) 在 由 B 的 所 有 极 大 理想 组 成 的 空间 {J} 上 所 取 到 的 值 的 
Atk, 
Tychonov 定理 的 应 用 ”对 任 一 JEJ), BE 
JET | (J) — a; (Jo) <e G=, 2, 人》 (3) 
定义 ye 的 一 基本 邻 域 系 ， 共 中 e>0, wn 和 ;EB 为 任意 ， FAW) A, BAe 
xz(7J)，zEB, 成 为 {J} 上 的 连续 函数 ， 我 们 只 须 验 证 若 Jo 壮 J,， 则 存在 Jo 的 一 邻 域 ro Fa, 的 
一 邻 域 也, 它们 不 相交 ， 这 可 如 下 完成 ， 令 TEJ 同时 EJ, MA Tike (Jo) =0 而 0(J1) =a 二 0， 
MY Vo= JE} lr) <la] /2} #1 Vi = JELY [e)a | 过 |a|/2} 不 相交 . 
定理 3 ”如 上 拓扑 化 了 的 空间 {J) 为 一 紧 空 间 . 
证 明 对 每 一 x26EB, RAL ES z- 平 面 革 的 紧 集 
K,~= iz; lal £ lel. 
于 是 根据 Tychonov 定理 , 拓扑 积 


S=][K; 


为 一 紧 空间 ， 请 参看 第 0 音 ， 对 任 一 极 大 理想 TCU}, 我 们 指定 点 
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HECO =8 (Ja) ES. 


借助 于 上 而 的 对 应 Jo->s(Jo, {J} 一 一 对 应 于 3 的 子 集 S. 此外, {y} 的 拓扑 是 同 作为 8 的 子 集 
H S: 的 相对 拓扑 完全 一 样 的 ， 因 和 而, 车 我 们 能 证 明 S 是 紧 空间 S 的 一 个 闭 子 集 , MER 
{J 是 紧 的 . 

为 了 证 明 S 是 闭 集 , 我 们 考察 集合 S 在 8 中 的 聚 点 o= Maes. 我 们 将 证 明 映 射 >A 


是 代数 BB 到 复数 域 (K) 中 的 一 个 同 胚 ， 于 是 , th B/Jo 与 (K) 的 同 构 可 知 , Jo= i A, =O} MA B 


的 一 个 极 大 理想 且 (z 一 和.e)EJo， 亦 即 eo) =A. 这 就 证 明了 点 o= Mas e) 属 
TEB TEB 
FS. 
因此 我 们 必须 证 明 


Asty = Ar tAn Aar =OAz, Aay=Aady, A=1. 
例如 我 们 来 证 明 ;y= Atay. BF o= 和 入 是 8, 的 一 聚 点 , HOH e>, AERA 


TEB 
AAS 使 得 
|A,—a(J)|<e, |Ay—y(J)|<e, [Arey —(at+y) J) | <e. 

ARTE (at y) (J) =a) 十 y(J) 及 e>0 WERE, BA Ary = AtA AR, 

至 此 我 们 能 把 关于 赋 范 环 五 的 Gelfand 表示 的 基本 事实 叙述 成 下 面 的 形式 : 

定理 4 复数 域 上 的 赋 范 环 五 可 同 态 地 表示 成 定义 在 互 的 所 有 极 大 理想 J 的 紧 空 间 {J} 上 
的 函数 z(J) A. BRR RPE REDE) 上 人 恒 为 零 的 函数 所 表示 的 元 所 组 成 ， 表 示 
aa (J) Al AIC RE BCR. 

{第 0 章 的 )Stone-Weierstrass 定理 的 应 用 ”上面 得 到 的 函数 环 是 在 具有 一 致 收敛 拓扑 的 
{J} 上 的 所 有 复 值 连续 函数 空间 中 稠密 的 , 只 要 环 B 在 下 述 意义 下 是 对 称 的 (或 对 合 的 ): 


对 任 一 xEB, 存在 zsEB 使 得 在 {J 上 2* (J) = 元 了 7 (4) 


Gelfand 表示 的 例子 


fl 设 B=CCS)， 基 中 仿 为 一 紧 拓 捉 空 间 ， 又 J 为 C(5) 的 一 极 大 理想 ， 则 存在 一 点 
SES 使 得 对 所 有 CS 均 有 2z(so =0. 否则 , 对 任 一 SCS, 存在 一 x。&Jo 使 得 xX。(s。) 才 0。 由 于 
ze(3S) 是 连续 图 数 , 故 存 在 Sa 的 一 邻 域 了。 使 得 在 VV。 中 x。(s) 考 0， 因 6 为 紧 ， 故 存在 有 限 组 , 例 


如 Vap Vas very Vans 使 得 U Va=8. 因而 函数 
f=1 


a(s) =D x, (8)£ (89) ET 


在 整个 8 上 不 为 零 ,于 是 XE HD oa Cs) =a Cs) t, 存在 ,这 与 理想 万 的 级 天 性 外 违背 . Al 
此 我 们 得 知 Jo 包含 在 极 大 理想 y = {cE B; a (so) =0 h, BUR Jo 的 极 大 性 , 必 有 J=, xE 
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一 来 我 们 即 知 B 的 极 大 理想 J 的 空间 {J} 是 一 一 对 应 于 访 的 点 S. 
例 2 YEBALOSs<1 上 的 能 表 成 绝对 收敛 的 Fourier 级 数 
Xx(s) = < N i Ss |c < 


有 一 一 co n=—% 


的 晴 数 x(s) 的 金 体 ，B 按 运算 (x 十 四 (8) =x(8) -Fy(s)，(wy) (s) =a(s)y(s) AER lel = 之 
1c;| 为 一 赋 范 环 ， 设 .7o 为 B 的 一 极 大 理想 令 etcen Wre, Ame (yo) | 至 
Ja, $=1, a (D =la (D 三 1z7 二 =1 即 知 |xwi(Jo)1=1. 于 是 存在 一 点 so, 0S8 所 1, 使 得 
a, (Jo) =e. Abb a, =e at Ew, (So) = e278", HL oy) = >) ee mgs), X 


样 一 来 , 我 们 即 知 对 B 的 任 一 极 大 理想 , 存在 一 点 s, OS 80 S1, 使 得 对 一 切 EB, [A] aa) 
是 由 zx(Jo) 一 z(so) 所 给 出 ， 同 样 明显 的 是 映射 +->x(so) 给 出 了 代数 B 到 复数 域 中 的 一 个 同 态 
所 以 我 们 即 知 吾 的 极 大 理想 空间 重合 于 {e” 3; OSsS1}, 


系 (N. Wiener 定理 ) 如 果 一 绝对 收敛 的 Fourier 级 数 (s) = D ce? 在 [0，1] 上 不 


为 零 , 则 函数 1/z(s) 也 可 表 成 绝对 收敛 的 Fourier 级 数 ， 因 为 , x 不 属于 上 面 的 例 2 PRGA 
任 一 极 大 理想 . 
例 3 取 B,=C(0, 1], 并 对 x, yCB, 定义 
(@+y)(s) =a(s) +y(s), (ax) (s) =aa{s), 

(ay) (8)=) .zs 一 DO 又 fal = sup le(s) l. 
B, 为 一 无 单位 元 的 再 交换 B- [ECB 按 法 则 ez=ze=2z |e] =1, 形式 地 加 一 单位 元 e MBA B= 
{2=Ae+ a; EB HRA 

(ieda) + (Are Fare) = (A tA e+ (a +a), alete) 

=ahe +ax, (Aje+a,) (Age +a) =A Age + At + Aga, 十 ia 

MiAe+a2l = |Al+ læ] 
成 为 一 赋 范 环 ， 根 据 归 纳 法 ， 我 们 有 

[es) (SMPs, 10%s) [EMS, +, |a"(s) SM" 


n=l 
5 Dr 
其 中 M4 = sup le(s) |= lzl. 因此 由 于 lim C)! = co 这 一 事实 ,每 一 +EB, 是 B fa 
ATC, 


§ 3， 有 界 正规 算 子 的 谱 分 解 
i X A— Hilbert 空间 , 又 设 一 组 ELA, MAR EMAT MEARE: 
TSCM 导致 TSST (可 交换 性 )， a) 
TEM 导致 T*EM,， (2) 
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由 (一 个 ) 有 界 正规 算 子 TEL(X, 六 ) 及 其 伴随 算 子 T 组 成 的 系统 (组 ) 确 实 适合 (1) 和 (2). 

设 M 为 与 每 一 TEM 可 交换 的 SL(X, 了) 的 算 子 的 全 体 , 并 设 B=M"=(M')' 为 与 每 一 个 
算 子 SEM 可 交换 的 EL(X, X) 的 算 子 的 全 体 . 

命题 1 B 的 每 一 元 是 正规 算 子 . BRATH, 算 子 积 . 单位 元 了 ( 恒 等 算 子 ) 和 算 子 范 数 |7| 
成 为 复数 域 上 的 一 赋 范 环 . 

证 明 URC UCM’, MDM", Aig M" = (于 2M", MA B=M" 是 可 交换 环 . 
恒 等 算 子 了 属于 B 并 且 是 这 个 代数 的 昔 位 元 ， 根 据 (2), 易 知 EB 的 每 一 算 子 是 正规 的 。 由 于 
在 代数 已 中 乘法 TS 及 伴随 的 形成 了 >T* 关于 算 子 范 数 是 连续 的 ， 故 易 知 环 B 关 于 算 子 范 数 是 
完备 的 ， 

定理 1 借助 于 Gelfand 表示 


BST>T WW), (3) 
op Bla ee TEB ARRA J 的 紧 空间 47》 bar RES A Beis RO a), P 


IT] = sup |T) |; (4) 
当 且 仅 当 也 为 自 伴 时 ,人 T(J) 为 {J} 上 的 实 值 函 数 ; (5) 


w BIH TA KEELER, 亦 即 对 一 急 Ex, (Ta, 7X) 三 0 时 ,在 {J} 上 J(7) 宇 0. (6) 
证 明 我 们 首先 指明 , IEA R ERAT T, 
[T°] = {TIP (7) 
H THESE m H= =T 为 自 伴 ， 因 而 根据 第 七 章 8$3 中 定理 3 有 
7h:=sup (Px, Px) =sup |(P*Te, 2) | =| H| = |T*P] =| TT". 


WF 《22 一 (72)*， 故 于 和 有 一 样 是 正规 的 。， 因 此 ， 如 上 得 12 全 = 和 122*222， 根 据 可 交换 性 
TT*=P*T, CXF |T| = |H]. AW 为 自 伴 , 再 次 由 第 七 章 8$3 之 定理 3 得 
lH? = sup (Ha, Ha) = sup | (H?a, x) | = | H°}. 


DEA (TP? = | He = AP = Py? abn | = TP. 

HORIETA IT] = lim [T BAR 22s Sek a R PR ETE CL HE S2 之 式 (3)). 
因而 , ABB TS hy ae HE 4, 表示 (3) 是 同 构 的 且 (4) 为 真 ， 

(5) 的 证 明 设 自 化 的 TEB RR SoC) WETU) =atib, Hee b0. MA ERT 
S= (T— al) /bEBI +8?) (Jo) =1+ i =0, He +8?) 76 B pac, 但 是 ,根据 第 七 意 83 之 
定型 2 ASH A Bit, Ak, £E TEB 是 自 伴 的 ,人 T(J) 必 为 实 值 ， 设 FEB 不 是 自 伴 
的 , 并 令 l 


T41-T* .T_T* 
an Ta 


则 由 于 右 端 的 第 一 项 是 自 伴 的 , 政 自 伴 算 子 (一 T*) /2i 20. FEAR RDA 必 
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T= 


T! (So) 不 是 实 的 ， 因 为 


存在 一 Juc {了} 使 得 


如 前 所 证 , 自 伴 算 子 被 表示 成 实 尔 数 . 
(6) 的 证 明 我 们 首先 指明 


-T a) #0. 因而 (79 = + 这 


EETU) =T). (8) 
FW ETE CPD") /2 和 (T 一 T+) /2i 被 表示 成 实 函 数 ， 故 这 是 显然 的 ， 所 以 ， 由 (4) 和 前 节 
fe, RBG (J) 上 满足 (5) 和 (8) 的 所 有 连续 复 值 函数 的 环 ， 设 在 整个 U) 上 均 有 
T(J)ZOMS DHT)? 为 {J} 上 的 连续 函数 ， 因 而 由 表示 (3) 的 同 构 性 ， 得 87==T， 根 据 
(5) 我 们 及 =B*， 央 而 (Tw, 2) = (Sa, 2) = (Sa, Sz) 20. RY, Ww TUE Ath (Cx, 2) BOG 
-E ED) ERT O) ZO ERAMI) E), 我 们 规定 (7) = max (TW), OR MS) =T) 
TO). MARRI LEEI, 知 7 fo 7, 4) CB, BA RAIN: 对 一 切 ExXe, 2) 0 
(j=1, 2)， 此 外 我 们 有 了 TT 二 0 及 人 T=T, 一 TT， 此 前 一 等 式 系 由 人 T1(J) 人 Ts(J) =0 所 保证 . 

所 以 ， 我 们 有 Re on 

0< (TT x, Tx) = (—The, Tye) = — (Tæ, 2) = — (PsP ys, Trt) 0. 
因此 (gz， 2) =0, 故 根据 第 七 章 $3 的 定理 3 必 有 T= 0. Am ey [Pa] = lim 7, 即 得 = 


这 样 我 们 便 证 明了 T= Py, Alii Ze (J} ET (J). 20. 
因此 当世 为 自 伴 且 正 时 , 我 们 将 记 成 卫 兰 0， 当 (8 一 -P =0 时 我 们 还 记 作 SET. 
定理 2 jn SEB 为 自 伴 算 子 的 一 个 序列 ， 它 满足 | 
OST ET ‘Shs “SSB. (9) 
则 对 任意 CX 8- lim Tux 一 Tx 存在 , 亦 即 s- lim T, =T Hte B. TEB, SZTZT, (n= 1, 2 ,， “). 


证 明 首先 我 们 注意 , 根据 (6)， 
l E, FEB HE Z0, F=0 $% E+ r0 同时 EPE.. (10) 
因此 OSTiSTiS STS SS’. FH, 对 任意 Ex, 有限 极 限 lim (Tia, 人 存在 ， 因 为 由 (6) 
有 Tie ZT iT n=l, 故我 们 又 有 
lim (T? 0, 2) = lim PasiP at, æ) = lim Se x, z). 
PEEL, Vim (Co)sz， 四 = lim | Tuz 一 musl:=0 使 得 s- lim Tw 一 Tw 存在， 至 于 TEB 及 
S2T2=7, 由 证 朋 壕 程 耐 自明. : 
定理 3 设 实 值 商 数 序列 {T(J)} 适 合 条 件 . 
ED EOST (NSTI SST NS Sa (有 限 常 数 )， (11) 
其 中 了 TD,EB， 则 由 (6) 和 定理 2, s- lim T,=T 存在 . 在 这 种 情况 下 ， 我 们 能 证 明 o 
D={JE{)]; TUO) + lim Ta} 
是 第 一 纲 集 , Be D = {JDE RAR. 
证 明 根据 定理 2， TET. ELT} EP) = lim T(J). 由 第 0 $2 之 Baire. 定 理 , AB 
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lim Yu(J) 的 不 连续 点 的 集合 是 第 一 纲 集 , 因此 ， 车 集合 万 不 是 第 一 纲 的 , 则 至 少 存在 一 点 JoED， 
在 此 点 lim T(J) ERI, BAZ, 存在 一 正 数 6 和 (7) 的 一 个 开 集 了 (Jo)37。 使 得 
PCD 研 5+ lim Ta) REJIET. 


APEASA EER, 又 由 于 在 {J} 上 TT ODE lim Pa (J)， 故 根据 Uryson 定理 我 们 可 以 构 
造 一 开 集 J). RRt W ECAY) 使 得 在 {J} £0=W (J) E0, V(J0) SV >), 
E V (JY EWJ) ==6/2 同 时 在 VJ0) EW VJ) =0. Ate} ETC) — W (DlimT, (J), 故 


HOR T—W ET, (n=1, 2,…). 根据 同 构 (3), 由 WJ) 0 SE WHO, WE. AIR 
据 (6) 知 T—W=s-limT,, 这 与 T 了 二 s-limT。 矛 盾 . 


景 后 , 因为 (J) 是 一 紧 空 间 , KEAR DHIR D = -D BE) HR. 

现在 我 们 能 证 明 (K. Yosida[12]) 

算 子 EB 的 谱 分 解 或 谱 表 示 . 

考察 {J} 上 这 样 一 种 复 值 有 界 函 数 T (J) 的 全 体 的 集合 CV), 这 种 T' (J) 与 某 连 续 国 数 
T(J) 仅 只 在 一 个 第 一 纲 集 上 有 所 不 局， 我 们 把 C' (四) 中 的 二 个 函数 视 为 相同 的 ， 如 果 这 二 个 函 
数 仅 只 在 一 个 第 一 纲 集 上 不 相同 ， 于 是 C' (JD) 便 被 分 成 各 种 类 .因为 第 一 纲 集 的 补 集 在 紧 空 间 
{J} hp RAS, 故 每 一 类 T' 恰好 包含 一 个 连续 函数 T(J), 它 通 过 同 构 B< 一 >C((7)) 与 一 个 元 TEB 

对 任 一 ZEB 及 任 一 复数 z 二 4 十 iy， 我 们 令 及 ,=EB 的 这 样 一 个 元 ， 它 对 应 着 包含 集合 

{JEL}; ReT(J) <A, ImT J) 二 4}) 的 特征 函数 EJ) 的 这 个 类 到 、 易 知 存 在 复 变量 的 连续 函 
数 的 一 个 单调 增 序列 ,使得 如) = lim fa), th BECO). FARIA 


TI) — DL Ast ipi) (Erein TD HE inp) — Bay ating) 


j=2 


<e 在 (四 上 ,如果 


— Eh riaja) 


é 


= — — — Tee < = = 
Ay a SESS SA, =m sup|ReP (J) |, 


m=- b- FFE hS m= A =sup|ImPI)I, 
(sup Ay— 45-1)? +sup (u= ps1) Se 
因此 ,根据 OEL EERME 。 | 
IPO) -Fst ind Eain D HBa an O) 
-Ea rn (J) -Eria SE 


这 是 因为 第 一 纲 集 的 补 集 是 在 紧 空间 {y) 中 稠密 的 ， 所 以 由 (4) 我 们 有 
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: 
T 一 他， (人 十 让 (Bi 十 本 srt ~Pa arin Ea jtir) Se, 
j=3 


我 们 将 此 记 成 
7=||zap,, (12) 
它 称 为 正规 算 子 了 的 谱 分 解 


$ 4， 西 算 子 的 谱 分 解 
WRT EBA CB, 则 根据 
PDTT) =, (1) 
我 们 知 函 数 了 (J) 在 {J} 上 所 取 的 值 是 绝对 值 为 1 的 复数 ， 从 这 个 事实 出 发 , 我 们 能 简化 了 的 谱 
sy ie (ade. | 
集合 {JE{J);arg (T(J))E(0，9)}，0<90<2x， 的 特征 函数 EORTC), B+ 
EJ) =0, Br, (J) =1, 我 们 有 


ITO) Seis (EJ) E, (0)) Smax] ee] 
J 


S (0=6)<0 << m2r). 
设 画 (J) 为 (7} 上 连续 函数 ， 它 与 函 (J) 仅 只 在 一 个 第 一 纲 集 上 有 所 差异 ， 并 设 了 为 EB 的 算 
子 ,此 算 子 按 同 构 表示 BIT OT) HF E (I). 则 如 前 节 所 示 
| P- Ye Ea En) |Smax|els— ei]. 
由 于 e= 这 一 事实 , 我 们 记 上 述 关系 为 
=|" “dF (0) 其 中 
F(@)=Eyi9—-Exn 当 0<0<2a, F(0) =0, F(2x) =I. (2) 
XE Enyo h 44 一 s- lim Bet 定义 ,这 个 极限 的 存在 性 将 在 下 面 证 明 ， 
定理 1 WT PCO), 020227, 的 组 满足 条 件 ; 
每 一 也 (0) 为 一 投影 算 子 , 它 与 所 有 与 人 可 交换 的 有 界线 性 算 子 可 交换 ， (3) 


F(O)F(0)=F (min (6, 0 ))， (4) 
F(0) =0, F(2x) =I. (5) 
F(6+0) =F (0), 0&£0<27, 在 下 述 意 义 下 成 立 : 
对 任意 xEX 有 lim (0)z==F(0)z. (6) 
证 明 只 须 证 明 E, 0 三 0 夺 2r, 满足 下 述 条 件 就 行 了 ; | 
每 一 如, 为 一 EB 的 投影 算 子 ， (3') 
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E, Be =P ninne (4 ) 
Bo=0, E =I, : (5 ) 
如 w=s- lim Buz 对 任意 zEX 及 OSO<20 RY. 6 
RITE Er N= DRE, (J) ?= 如 (J). 因而 根据 前 节 的 结果 , 即 得 E, = H ESE, 
RTE TG"). M E, DE, I) =E hino e DHR, (4 ) 可 类 似 得 证 ， 又 (5 ) 亦 可 相仿 证 明 . 
KKE O10 WE, OEE, (OZELV), RARER BER, s~ lim By, =E 存在 且 在 {7} 上 
可 能 除去 一 个 第 一 纲 集 外 , Abiti BCI) =E, (= lim EY. J). Ak E=E,. 
例 1 设 线性 算 子 人 由 
. Ty(s) =e'y(s), eh y(s) CL? (—o0, œ) 
定义 PRN, 当 Wne<sS2(nt+1) a RATE 
F(@)y(s) =y(s) 对 sSO+ Qnazs2(n+1)a, 
F(6)y(s) =0 对 O+2na<s. 


易 知 r={" ei" dF (0). 
2 设 线 性 算 子 了 T 由 
Tyx(t)=2(t+1) 在 严 (一 co, 00) Fh 
定义 了 TDi 是 西 的 .根据 Fouvrier 变换 
| y(s) =Ux(t) =li.m. (an) f" e7**'x(t dé, 
RIU +1) =e'Ur(t)=e'*y(s), Abb . 
T(t) =a +1) =U-1e'*y(s) =U- Py (s) =U- TUz( t), 
亦 即 T, =UTU. MARIA 
n= e`'dF, (0), Hr F,(0) =U~'F (0)U. 
谱 分 解 的 哈 一 性 WF P= TR TOD) =T*(J) =T, 我 们 易 知 
. Qn ;0 ' g ` : 
T :=| e-i'dF (0). o 0 


& max|e's—e's—| <e。 则 由 


T= e" E0) —F(0;-)) +6, lôl<e, 
我 们 根据 (4) 即 得 
T= Dies (F (0)) 一 了 (0;-1)) +6, 其 中 
IISIP- 


SCUT|+e)et+e([7] +e) +e 
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因而 A e= f edF (0), 更 一 般 地 成 立 

=|" emap(0) (w=0, £1, +2, =). (8) 
所 以 如 果 存在 另 一 个 满足 (3) 至 (6) 的 谱 分 解 卫 = |，evaF,(0)， 则 对 任意 一 个 e" M e” 的 多 项 
RPO EA [| POUF Or, y)—F,@O)2,y))=0 (ryEX). 
因此 , 根据 连续 性 , 上 趟 对 具有 PO = z(27) 的 任 一 ss B pO) MRL, A 0<Op<B,<2m, 并 取 


=] XH b+ S056, 


= 线性 对 bb 三 % 十 寺 及 0 三 9 三 0, 十 工 
RIAA >o, 根据 (6) 我 们 得 | 
lim |” POALE Oz, 9) ~ FO), I= LP Or, y) — OP, (BDz, 9) 18 =0, 
上 式 对 所 有 z, yEX 成 立 . 因而 , 令 bo | 0 并 利用 条 件 (5) 和 (6), RINA FO) =F, (0). 所 以 对 
一 个 西 算 子 的 谱 分 解 是 叭 一 确定 的 


.单位 分 解 


定义 1 Hilbert 空间 XX 中 的 一 族 投影 ( 算 子 )B8(24), 一 co 二 4<00， 称 为 ( 实 的 ) 单 位 分 解 9， 
如 果 它 适 合 条 件 : 


E(A)E (4) =B(min(A, p)), i (1) 
E(—o)=0,8(+o)=1, 其 中 (一 co)z=s- lim B(A) 

又 B(+o0)z= s- lim E(NY, (2) 

B40) =E), 其 中 BA+0)2=s- lim Bue. (3) 


命题 1 对 任意 3,yEX, RRE Aa, 四 作为 4 的 函数 而 言 是 有 界 变 差 函 数 . | 
证 明 RA <A <i <A. 则 根据 (1) E(@, B)=E(8)--E(@) 是 一 投影 . 因此 由 Schwarz 不 
等 式 , 我 们 有 


之 1CB( Mo 及 |= > (E (A-1, Ayla, BO, 4519) | 
SDE sn Adel AE Asn ADU 
< Ael) (ZE s Ad)" 


外 ”此 处 单位 分 解 (resolution of identity) G38 — R § 1 的 单位 分 解 (partition of unity) 含 义 不 同 一 - 译 者 注 , 
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= (UE (Ar, An Jep (LEG, andy) ES yl 


因为 根据 由 (1) 导 致 的 正 交 性 i 
E(A;-14;] E (Ai-1A:]=0 GEI), (4) 
对 m>n 我们 有 
le] =E (An, Aale = SE, Aini ef. (5) 


系 HER A, —co<A<co, WF EU+0)=e- lim EAs M EA-0)=s- lim EC) 均 
存在 . 
TER 从 (5) 知 , MRA fA 
lim [Z (4; A Jel?=0, 


对 于 加 4 的 情况 同样 为 真 . 
命题 2 RJA, co) 上 的 复 值 连续 函数 , 又 XEX， 则 对 一 co<s< 一 oo 我 们 能 
定义 | 
[fanaa 
作为 Riemann 和 
Df AEs, Aji Je, 其 中 GHA, <A, <A, = B, AEA, Ajai] 

当 max|4;+1 一 4;| 趋 于 零 时 的 s- lim. 

证 明 f(A RR Le, 6] 上 是 一 致 连续 的 ， 设 |f( 力 一 J(X) | 三 s, RBA Si RN 
考察 [a, 8] 的 两 个 分 割 : 

a= A, <À = p, max | hj Al 6, 
* Bie < ptm = B, max|i+1— p| Sd, 
并 设 
@=p L< =p, pSm+n 

为 这 两 个 分 割 的 选 加 ， 则 若 eC Cus, wee], 我 们 有 


FAB Aile- Daf UDE ey parle 
= De Eo, Varia, iit | e,| S2e, 
故 如 (5) 所 示 , 上 式 左 端的 范 数 平方 是 
Se |Z Eo. »...]¢| = eE, PePe 


系 “我 们 可 以 把 | FOIA 定义 为 8- lim | .fCDaB(1)z 当 此 极限 存在 时 ， 
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定理 1 对 给 定 的 IEX, 下 面 的 三 个 条 件 是 相互 等 价 的 ; 


[DEM 存在 ， (6) 
F IFO [al Wa 0 
FD=| fds, 力 定 义 了 一 个 有 界线 性 泛 函 ， (8) 


证 明 ”我们 将 证 明 昔 涵 关 系 (6)->(8)->(7)-> (6). 

(6)>(8). 9 与 | FOE Ae 的 近似 Riemann 和 的 数 积 是 ! 的 有 界线 性 泛 函 ， 因 而 , 根 
Hy, 刀 (z) = (Ey, 2) 和 共鸣 定理 , 我 们 得 (8)， 

(8)->(7), 我 们 把 算 子 轧 (xb] 作 用 到 ?= | FOE Aa 的 近似 Riemann 和 上 ， 于 是 根据 
(1), RATE y= HG, 8]y， 因 此 再 次 根据 (1)， 


TO=) FaeaOzn= tim | FOE) 


= lim | Faye, BC, Bly) 


a' 4-0, 8! fe 


= lim 人 Fe pp)ng 


二 一 有 to 


-| FOE Ar =l 


fa 


因而 1y[? 和 IP.4yl, 亦 即 1y[ 夺 IP[. 另 一 方面 ， 通 过 用 Riemann WEE y=| FAR Ae, R 
们 由 (1) 即 得 
pp 2 e 
lal? =|[ Fws | =f iro raras, 


af EO PAEDR. AEEA «| 一 co, Bt oo, 我 们 即 知 (7) 为 真 . 
(7)->(6). 对 <a<pB<B', 由 以 上 论证 我 人 有。 
[7 foana- ffaw | 
OI C EOI OE 
因而 (7) 导 致 (6》. | i 
定理 2 设 了 (7) 为 实 值 连续 函数 ， 则 通过 
(Ha, 9) =| FOIE, 9), 其 中 o 
- (9) 
zED- 他 | IFO Hal Bel <0}, X yE 为 任意 
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确定 了 一 个 具有 DU) =D 的 自 伴 算 子 H, HEA HEC) SEQ)A, REA EAH 的 一 


个 扩张 ， 
WEAR 对 任 一 y€X RiL—e>0, FE aM PIA —wo<a<B<oo BERE, pll 


<e. esh, RITR 
| 1f@) PEDE a, p= [IED PEA. 
HIT E (a, 6]yED, ikh (DE D'=X. R 
JOR OUROL COTA 
H EIERN, WR yEDCH*) E. H*y—y*, WRI BG, PEDRON 7 
(2, E (a, Bly") = BG, Be, H*y) = (HE (a, Ble, = | FO AB 9). 
因此 ， 根 据 共鸣 定理 E 
lim (2, Bo, Bly) =|" FO AaB CD, y) =P (2) 
为 一 有 界线 性 泛 函 ， 因 而 根据 前 面 的 定理 
| 1FA) [212 A) yf? <co, DREN yED. 

BALL D=DU) DDH"). FH RARE, 我 们 有 HGH AAA Pe, ON EH, 

BG, CCDD. MEE E) 作用 到 Hs=| fOe 的 近似 Riemann 和 上 ,我 
们 由 (1) 即 得 | | 
| | Bu) Ha=(" faa EWEA®) 

=f FOEDE) = HB we. 
系 1 在 f(4) =A 的 特殊 情况 下 , 我 们 有 
(Hz, =| HB Ds, 9), 3 EDA), yeEX. | (10) 
我 们 用 符号 记 它 为 
H=| Ade), 

并 称 它 为 自 伴 算 子 互 的 谱 分 解 或 谱 表 示 . 

R2 对 由 (9) 给 定 的 吾 = | fae, RIE 


[Hef GPaelBOD)zP AE EDH). < ay 
特别 地 若 百 为 有 界 自 伴 算 子 ， 骨 
(He, =| FAM), y) 对 mgEE (n=0,1,2,..), (12) 
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证 明 AAI EDUN BUA) He = HEA e, 故 根据 (1) 我 们 有 
(Ha, He) =| faa @ Aa, He) = |f WAHE Aa, 2) 


= [fa 让 (oa ECE (Da D 


=|fWa, f FOE, a) =(fardle@el? 


系 的 后 一 部 分 可 相仿 证 明 . 
A BARET 
Ha(t)=ta(t) E co, co) 中 
Bom =|" 248 (A), 其 中 


 E(A)r(t)=2(t) x tSA, (13) 
= 0 对 eA. aa 
因为 


| ELONI = Praf x(t) | ar- | 4 jC) pdi =[Hzl’, 


| ad (BAD, y) =| aaf ONP! =f t -a(t Jdt = (Ha, y). 


$6. CELETTE os 


定理 1 Hilbert 空间 了 中 的 自 伴 算 子 及 具有 了 唯一 确定 的 谱 分 解 . 
证 明 自 伴 算 子 五 的 Cayley BRU sUr Hi DH in RRT ( 见 第 七 章 8 4). 
UU =| edP O DU EDR MRA o 
F(2x—0) =s- lim F (22 — 0) =F(2n) =I. 
因为 否则 ， 投影 (2x) 一 Pt2x 一 0) 就 不 人 STRAT, 因此 存在 一 元 yE 使 得 : 
(F (22)—FQa—0))y=y. 
Amie FOFO) =F min, 0°) ) Fi : 
Uy=(|" evar (0) (F (2x) -F (2a -0))y 
= (F (2n) —F (2p —0))y= y. . 
Bt G, 2) = (Uy, Uz2) = (9, Uz), Klg, 2-Uz) = 0 对 一 切 zEX wear NEUE RE 
Cayley 变换 , 我 们 知道 -网 第 七 章 $ 4) (AR RI-O)AX 中 稠密 ， 因 而 必 有 Y=0， 这 是 一 个 
FJA. 
因此 车 我 们 令 - 
A=—cot@, E(A)=F(6), ~~ 
则 0<O<22 与 —00<A<oo 成 为 拓扑 对 应 的 , DAT BCA) RENE FO) 的 一 个 单位 分 解 我 们 来 
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证 明 自 伴 算 子 ， 
=| AECA) 
是 与 互相 同 的 . AT H =i U+) AU, 故我 们 只 4 须 证 明 
(H' (y—Uy), 2) =(Ci(yt+Uy), 2) 对 一 切 m yeX. 
但 由 于 D(H')°=X, 故我 们 可 限制 > 于 定义 域 D(H' ) 中 . TE RRF O). -F(6') =F (min(6, 6")) 
有 


(y—Uy, F @)2) =|" (1—e!’) dy (F(6")y, F (0) x) 


I 
人 
o N 


" el") dy (F (OF (8')y, 2) 


y 


=f d-e")dFO')y,2). 
因而 
(y—Uy, H's)=| Ad(y—Uy, Ea) 
= | 一 cot 6d i (1—e')d(F(0')y, 2)! 
=|" ise dr @s, DGD 
E! (Ay) #E (Ao). 则 通过 令 
A=—cot 0, E' (A). =F’ (0), 


我 们 有 FY (0) EF (00), 3 A= 一 cot Oo. 利用 与 上 面相 似 的 运算 ， 我 们 能 证 明 | AaB" CA) 的 
Cayley 变 换 等 于 | ear (0)， 因 而 西 算 子 可 具有 二 个 不 同 的 庶 表 示 =|" eap (0) 和 U= 


| e”dF' (0)， 此 与 我 们 在 第 十 一 章 $ 4 中 已 经 证 明 的 结果 相 矛 盾 ， 


因此 我 们 已 证 明了 ( 见 第 七 章 $3 和 8$4) 属 于 工 von Neumann[1] 的 基本 结 

定理 2 MAT HARK A. 闭 对 称 算 子 五 具有 唯一 二 的 汪汪 人 
WEE, 五 为 自 伴 当 且 仅 当 它 的 Cayley 变换 是 酉 的 . s 

注 在 应 用 中 , 有 时 出 现 五 不 是 自 伴 , 然而 五 * 却 是 自 伴 的 情况 ， 在 这 种 时 候 , H 称 为 本 质 
自 伴 的 ， 在 这 方面 , 请 参看 讨论 量子 力学 中 的 Schrödinger BF fy T., Kato[7].. 

HERF HRA HRB H ELA: 


H(t) = Salt) 在 2(- ren p, 
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a(4)=U+y(s) =1.i. m. (2x) -2 人 om 


定义 的 Fourier WRU EAH, H Ue) =U*e(t) =Ue(—t). 因而 , 以 至 ( 久 ) 记 由 第 十 一 章 55 
中 之 (13) 给 出 的 单位 分 解 ， 我 们 便 得 到 一 个 单位 分 解 (B A}, E A SUB WU. & yle) 和 
8y(8) 均 属于 L (o, ne co, oo), 则 


T Be =F Elf ettty(s) ds) 


= (mc 人 e'"*sy(s)ds=U(sy(s)) =UsU“'2(#), 
或 用 符号 记 为 | | 
1d _， 


因而 对 自 伴 算 子 Ws =| MEORE 
OVO = sye) Hy), 只 要 y(s), 
sy(s) ORF Lo, 0) ML'(—o, co)， 
对 任 一 y(s)ED(H)=D(s.), 令 
yn(8) =y (8) R=0 MH | si <n Msn mE, 
此 时 yn (8), 89, (8) ze RF L?(— 00, 00) 1) L'(—00, co), 此 外 还 有 s- lim y,=y, 8- lim Hyn 


=Hy AKAT ERAS UCHU F H REA, RUCHU) ya =H yn 我 们 有 

CC'H U)y=Hy RE ycD(H), 
WAU CHU 是 自 伴 算 子 HAAA ENIK. 因而 通过 取 伴随 ， 我 们 知 H*= 五 也 是 (UV- HU)” 
=U H U 的 一 个 扩张 , HUA U=H, & 


H =U =| dd UE AU") 二 ja (A). 


$7. SS LAE. Friedrichs 定理 
在 下 面 定 义 的 实 算 子 和 半 有 界 算 子 均 有 自 伴 扩张 ， 因 此 我 们 能 对 这 些 扩张 使 用 von Neu- 


mann 定理 , 得 知 它们 具有 谱 分 解 “” 

定义 1 X= L(S,B,m), LH HELEX A, HHUA X ARIF, Bide (s)eD UH) 
PRACEDH), ii) HDR TR SM, ML BRR. 

例 设 f(s) 为 (一 oo, o) SAE, Ht XL (o, 00), RA je) 的 乘法 算 子 
为 一 实 算 子 . 

定理 1 (J. von Neumannf1]) HF ABA AEII, 

证 明 LU =U, HH Cayley BM, FDU) {(H+ ia xDD} RW) =H 
iDa EDUN BORE SAA SS TN, ARITA 7 
U1=U 在 DD) 内 ， 
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Di( 之 ooga) = 之 .oj HEH (pa) I Hilbert 


空间 DU) 的 一 完全 标准 正 交 系 ， 
TREU OH HU M Ul, 是 品 的 西 扩张 ， 所 以 五 的 自 伴 扩 张 瓦 , 存在 ， 且 使 得 0U, 一 Vs,( 见 第 七 
章 § 4). 
定义 2 对称 算 - PHRA EA KB 或 下 半 有 界 ) 如 采 在 在 一 个 实 的 常数 & 使 得 . 
(Ha, x) a! nl? (GR He, x) Sajal? ) 对 一 切 eeD(A). 
An SY) EDN, E Us, 2) 20, TERE. 

例 设 g(s) 在 (一 22, co) 内 为 非 负 旦 连续 ， 考 察 由 
人 (Ha) (s) = —2"'(s) +¢(s)a(s) 
ae Ly Se ey Co a(s) 定义 的 算 子 A. WEL REUIE, HÆ Hilbert 空间 
L?(—oo, co) 中 的 正 算 子 . 

定理 2 (K. Friedrichs(3]) 半 有 界 算 子 互 具有 自 伴 扩张 ， 

证 明 ( 属 子 H. Freudenthal[ 1]) AH Ay LA FH, il — Aka EH Han EP 
eA AEE M Wyo Hs aT BE AR fe E ED RY (Hi, a)=fol* BLA, Hi 
FARAH, 我 们 可 以 假设 对 称 算 子 A 满足 条 件 

(Ha, 2) le]? 对 一 切 xED(H). (1) 

我 们 通过 

jel’ = (Hz, £), (Œ, = (Hr, | -> (2 
T DOE) P5 A arte ea lel RIRKA BCR y 由 于 五 为 对 称 且 适合 (1)， 易 知 关 于 
jal 和 (zx, y)’, D( 吾 ) 成 为 一 pre- Hilbert 空间 ， 我 们 以 DCH)' 记 这 个 pre-Hilbert 空间 的 完备 
化 空间 . | 

我 们 来 开明 CH)' 作 为 一 个 没有 拓扑 的 抽象 集 而 言 时 ， 就 是 原来 的 Hilbert 空间 这 个 集合 
X 的 一 个 子 集 ， 证 明 : pre-Hilbert Æ E] DO) 的 一 Cauchy 序列 {2.) 满足 x, 一 zl' 宇 |z, 一 
Zn 及 lim jz 一 za| = 05 p7 而 (YX 也 是 原来 的 Hilbert 23 iA] X fy— Cauchy 序列 ， 如 果 对 D(H) 


的 一 Caucay 序列 {y,* 我 们 能 证 明 
lim [yaj 0 不 导致 im fyl =0, (3) 


则 对 应 

{En} > {Tn} (4) 
是 从 DUH) ty Cauchy 序列 至 和 中 的 Cauchy 序列 的 一 一 映射 . DUD ith (X 的 ) 两 个 Cauchy 序 
Tan}, (zn) 视 为 等 同 的 ， 如 采 lim lz, 一 2am |" 三 0( 如 果 lim | =， — ón | =0). 由 FX ESAS, 
局 此 我 们 可 以 把 它 的 Cauchy 序列 《zw 与 使 得 im |x, —2]=0 ER EX 等 同 起 来 ， 所 以 
DOD 作为 一 个 没有 拓 才 的 摧 象 集 而 言 ， 可 以 通过 对 应 (4) 而 等 同 于 的 一 个 子 集 ， 注 意 到 在 
EIV 和 三 中 的 数 积 的 连续 竹 , (3) 的 证 明 可 如 下 得 到 . lim Je, 一 za =0，lim fay! =a>0 Fp 

mme ne ' 


f 
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lim je ai= -0 导致 下 面 的 也 盾 


Roo 


c? = lim (Ea, 8m) = lim (He, Em) = lim (Hata, 0) =0. 


其 次 我 们 令 
D=D(H*) NDB)". - (5) 
由 于 DCH) CDH"), VE D(H) GDSD(H"*). 因而 我 们 能 通过 限 全 全 于 定义 天 万 = DGD E 
而 定义 五 的 一 个 扩张 A. 我 们 必须 证 明 A 是 自 伴 的 ， o 
首先 我 们 i 证 级 辫 是 对 称 的 .假定 z, yED; 则 存在 D(H) 的 两 个 序列 {zn》， 人 使 得 当 n.o 
时 jz 一 zj->0, jy 一 0 因而 根据 DCA)! 中 的 数 积 的 连续 性 ， 我 们 知 有 限 极限 lim (ay: | 


Yn)! = lim (ro Yn) = lim Cn, HY) ERE, 这 个 极限 等 于 | 本 


lim lim (Hen Yn) = lim (Han, 9) = lim a, ily =, ify), 


lim: lim (Hz, Yn) = lim (z Hy) = lim (Hz, Ym) = (Hz, y). 


因而 A 是 对 称 的 . 亦 即 Ae. 
其 钦 设 EDH), yEX. 于 是 根据 
[Cx, 9) {lzllylE zl -1al, 

Bild f(z)= (a, 四 为 pre-Hilbert 空间 D(H) 上 上 的 一 有 界线 性 泛 函 ， 因 而 根据 连续 性 ， (zy 可 延 
拓 成 Hilbert 空间 DCH)” 上 的 一 有 界线 性 泛 函 ,于 是 根据 应 用 于 Hilbert 空间 DCH)" 中 的 F 
Riesz 表示 定理 , 存在 唯一 的 y¥ED(HY》' 使 得 , 4 . 

f(z)= (æ, y) = G@,y')' = (Hay) .对 一 切 zSP(ED)，， pao 
这 就 证 明 y'ED(H*) H. H*y' =y, Ai y ED E Ñy =y 从 而 我 们 证 明了 ROD = REE 
HS 3 中 定理 1 的 系 , 互 必 自 伴 ， 


$8， 自 伴 算 子 的 谱 ，Rayieigh 原理 和 区 -yioy-Weihstein 定理 ， 谱 的 重 数 ” 
定理 1 ik H= SAE A Hilbert a Xn AT. toD, PH), C,H) 和 


RDA IA HOHE, 点 谱 , 连续 详 和 剩余 庶 , 则 (Do UL) fe : 实 办 上 的 一 个 集合 ; DACP.) 等 
价 于 条 件 召 (40) FE Ao—0), 且 对 应 于 本 征 值 0 的 互 的 本 征 空间 为 RC(B(40) 一 (4 一 0)); Gii) 
AEC D 等 价 于 条 件 BE (A) = BC FERIA 25 SAUA 如 何 , 均 有 E) HE); Gy) 
已, (H) EZS., 
证 明 ”我 们 已 经 知道 ， UF ERAT, HORRE o (五 ) 包 含 所 有 Tm (A) +0 的 复数 2 ( 见 


第 八 童 $ D. 因而 QD) 显然 根据 单位 分 解 (EC 的 定义 我 们 有 1= 加 | dB(A), Hh Al) = 


| 一 ?4gB(D, 因而 象 第 十 一 章 $ 5 中 定理 2 的 推论 2 中 所 示 , 我 们 得 
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TE AdE Arlt. zeD(H). 0) 


BARE B(—00) =0 RIEA RF A AE, 我 们 知 He= Ae 当 且 仅 当 
FO eH Cos 对 ALA E. 
E(A)a=E(Ay—0)@=0 对 4<h, 
亦 即 Hz 二 hx 当 且 仅 当 (BG40) 一 如 (46 一 0))z=z， 这 就 证 明了 (ii)， 其 次 我 们 来 证 明 (iv). 4 
AER. (H), 于 是 根据 (i)40 为 实数 .根据 条 件 R(CH 一 61)°=D((H 一 40) FX, 我 们 知 存在 一 y 决 
0, 45 RCH —A IIE, 亦 即 对 一 切 zxED( 玉 ) 均 有 (( 晶 一 N01)%;, y) = 0. Ata (He, y) = Got, y) = 
(a, Avy), # yEDCH*),H*y 二 hy. 这 表示 Hy =Acy, 亦 即 如 是 五 的 一 个 本 征 值 . 因而 我 们 已 经 得 
到 了 矛盾 AWER (H) NPH), 故 RCH) BAER, 
DAE (H), 又 设 存在 实数 A 加: Aho Àz BEC) =E). 此 时 由 (1) 有 
H-an aiala f" + aaaea 
=o(| + F d\E(A)a|? =a? [f arwar 
=a? 对 一 切 xzED( 五 )， (2) 
JEP a= min(A,—Ag, 1 一 4). 由 (2) 及 iv), 得 知 NEp( 五 ), 此 与 假设 矛盾 . wk, Be i), ii), 
得 知 iii) AR, 
注 第 十 一 章 8$ 5 中 的 例 给 出 了 一 个 全 体 实数 均 是 它 的 连续 谱 的 自 伴 算 子 五 。 
定理 2 设 五 为 有 界 自 伴 算 子 . 则 
sup A= sup (Ha,x), inf A=inf (H2,2). (3) 
Aga (H) lzisl Asa (H) E Sl 
证 明 HF (Hx, x)= (x, Hx)= (Hr, 2) =H, 故我 们 能 考察 
.mint (Hr sm a= sup, (Hz, 2). 
Anco (HH). FER EE 1, 对 每 一 对 适合 条 件 A<A<A, 的 实数 (4 Az), FEYS Yra 
+0 EREA) —E(A,) yy. 我 们 可 以 假设 ly 一 1. 因 而 


(Hy, 9) = [AEA 9) = [Ad BODY? 
= jarou -ra 8 
= | : dl (EC) -E(A,)) yl? 
因此 令 Ah An Aa V Ao, 我 们 便 得 lim (yw avr) =Ao 这 就 证 明 sup 4 一 sup ALa 


我 们 假设 % Eo( 五 )， 于 是 根据 定理 1， 存 在 一 对 实数 (4， 4) 使 得 AtA: H EA) = 
EA). Alii =I -E)E ), UE) EG) = BO) TB)) =0, HUE) 
五 (和 ) 中 总 有 一 个 不 是 零 算 子 ,车 (I 一 (4)) 二 0, WHE y, REl =1 BOE.) )y=y. 在 


O 原文 在 此 处 有 误 , 译 者 在 此 作 了 小 小 改动 . 
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这 种 情况 下 我 们 有 
(Hy, p) = [AE Wo = pI- 


=| Ad] E(A) yh >a; 


而 在 EANA 的 情况 下 中 , 我 们 得 到 
(Hz,2z)SA<a, AFEA lel HLH 2)R E)E z. 
所 以 假设 QEo (五) 是 不 合理 的 ,于 是 我 们 证 明了 sup A= sup (Hs, z). 相仿 我 们 能 证 明 inf A 


= inf (Hz, 7). 
'z 5l 


定理 3 (Krylov-Weinstein) WH HAEA, WIAA lel=1 的 任 一 zED(H) 定 义 


a. (Hz, 2), 6,.=|He].. (4) 
则 对 任 一 之 0 RATER BTR FAR SA Ao (H) , 
a, — (Pira) elt (83a) te = 5) 


证 明 我 们 有 
Bs= (He, Ha) = (H's, 2) = [ad EAP, 
a,= (Hz, 1) = [AdE Aa}, 
lz}= fali Wal. 
故 
Bo2 = = [#d le Aal? — 2af dp Aaja fa IEA a= a-a aE aa 
MURO deh (5) Se AO leh RAE, 我 们 会 得 到 一 个 矛盾 E 
p- = ((B2 at) +t) > pia. 
注 所 谓 Rayleigh 原理 在 于 取 a, 作为 算 子 互 的 谱 的 一 个 近似 ， 如 果 我 们 求 得 了 ps， 则 定 


理 3 给 出 了 当 我 们 到 a 作为 五 的 说 的 一 个 近似 时 的 误差 的 上 界 . 对 于 这 样 的 误差 估计 的 具体 应 
用 我 们 建议 读者 参看 KK. Yosida[1]. 


谱 的 重 数 ， 我 们 将 从 n” 维 Hilbert 空间 X. th i A EERE H= (aaron amini 
` P 
设 Ay Ar, wees Ap (pn) 为 如 的 本 征 值 ， 它们 分 别 具 有 重 数 Mi, Ma, ***, Mp (= myn) ia, ees 
7 . g=1 
zi 为 如 的 属于 本 征 值 (Hzj, 一 hzi,) 的 这 样 一 组 标准 正 交 本 征 笑 量 ,， 使 得 {zj,; 8=1, 2,…， 
m) 张 成 五 的 属于 本 征 值 A REER Pa SRE) 一 B(4; 一 0))， 于 是 集合 {zi,; j=1, 


O 页 确切 地 说 是 ， 当 一 思 (X%3) =0 m BUA) 40 p, AGG El) =E) = 了 一 译 者 注 ， 
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2 +, p H s=1, 2, e, 以 让 是 空间 及, 的 一 完全 标准 正 交 矢量 系 , 因而 入。 的 每 一 矢量 能 唯一 地 表 
成 诸 zi, 的 线性 组 合 


y= So zi， (6) 
J=1 3=1 
因此 以 Pa RERA Bs, LORE EA) 一 (4 一 0)) 后 ,对 任 一 a<B 我 人 有 
(E(B) -E= 5 (Sa) 二 pa o (7) 
AoA jSK\ 3=1 i 7 @<AGEA : | 7 S 
P, (E(B) -Ey = Dla, R OW GASP 满足 或 不 满足 而 定 。  ，、. (8) 


因而 对 固定 的 < 一 6 和 和 ,的 一 个 男 定 的 线性 子 空间 M, 4 M 的 维 数 dim ME < my hy BA 
{(E(B)—E(a))y; yEM)} 
不 包含 五 ,。， 此 外 对 一 个 适合 dim(M) =m; Wi MW M, HBR a<A SP HRS (BKB) 一 
E(a))y; 3 yOM ye E;. 事实 .上 ， 这 个 论断 对 含有 Tj, Tj Bie hy M ERW. F pi 4 BY 
当 存 在 一 固定 的 矢量 yEX, 使 得 矢量 的 集合 = 
(E(P) —E(a)) 93 0<B} 
张 成 整个 空间 XI, my = mye =m, = 1, 其 中 Pon 
这 些 讨论 导致 下 列 定义 : 
定义 1 Hilbert 空间 了 中 的 自 伴 算 子 1- [aae 的 谱 称 为 简单 的 , 如 果 存 在 一 固定 的 矢 
E yEX 使 得 和 失 量 的 集合 {(B(B) 一 已 (go)ogia<D) 张 成 一 个 在 生 中 强 稠密 的 线性 子 空间 . 
定义 2 设 H =| E (AA Hilbert 空间 X 中 的 一 自 伴 算 子 ， 对 固定 的 a<p YR (E(B) 一 
B(a)) + X ty 2k PEF 2s A, 它 使 得 
(E(B) —E(a)) -M= (E(B) —E(a)) +X. - (9) 


HMA TEE RECORTAR M= wD B(«))-X. 数值 dim (W) h Re BSF HF, 其 中 
寻 适 合 条 件 (9)， 称 为 含 于 区 间 (E, PIi HEEE R, 


>. . a a è Jo ç è >è ç > s ç y; è è s o o o 


(ho—n-! ,4 中 的 刀 的 谱 的 完全 重 数 的 极限 . 
” 例 BRAT H, 亦 即 在 (一 co, 00) phy Hea (t) =8- -z(t) 定 义 的 算 子 ,是 简单 讲 的 算 子 . 
证 明 ”我们 知道 谱 分 解 互 = [AEW h 
E(A)a(t) =a(t) 或 =0, W SAR >A ME 
给 定 . Ry (六 定义 为 
y(t) =¢,>>0 H k-1<t<k: (k=1, +1, +2, +), 
SEH Shc? 过 oo 从 而 y(t) EL? oo, 00). 


«272° 


FB IE (A (A)-B(a))y, a<p 的 矢量 的 线性 组 合 强 BERET ALA SR SRI Mi 数 的 全 
fk, 因而 强 稠密 于 Lo, 00). 

BSH 在 一 个 % 维 Hilbert 空间 ,中 的 两 个 自 伴 算 子 H 和 五 ; 称 为 相互 西 等 价 
的 , 如果 存 在 X。 中 的 西 矩 阵 吕 使 得 HUHU RAA, H 各 ;相互 症 等 价 当 且 仅 当 它们 
具有 相同 的 本 征 值 织 ， 且 对 应 的 本 征 信 分 别 具 有 相同 的 重 数 ， 因 此 本 征 值 和 它们 各 自 的 重 数 一 
起 是 自 伴 垂 阵 的 本 不 变量 oe 

关于 无 限 维 空间 中 自 伴 算 子 的 西 不 变量 的 研究 要 追溯 到 E. Heellinger[ 1] 7r 1909 年 发 表 的 
论文 . 例如 参看 M. H. Store[11 .在 那里 Hilbert 空间 假定 为 可 分 的 , 关于 不 可 分 Hilbert 空间 情 
形 , 可 参看 FE. Wecken[1] 和 H. Nakano[1], tha 2G R. Halmos(2}, K. Yosida[13 Jit H T 
下 面 的 定理 ; 

设 五 为 Hilbert 空间 XX 中 的 一 白 伴 算 子 ， 以 (8)' 记 与 了 可 交换 的 线性 算 子 ELX, X) 的 全 
fk. WX PRP AEE H 和 石 ;相互 西 等 价 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 陕 (五 )' BCA)’ 上 的 一 一 
映射 了 使 得 了 定义 了 环 CH) 与 环 (如 2)” 间 的 这 样 一 个 同 构 对 每 一 BE(H,)' 成 立 (T:B)*= 
T.B*, 

FALE CH)! 的 代数 结构 是 A, 的 西 不 变量 . 


§ 9， 一 般 展开 定理 ， 关 于 不 存在 连续 谱 的 一 个 条 件 


i H = [MEA Hilbert 空间 关中 的 一 自 伴 算 子 ， 于 是 根据 B( 十 0) = 二 JT Ait E(— a) = 
0, 我 们 有 表示 式 
a= s-lim i, dE (A= slim (BODBOD 对 一 切 zEX (1) 


à 4-99, 2,4 0 


RRK 955 FEST HAE RFE ERR, TEREA h, AHSA MER 


e.. s s s o 


GI—H) 较 之 谱 分 解 H= | AdE (0 更易 得 到 的 情况 ， 在 这 种 情况 下 , 一 般 展 开 定理 (1) 可 代 以 - 


d 一 a -i l 
s= -lim s-limzr { (Gini) acut | (tior H) sdu, ZEX. 
ay-wfte rjo 2Ht| Je 有 
a’) 
证 明 FFv+0, Ml 
-Fl 
(rin ny =| i 


因为 根据 用 Riemann PEDER JE HE A EAE) =E (mind, A), Hf Lm (u) R 
们 得 | 


dE(A)a, 对 每 一 xEX. 


(4 —p) 
-| Goma] | =|" Ba) =I, 


| OO 小 a — dE) } = | 0-wad| Wap EMEA) | 


s 273e 


F la {20) [@'-maray} -| 4454 {Ga BOER) | 


be 


-| 4 f a -Dp(2)) = 全 am =I. 


F 我 们 有 
| (iD) aiut f? (citi HY adu 
0 和 二 2 天 

-| dp ff” duo8 (u—tv—A) +| dulog (u+ iva}, 


当 %+ 0 时 ,上 式 示 项 强 趋 近 于 
[i 2xidE (Aja + xi (E(B) —E(B—0)) (@+ ai (E (a) —E(a—0))a 


=i (E(B) +E(B—0))x—ai (F(a) +E (a—0))a, 
这 就 证 明了 公式 人 )， 
注 与 具有 在 开 区 间 (a,5) 上 实 连续 的 q(x) 的 二 阶 微分 算 子 
-A tala) 
相关 连 的 本 征 函 数 展开 是 由 H. Weyl[2] 所 开创 ， 由 M, H. Stone[1] 进一步 发 展 ， 并 由 EC. 
Titchmarsh[2] #1 K. Kodaira[1] 所 完成 , Kodaira 给 出 了 直接 确定 这 个 展开 的 一 个 公式 , 这 个 
展开 恰好 是 CL) 的 一 个 具体 应 用 ， 他 们 的 理论 的 关键 点 是 给 出 在 z=a 和 w=5 处 的 可 能 的 边界 
条 件 使 得 算 子 
一 和 gz) 
成 为 Hilbert 空间 严 (a, b) 中 的 一 个 自 伴 算 子 五， 他 们 的 理论 之 所 以 重要 在 于 给 出 了 按 特 殊 函 
数 表 出 的 各 种 经 典 展开 , 例如 Fourier 级 数 展开 , Fourier 积分 表示 ，Hermite 多 项 式 展开 ，La- 
guerre 多 项 式 展开 和 Bessel 函数 展开 , 以 一 个 统一 的 处 理 ， 我 们 不 予 详 述 , 而 建议 读者 参看 上 面 
所 引 的 Titchmarsh HA Kodaira 的 论文 ,也 可 参看 N.A. Naimark[2], N. Dunford-]. 
Schwartz[5]fn K. Yosida[1]， 最 后 所 引 的 这 本 书 给 出 了 这 个 理论 的 一 个 初等 处 理 . 
如 果 连 续 谱 C. (五 ) 不 出 现 , 则 展开 (1) 将 以 级 数 代替 而 不 用 积分 . 例如 我 们 有 下 面 的 
O 定理 1 H= |248 (7) 为 Hilbert 空间 区 中 的 自 伴 紧 算 子 ， 则 (DC。(ZD) 不 包含 除 可 能 的 
0 以 外 的 任何 实数 ; Gi) A 的 本 征 值 由 仅 在 0 处 凝聚 的 至 多 为 可 数 个 的 实数 所 组 成 ; (ii 对 五 的 
任 一 本 征 值 如 才 0, 其 相应 的 本 征 空 间 是 有 限 维 的 . 

证 明 ”假定 实 轴 上 的 闭 区 交 [4 ,4 不 包含 数 0. ARR RE AEAN ETR R H. 因 
否则 ,根据 第 三 章 $ 5 中 的 E. Schmidt 正 交 化 ， 在 R(B(4') 一 (4')) 中 存在 一 可 数 标 准 正 交 系 
{ej}, HISAR Bessel 不 等 式 
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EIGD PEI se JEX, 
MIVA w= Vim z=0， 因 而 根据 算 子 及 的 紧 性 ， 存 在 一 子 序列 (a) ERR Lim Hzy= 
wlim zy =0， 而 另 一 方面 我 们 有 
| jazi= [EAD a= [take BO") Bah 


=|" Pa] E-E zi bas)? min, 141) 
| =min(|4|*, |" |), 
这 是 一 个 矛盾 
车 CoM) 包含 实数 加 0， 于 是 根据 前 节 的 定理 1， 对 任 一 aEX ER s-lim Bete) 一 
(4 一 6))s=0， 如 上 所 证 的 , 值 域 及 (B( 加 +e) 一 (4 一 6)) 是 有 限 维 的 , 且 维 数 随 。v 0 而 单调 
下 降 ， 因 击 我 们 知道 对 充分 小 的 e>0 AT Bote) 一 刀 (40 一 e)) = 0， 故 根据 前 节 的 定理 1, Aa 
不 能 含 于 Co (HD th, 
这 就 证 明了 我 们 的 定理 . 
RI 设 {) 为 及 的 所 有 不 为 0 的 本 征 什 的 组 ， 则 对 任 一 xEX, 我 们 有 
z= (B(0)—E(0—0))a+ 8-lim SIE A)—E (4—0) )a. (2) 
1 之 
证 明 由 (1) 自 明 ， 
系 2(Hilbert-Schmidt 展开 定理 ) 对 任 一 xEX, 我 们 有 
He=s-lim SR) -E(;—0)). (3) 
noe ye 


证 明 结论 由 算 子 石 的 连续 性 和 下 列 事实 而 自明 ; H(E(0)~E(0—0)) =0 H. H(E(A) — 
B(A;—0) a= A; EA) 一 (4; 一 0))z. 后 一 事实 乃 由 R(B (A;) —E(Aj—0)) =E; HO BT AME 
值 A; 的 本 征 空间 ) 所 保证 . 

注 《3) 中 的 强 收敛 在 单位 圆 {z;jzl1s1) 内 是 一 致 的 ， 因 为 我 们 有 


| 严 - f AdE (Nz | -| | dE (A) 2 | =f PED 
<e | algzPse[elpCzP=e la |?<e?, 


§ 10. Peter-Weyl-Neumann 理论 
设 G 为 一 完全 有 界 的 , 由 适合 条 件 ( 见 第 八 章 $ 5) 


dis (x, y) =dis (axb, ayb) 对 一 切 m y, a A bEG (1) 
的 距离 度量 化 了 的 拓扑 群 ， 设 f(g) 是 定义 在 G 上 的 复 值 , 有 界 , 一 致 连续 的 函数 对 任 一 二 0, 
人 
¥ 
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V={yEG; sup |f(@)—F (y 2) | <e}, | (2) 


于 是 , 根据 了 的 连续 性 ， 集 合 了 是 含有 群 G 的 单位 元 e 的 一 个 开 集 ， 因 而 集合 乙 =TF OF 也 是 
一 开 集 且 包 含 e, lkk V= 《yyEV)， 如 果 我 们 命 


(i) BEU 其 中 i , (3) 
ey dis (z, U®) ， 10) —. ， 
ky (2) = Fee e) dis) e) dis(e, U (dis (x, U°) inf (æ, ¥)); 


则 我 们 有 结果 : 
(R=) 在 G 上 是 有 界 一 致 连续 的 , H 
在 G ERM2)=k(e), OXSk(2)X1, ke) =1 (4) 
| 同时 只 要 XEU? 便 恒 有 (zx)=0. 
因而 对 所 有 x, YEG, 我 们 得 
Ak) FEF yx)) | Seky). 
通过 取 两 边 的 平均 值 ( 见 第 八 章 $ 5), 我 们 得 
[Mk )f(2)—-M, kf Gg z)) | SeM,(hy)). 
Hi ky) 20 RK ky) 0 我 们 有 Mk) >0. AT 


[f(z)— M, Koy fy 'x)) Se, 其 中 kols) = k(2)/M, (2). 《5) 
因此 由 于 平均 值 的 不 变性 M, (ga) = My (9 (y)) =M, lag) =M, (9 (ya)), 我们 由 (5) 得 到 
[f(z)— M, ky Dfa Se 对 一 切 cca. (6) 


命题 1 我 们 将 以 C(G) 记 定义 在 G 上 的 所 有 复 值 有 界 一 致 连续 函数 QG MHS, TER 
WH | Alo=sup|h(g)|,C(@) A— B- 空 间 ， 此 时 对 任意 5 和 WEC(G)， 
| Xh) (T) =M, bleg R) (T 
也 属于 C(G)， 
证 明 根据 dis(z, z) = dis(axc, aze) File Be 5(9) 的 一 致 连续 性 ， 对 任 一 6>0 存 在 一 7= 
n (ô) >0 使 得 
sup |b(ay~') bly D (Sd 只 要 dis(x, 2) <n. 
因而 , 象 在 Schwarz 不 等 式 的 情况 那样 , 我 们 得 
| M,(d(ay"')h(y)) —M,(b@'y Dk(y)) [? 
<M, (Cb (ay!) —b (ay) )*) «My ([A(y) |?) SBM, hy) |) (8) 
AR dis(z, 2 ) 至 7， 这 就 证 明了 我 们 的 命题 1. 
PA C(O FARANE A 


(b, h) =(8Xh*) (e) = My OLY, Hp RO= (9) 
成 一 pre-Hilbert 空间 ， 我 们 将 以 G (G) 记 这 个 pre-Hilbert 空间 . 
证 明 容易. 


命题 3 我 们 将 以 C(G) 记 pre-Hilbert 空间 O(G) 的 完备 化 , LAIL] = (h, h) “48 Hilbert 4 
间 CCG) 中 的 范 数 ， 则 由 
1276+ 


(Th)(x)= (koXh)(t), EG (10) 
ge Lito O.6) A OC) 内 的 线性 映射 了 能 按 G(G) 内 的 连续 性 扩张 成 一 个 映 O@ A G(G) 内 的 
紧 线 性 算 子 元 . 
证 明 由 于 取 ,(1)=1， 我 们 得 


执导 二 《和 h) =M, ARN? S sup |h(y) | = [lo an 


BET te G(G) 中 的 连续 性 由 相应 子 (7)? 的 Schwarz 不 等 式 而 自明 , 故 根据 G(G) 在 G(G) rai 
密 性 , 我 们 能 扩张 卫 为 G(G) 中 的 有 界线 性 算 子 秃 ” 另 一 方面 , 由 (8) 我 们 知 T 了 是 上 映 OGA C(G) 
内 的 一 紧 算 子 ， 我 们 根据 Ascoli-Arzela 定理 证 明 这 一 点 因此， 根据 (11) RNAm T Ak 
OAO 内 的 一 紧 算 子 . 

所 以 , 根据 O (OE G(G) 内 的 稠密 性 , 我 们 即 知 这 扩张 算 子 全 作为 映 C(G) 入 C(G) 内 的 一 
个 算 子 也 是 紧 的 . 

现在 我 们 即将 证 明 关 于 殉 周 期 函数 的 表示 的 Peter-Weyl-Neumann 理 论 . 

根据 和 (zy-D = 加 (gz-0 易 知 , RAT TR Hilbert 空间 CG(G) 中 的 一 自 伴 算 子 ， 因 而 根据 

前 节 中 的 Hilbert-Schmidt 展开 定理 , 我 们 得 


jas-limS AP, h 对 适合 | 三 1 的 天 一 致 成 立 ， (12) 


这 里 我 们 以 {2 表示 于 的 所 有 非 零 的 本 征 值 的 组 , 并 以 Pn 表示 到 了 的 属于 本 征 值 4 的 本 征 空 
间 上 的 投影， | 

由 于 在 本 节 的 一 开始 就 引入 的 了 (9) 属于 C(G), BARNA 人 f=TfEC(G)， 因 为 本 征 空间 
RP) =P, CCG) 是 有 限 维 的 , 故 对 每 一 本 征 值 Am PERCIO HARHA hm biain 使 
得 每 一 WER (P,,) = Pan OO MERA RIG hn (J51, 2, e, nm) 的 唯一 确定 的 线性 组 合 ， 设 


已 .Ji= op， 共 中 诸 c 为 复数 . (13) 
j=1 


于 是 ,因为 hER(P;,), BAVA Phn = Andin BOM HH (10) AE WOT THER), RIA in = 
An! (Thm ORF C(G)， 因 而 由 (13) 我 们 即 知 , tT RSET ATE An, ATES RCP,,) =P, 
OO 由 函数 hn CC (OKR. 
所 以 根据 (12) 我 们 有 

和 

共 中 对 每 一 m 太 = P JECO 
对 由 (10) 给 定 的 算 子 人 使 用 (8), 我 们 即 知 

CDG) -tm aad Dafa) shea 4) 

另 一 方面 , 由 (6) 和 My (ko (y)) = 1, 我 们 得 
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| M = (eo (wa~!) f (z)) — M, (ko a2"), (keale Dfa) Se, 
故 结合 (6) 我 们 有 
| f(z )—M,(hy (az!) My (kolay Df) | 三 2e， (15) 
Fe dame | f(2) — (1?f) (x) | S2e. 
HF TRP) SRP) 故我 们 证 明了 
定理 1 函数 fz) 在 G 上 能 由 到 的 属于 非 零 本 征 值 的 本 征 函 数 的 线性 组 合 一 致 地 逼近 . 
我 们 将 取 到 的 一 个 周 定 的 本 征 值 ALO, 并 以 elr), elt), e, er(7) 表 示 其 相应 的 本 征 空间 
P,-C(@) 3k {hi} SCG). 于 是 根据 平均 值 的 不 变性 , 对 任 一 aEG, 我 们 得 
My (ko (ry !)es(ya)) =M, (ko(rxaa ‘yl)e;(ya)) = M,(kolra. 2 !)e;(z)) 
= (Tej) (wa) = Àe; (xa). 
由 于 左 端 是 等 于 把 算 子 了 作用 到 的 函数 ei(ga) 上 的 结果 ， 故 我 们 知 ， 对 任 一 给 定 的 aEG, z 的 
函数 ej(za) 必 唯一 地 表示 成 国 数 el(z), eT), e, es(7) 的 一 个 线性 组 合 。 因 此 我 们 有 
ej(xa) =37d;,(a)e,(2) (j=1,2,++-,k), (16) 


或 者 , 用 矢量 记号 ， 

e(za) =D(a)e(r). (16') 
根据 e(r-ab)=D(ab)e(r), elxa-b)=D(b)e(xra)=D(b)D(la)elt), ERA elr), elr), =, 
en (2) 的 线性 无 关 性 , 我 们 知 


D(ab) =D(@)D(b), De) =k 阶 单位 矩阵 . (17) 
使 用 E. Schmidt 正 交 化 , 我 们 可 以 假设 {e;(z)} 组 成 C(G) 中 的 一 标准 正 交 系 。 于 是 由 (16)， 


M ,(€;(wa) er (x) ) =d;; (a) | | (18) 
A SRE D(a) 的 诸 元 di la 均 属 于 CG). 根据 平均 值 的 不 变性 , 我 们 知 
NM, (ei(ya)ei(ya) ) = M,(e;(y) e) ) 一 0 
因而 矩阵 D(a) 给 出 了 一 个 将 标准 正 交 系 {ej(z)} 变换 成 标准 正 交 系 (elza) 的 线性 映射 ， 所 以 
D(a) VANIER, Am D(a) Wy Fe BEBE Dio)’ 也 是 西 的 , 并 有 
D(ab)’ =D(a)'D(b)', D(e)' =k By fir RRR, (17 ) 
是 D(a)! 给 出 了 群 G 的 一 个 西 什 阵 表 示 , 使 得 它 的 矩阵 元 均 是 a 的 连续 函数 ， 在 (16) 中 令 
a=e, 即 知 每 一 ej(a) 是 表示 D(a)’ 的 矩阵 元 的 线性 组 合 ， 
因此 我 们 证 明了 
定理 2(Peter-Weyl-Neumann) 设 G 为 一 完全 有 界 的 ， 按 适合 dis (z， y) = dis(arb, ayb) 
的 距离 度量 化 了 的 拓扑 群 ， 设 f(g) 为 任 一 定义 在 G 上 的 复 值 有 界 一 致 连续 函数 ， 则 IDEG 
上 能 由 群 G fy BOER ERER D(a)! "的 矩阵 元 的 线性 组 合 所 一 致 逼近 . 
参照 在 第 八 章 $5 中 给 出 的 A. Weil 的 推演 , 我 们 得 到 下 面 的 . 
R 设 G 为 一 抽象 群 ,， jg) 为 G 上 的 一 殖 周 期 函数 ， 则 fG LERRO Wy MER 
D(q)’ ”的 矩阵 元 的 线性 组 合 所 一 致 逼近 . 
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$i REG RUPE RIBERA DO 的 阶 为 由 亦 即 矩 阵 卫 (9) 的 阶 为 4， 于 是 每 一 D(9g)' 给 
出 一 个 固定 的 d 维 复 Hilbert 空 间 X, 到 其 本 身上 的 线性 映射 ,表示 Dg)’ 称 为 不 可 约 的 ; 如 果 不 
存在 Xs 的 任何 这 样 的 真子 空间 关 {0}, 它 在 所 有 映射 D(g)”，gEG 作用 下 是 不 变 的 ， 否 则 ， 表 
示 D(g)' 称 为 可 约 的 , 因而 存在 一 个 对 每 一 D(g)", GEC, 均 不 变 的 真 线性 子 空间 X41 二 0. 于 是 根 
据 表示 D(g)' 的 酉 性 , Xu. 在 了 中 的 正 交 补 Xb, EM Dg), 9G 不 变 的 . 如 果 我 们 把 由 
Xi 的 一 个 标准 正 交 矢量 系 及 1 的 一 个 标准 正 交 矢量 系 所 组 成 的 标准 正 交 矢量 系 作为 XY 
基 , 于 是 根据 的 标准 正 交 基 的 这 种 选择 , 表示 DO) 将 变换 成 
Di(9)” 0 
| 0 ato" 
其 中 可 为 一 固定 的 酉 矩阵 ， 因 而 可 约 西 表示 DO 是 完全 可 约 化 成 群 G 的 分 别 作用 在 Xa 和 
Xk, 上 的 两 个 西 表示 D (D 和 Ds(y)' 的 和 ， 这 样 ， 我 们 最 终 能 选取 一 固定 的 西 矩 阵 U 使 得 表 
HUDUT 是 群 G 的 不 可 约 酉 表示 的 和 ， 所 以 , 在 定理 2 和 它 的 系 的 叙述 中 ， 我 们 能 加 上 算 
ERR DO 均 是 不 可 约 的 条 件 . 

注 2 在 G 为 实数 的 可 加 群 这 一 特殊 情况 下 , 西 不 可 约 表示 DG)’ 由 

万 (9) =e, Kha ARA, 而 i=/—-1 (19) 

给 出 ， 因 为 根据 西 矩 阵 Dg)’ (9EG) 的 可 交换 性 ,表示 Dg)’ 是 完全 可 约 化 成 一 维 西 表示 X (9) 
的 和 , 亦 即 是 


uogyu-'=( 


X (git g) =X (g1) X (Ja), [XCg)|=1 (gn 92EG), XC0)=1 (20) 
的 复 值 解 % (9g) 的 和 ， 众 所 周知 , (20) fy HE 3 Se A EA X (9) =e'“*?， 因 而 在 实数 的 可 加 群 
G 上 的 任 一 连续 歼 周 期 函数 (9) 在 G 上 能 由 e'” 的 线性 组 合 一 臻 台 近 ， 共 中 诸 & 为 实数 ， 这 个 
红果 构成 了 歼 周 期 函数 的 H. Bohr 理论 中 的 基本 定理 . 按照 Bohr 的 原始 定义 , 一 连续 函数 f(x) 
一 co<z<co) 称 作 殉 局 期 的 ， 如 果 对 每 一 se 盖 0 存在 一 正 数 p 二 p(e) 使 得 形 如 (#1, t+p Ht — 
区 间 至 少 包含 一 点 使 得 

| jz 二 z)--Frc)l 委 8 对 一 ce<z<co。 

参看 H. Bohr[1]. S. Bochner 已 证 明 一 连续 函数 Foz)( 一 cc<z<co) 为 Bohr 意义 下 殖 周 期 的 ， 
当 且 仅 当 下 列 条 件 满足 : 对 任 一 实数 序列 te， 函数 组 { 刀 (oz); fa, (a) =f ata) TE (—0, co) 
上 的 一 致 收敛 拓扑 下 是 完全 有 界 的 .此 结果 已 由 天 .Von Neumann[4] 推广 到 群 上 的 殉 周 期 函 
数 . Neumann 的 结果 包含 紧 Lie 群 的 连续 表示 的 Peter-Weyl 理论 (Peter-WeylL1]) 作为 特殊 
情况 , 按照 我 们 的 论证 , 注意 到 由 lim1s 一 让 一 0 必 导 致 lim[sup | f(asb) — f (atb) |]=0, Bohr 


的 结果 容易 得 证 ， 


§ 11， 关 于 不 可 交换 紧 群 的 Tannaka 对 偶 性 定理 


设 G 为 一 上 紧 ( 拓 扑 ) 群 ， 这 意味 着 G 既 是 一 紧 拓 扑 空 间 又 是 一 个 群 ， 且 使 得 积 空间 GxG 到 
G 上 的 映射 
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(a, y)—>ay™! 
是 连续 的 ， 
命题 1 定义 在 紧 群 G 芋 的 复 值 连续 国 数 f 9) 在 下 述 意义 下 是 一 致 连续 的 : 
HE— e>0, 存在 @G 的 单位 元 e 的 一 个 
MIRU (e), 使 得 只 要 xy-1EU(e) 及 (1) 
x1y&EU(e) 便 有 |J (zx) 一 f(y) <e. . 

证 明 由 十 f(x) 在 每 一 点 aEG 处 连续 ， 故 存在 a 的 邻 域 Vs 使 得 xEV。 导致 |f(w) 一 
f(a)|<<e/2， 若 我 们 以 Uso 记 由 =Voa-!= (oa vEV) 定义 的 e 的 邻 域 ， 则 ra EU, 导致 
|f(z) 一 f(a) | 之 e/2， 我 们 以 玉 。 表 示 e 的 这 样 的 邻 域 , 它 使 得 WSU., Eh W2 = (ww; wE 
Wao(i 王 1,2)}， 显 然 , 形 如 Woe 的 所 有 开 集 的 组 复 盖 了 整个 G， 其 中 a 为 G 的 任意 元 ， 由 于 GG 
AR, 故 存在 有 限 集 {ai; i 二 1 2, +, n ERTE Waa, (i 二 1,2,…,n) 的 系 复 盖 G. 我 们 以 U(e) 
表示 系 {Wo,} 的 所 有 天 和 集 的 交 ， 了 于 是 U(e) 是 e 的 邻 域 ， 我 们 来 证 明 , Hazy CU Ce), 则 |f(x) 一 
JISE ATH Weta: 复 盖 G, AIER k Et ya; CW, SU a, 所 以 I f(y) —f a.) |<e/2. 
此 外 我 们 有 zaz' =ay"'yaz' EU (e) Wa, We, Ua, 故 H(w) 一 f(as)| 二 e/2， 联 合 这 二 个 不 等 
式 我 们 得 |f (zx) 一 f(y) <e. 

如 果 我 们 以 。 的 这 样 的 邻 域 U6, 它 使 得 x-'aEU。 导致 |f1(z) 一 (a) <e, 作为 出 发 点 , 我 
们 就 会 得 到 e 的 一 个 邻 域 U(e)， 它 使 得 只 要 oy (e) 便 有 |f(z) 一 f(y) | 二 e， 因 此 取 这 样 两 
个 U(e) 的 交 作为 命题 叙述 中 的 U(e), 我 们 便 完成 了 证 明 . 

系 RWO Lites 卖国 数 ey : G 上 的 殖 周 期 函数 . . 

证 明 设 U(e) 为 命题 1 中 给 出 的 。 的 邻 域 ， 对 任 一 aEG，U(e)a 是 a 的 一 邻 域 ， 紧 群 G 
被 开 集 系 roa COG) A iki, EATA UOA 2 二 1, 2 人 覆盖 G， 亦 即 对 任 一 a 
SG， 存在 某 a, (k&n) (A aa! CU (e). WTR (ar) (a,x) =aa;', BTA sup |f (ax) 一 
Flair) <e. 相仿 , 我 们 能 找到 一 有 限 系 48;, f= 1, 2, +, m} 使 得 对 任 一 bEG, TETERA b; (j<m) 
满足 不 等 式 

suplf (axb) —f (ai2b;) | <e. 


所 以 , 对 EG 的 任 一 对 元 a, b, 我 们 能 找到 as 和 到 (sm 7 过 m) 使 得 
suplf (axb) 一 — f (a@,2b;) |<2e. 

1X HR UIE BB BPH (fosCw); fava) =f (aad), a Ail DEG) 按 极 大 范 数 ik] 二 sup|h(zx)| 是 完全 有 界 
的 ， 因 而 f(x) 是 G 上 歼 周 期 的 ，. 

现在 我 们 能 够 将 前 节 的 Peter- Weyl- Neumann 理论 推广 到 紧 群 G 上 的 复 值 连续 函数 f(x) 
E. 对 这 样 的 一 个 函数 (x) 和 。 汪 0, 我 们 令 

V={yeG; sup | f(a) —f (yx) | <e}. 

于 是 很 据 了 的 连续 性 ， 集 合 了 是 一 个 包含 e 的 开 集 . 应 用 Urysohn 定理 于 正规 空间 G, 我 们 知 存 


企 定义 在 G 上 的 一 连续 函数 (x) 使 得 0 三 #1(zx) 三 1 在 G 上 ;hi(e) =1 且 大 (2) =0 RE rev’. 
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h(a) :2 10) l-k, C2-!)) (2) 
EAE ke!) =ke) H. 

(Onks ÆG E; k(e)=1 H Ko 一 0 

(只 要 seU, jẸp U=VUV 
所 以 , 如 果 我 们 以 COREL G LL RAR AVE AUR AS rA RA EA B-20, 我 


(Th) (æ) = (koxh) (2), rEG (3) 
定义 一 个 映 G(G) 入 CG(G) 中 的 线性 算 子 T eib, 象 在 前 节 中 一 样 ， 
ko(2) =k(2)/ Me(kC2)) . (4) 
FOG) 是 赋予 数 积 | 
(b, h) = MO DR) = (Xh*)(e), K =h (5) 


的 空间 C(@). 
因此 , E ana Fe, 我 们 得 到 
定理 1 定义 在 紧 群 G 上 的 任 一 连续 函数 fg) 是 殖 周 期 的 ， 且 f(9) 在 @ 上 能 由 G 的 本 的 
连续 的 , 不 可 约 矩 阵 表 示 的 矩阵 元 的 线性 组 合 所 一 致 双 近 . 
我 们 将 称 群 G 的 两 个 矩阵 表示 A (9) 和 42(9) 是 等 价 的 , 如 果 存 在 一 固定 的 非 奇 异 和 矩阵 刀 使 
得 对 一 切 gEG 恒 有 BA, (g) B= A,(g). 
命题 2(I. Schur 引 理 ) ”如果 表 示 AM 44(9) 是 不 可 约 和 不 等 价 的 ， 则 除了 B=0 外 , 不 
存在 任何 矩阵 电 使 得 | 
A, (g)B=BA,(g) (6) 
对 9 恒 成 立 ， 在 (6) 中 , SBE BASE m FA n AIW, JEH na m 分 别 为 4 (9) 和 42(9) 的 阶 . 
证 明 设 X, 和 Xs 分别 为 施行 线性 变换 4,(9) 和 44(9) 的 线性 空间 ，(6) 中 的 B 能 看 成 。 
到 六 ;上 的 线性 映射 ay >a, = Bap, X, 中 由 形 如 Bos 的 所 有 矢量 x 组 成 的 线性 子 空间 是 不 变 子 
空间 ， 因 为 41(9)zi 二 Bx, 其 中 心 二 4,(g)zs， 由 于 41i(g) 的 不 可 约 性 ， 只 有 两 种 可 能 :或 者 对 
X: 中 的 一 切 x: {HA Bx; 一 0， 亦 即 B=0, 或 者 X,=BXo, 男 一 方面 ， Xo 中 使 得 Ba,=0 IBA 
Git, ORG IE Xs 的 一 个 不 变 子 空间 ， 因 为 BAL (ge =Ai(g)Bar=0, H 4s(g) 的 不 可 约 性 , 我 
们 得 : 或 者 对 X. 中 的 所 有 zs 恒 有 Bzs = 0， 亦 即 B=0, RA x2==0 是 X; 中 唯一 使 得 Bzxs=0 的 
矢量 ， 从 而 Xo 中 不 同 的 矢量 在 线性 映射 召 作用 下 成 为 Xi 中 不 同 的 矢量 ， 于 是 车 B+), RNK 
BELT HP XA X 上 的 一 一 线性 映射 ， 然 而 这 意味 着 B 是 一 非 奇 异 矩 阵 (=n), i 
Ai(g) 和 4(9) 将 是 等 价 的 . | 
命题 3( 正 交 性 关系 ) 设 41(9) == aA Alg) = (5(9) 为 群 G 的 西 的 , 连续 的 ， 不 可 
HERR. WEATHER A: 
(Hulak (Q)=0 E AODREN T AQ), (7) 
lM, (al; (gak, (9) =n Sidi, SEP my 是 41(G) 的 阶 . 
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证 明 UE es, mo DUR Ag), Alg) WORE. HLA — n {TAM me Fl BY RRB, A Ag) = 
41(9) B42(g !)， 于 是 矩阵 4 二 以 ,(4(g)) 满足 41(9)4 二 44,(9)， 因 为 根据 平均 值 的 不 变性 ， 
我 们 有 

Ai(y) AA (Y) = M; (A, Q) A (g) BA,lg !) Aa (y™")) 
= M,(A, (yg) BA, g) =A. 
根据 Schur 引 理 , 4 WHEE, RRL B= (b), ERRA bj, RAL, 于 
是 根据 西 性 条 件 Aa (go!) = Al (g)", 我们 得 
M, (a! (gaz, (9))=0. 
其 次 ,如 上 对 A= M,(A\(g) BA, (09 0) 我 们 有 A (g) A= AAG). Bee ABE AER 4 
本 征 值 ， 二 是 矩阵 C4 一 &Ts), FHT, BEAR n 阶 的 单位 矩阵 , 满足 
A (g) (A—al,)= (A—al,)A(g). 
所 以 根据 Schur 引 理 ,矩阵 (4 一 g7,,) 或 者 是 韭 奇异 的 ， 或 者 (4 一 a ) 二 0， 由 于 @ 是 4 的 本 征 
值 , 故 第 一 种 可 能 性 被 排除 . 因此 Aad, W ASM ADBA WRB Orc 
和 ), 我 们 得 
na =W (A) =M, Ga (A, (9) BA, (g)')) =M, GR (B)) =% (B). 

所 以 如 果 我 们 以 这 样 的 方式 取 B= (6;), WER b= A ETAF, WH 

M,(A,(g) BA, (g"')) = ny? WB) In, 我 们 得 
Mali(g)akr (g)) =ni’ irt 

系 存在 G 的 相互 不 等 价 的 , 连续 的 , BM, Ta AMAR Ug) = (wij(9) MRA, 它 满 
足下 面 三 个 条 件 : 

D 对 G 的 任 一 对 不 同 的 点 g1, go, 存在 一 U(g) Ell EE Ug.) +U (ge), 

ii) UEU, MU) Hye SER AU (Q) BF U, 

iii) Æ U, (g), Ug) A U Pyt, 则 (在 下 而 解释 的 ) 积 表示 U1(9) x U2 (9) 完全 可 约 化 为 有 
限 个 El 的 表示 的 和 , 

证 明 ARRU) xU,(9) 的 定义 给 定 如 下 . 设 (el, el, +, eh) 和 (e?, eh, =e) 分 别 为 
施行 线性 映射 吕 (g) 和 Us(9) 的 有 限 维 复 Hilbert 空间 的 标准 正 交 基 ， 这 二 个 Hilbert 空间 的 积 
空间 为 由 xm ARE el Xe} G=, 2,…, m5 F=1, 2, om, m, ) 组 成 的 积 基 所 张 成 ， 参 照 于 这 个 基 ， 
U (g) = (ui; (g)) F0 U: Cg) = (ues (RRR U (g) x U2 (g) ih 

(Ui(g) xU2(g)) (el x ef) = Dts (9) wi (g) (e} xef) 


所 给 

我 们 取 相互 不 等 价 , 连续 ， 西 且 不 可 约 矩 隆 表示 Ug) 的 满足 条 件 ii) 的 极 大 集合 UH， 于 是 
根据 定理 1, RED 满足 ， 条 件 iii) 也 满足 ， 这 是 因为 两 个 西 表示 的 积 表 未 仍然 是 西 的 ， 因 而 
是 完全 可 约 化 的 . 

现在 我 们 即将 叙述 T. Tanaka 对 偶 性 定理 ， 设 时 为 所 有 Fourier 多 项 式 : 
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a= EP g) 

亦 即 是 ule p A ERREA WRA, laU, monn. FER 为 一 具有 乘 
法 单位 元 “(EG E ulg) = DAH Be + (complex multiplier) Hp; 环 沈 中 的 和 与 乘法 分 别 理 
解 为 函数 和 与 函数 乘积 ， 设 完 为 环 只 到 复数 域 上 有 旦 使 得 


Tu=1, T=Tx, “—" AB IM, (8) 
ROSLIY BA AVERT AT A, 2 是 非 空 的 , 这 是 因为 每 一 9EG REM AA Pls To 
T 一 和 (0I)。 (9) 


AU UATE , RAMA 
Hg, WE TT, #T ge (10) 
命题 4 decir bane 
证 明 FRE PE LTT, =T 如 下 . 
设 
Ug) = (uP (g)) (i, J=1, 2, e,n) 
A U 的 -- 元 ， AS (9) = Dat (gus (g), 我们 置 


Tu? (g) = 之 IT (g) Taig (g). (11) 


根据 正 交 关系 (7), 我 们 知 诸 函 数 WF (g), WP UPU, BEG LAER. ATNA T 
' 可 线性 扩张 到 整个 曾 上 ， 易 知 此 扩张 TT 亦 为 区 的 一 未， 且 议 为 共有 单位 元 Tole 二 G 的 单位 元 ) 
的 一 个 群 ,同时 了 了 ;' 二 Tr'， 通 过 对 应 go 一 To G 同 构 嵌入 这 个 群 完 中 ,这 一 点 将 由 (11) 和 (10) 
if FA, 


事实 上 , 我 们 有 
定理 2(T. Tanaka) T=G, 即 每 一 ES TE T: 
Tx=2x(g) 对 一 切 LER, (12) 
证 明 ”我 们 通过 取 形 如 
(PET, [Pe 一 Perzil<e， (4=1,2,-,n)} | (13) 
的 集合 作为 群 立 的 单位 元 T. 的 邻 域 而 在 群 先 中 引入 弱 拓 扑 . 于 是 完 为 一 紧 空 间 ， 因 为 根据 由 


(8) 和 (11) 董 洱 的 关系 Tu? (9) |? 一 (TT)(1) 一 1 六 是 紧 空 间 的 拓扑 积 
{te lz|Ssup|T2|} (2ER, TET) 


的 一 闭 子 集 , 故我 们 能 使 用 Tychonov 定理 ， 易 知 同 构 媒人 gT, 也 是 拓扑 的 ， 这 是 因为 紧 
FAAK EALEN- PERRA ETA, 所 以 G PICAR A ERE T hoT RE. 
Bede LA Wt E alg) E 尖 产生 一 个 在 紧 群 G 上 的 连续 函数 X(T) 使 得 T) 
二 (9)， 为 此 我 们 只 人 须 令 x(7T)= 了 TP.x， 所 有 这 些 连续 函数 z(T) 的 集合 构成 完 上 的 一 个 复 值 连 
RRR RCL), ER RTE: 
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1) 1=u(T)ER(Z), 
2) 对 这 的 任 一 对 不 同 点 TD AT, PLE (TP) RZ) (EG e) +), 
3) 对 任 一 sT) ERT), FAR AIR ZT) =2(T), CAFR). 
Sne Tadka, 由 于 紧 人 空间 T 是 正规 的 ， 我 们 可 以 使 用 Urysohn 定理 得 知 存在 一 点 
TE (T --G) Al È EWES Re y (T) 
y(T)=0 fe Tb, yp =0 ÆG EH y(M) 一 1， (14) 
根据 第 0 piy Stone-Weierstrass 定理 ， 把 它 应 用 于 满足 1) , 2) 和 3) WRR), Riu 
知 对 任意 e>0, 存在 一 国 数 2g) = Ey up (g) ER HAE T LAL Y(P)— > pluie <e, 
因而 特别 在 GE 上 有 |y(9) Epu g ce, i ugg) =u =1， 于 是 通过 取 平 均值 并 广 
意 到 正 交 性 关系 (7), HERA FRB TMG, 我 们 便 得 
MrT rii e, M) yi |<e. (i5) 
AE Eee PA MrS fall HE 1 Myg) =0. 
1 Tanaka 定理 的 上 面 这 种 证 明 取 自 K. Yosida[14]. 原始 证 明 在 T. Tanaka[1] 中 给 
出 ， 由 二 紧 阿 员 尔 群 的 连续 , 丁 且 不 可 约 矩 阵 表 示 恰 怡 是 G 上 满足 条 件 
X (g) X (g9) =X (g9) 1X9)1=1 
的 连续 函数 X D, we Tanaka 定理 包含 L. Pontrjagin[1] 的 对 偶 性 定理 作为 特殊 情况 ， 关 于 进 
一 步 的 文献 , 请 参看 M. A. Naimark[1]. 
注 2 为 了 使 用 第 八 章 $ 5 中 给 出 的 方法 定义 G 上 连续 国 数 f(g) (4 二 1,2,…, m) 的 平均 
值 ， 我 们 只 须 以 dis(g,, ga) = sup a [Fe (gg91h) — f i ggh) | 代替 那里 的 dis(g ga). 


98E CE=12， 


$ 12， 自 伴 算 子 的 函数 
= (24E (A) % Hilbert 空间 互 中 自 伴 算 子囊 的 谱 分 解 ， 对 复 值 Baire 函数 F(A), RII 
考察 集合 
DED) = feex; | IF PaE al<, a) 


其 中 积分 是 关于 由 MCA, 4D =E Ae — EAr] 确定 的 Baire 测度 而 作出 的 ， 象 在 第 
十 一 章 $ 5 中 论证 过 的 连续 国 数 FCA) 的 情形 一 样 , 我 们 知 积分 


| fOd@@s,y), EDE), ¥EX (2) 


KFH mA, AD = Bade, p) — (BA), 9) BBN MY Baire 测度 是 存在 且 有 限 的 ， 此 外 我 们 
知 (2) 给 出 了 乡 的 有 界线 性 泛 函 的 一 个 复 共 罗 ， 内 而 根据 第 三 章 $ 6 中 的 F. Riesz 表示 定理 , 我 
们 可 以 把 (2) 写 成 (CE)a 妨 。 因 此 ,我 们 能 通过 (1) 和 (2) 定 义 吾 的 函数 

FUD =| fae (3) 
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Al WR Ati HAEL £0) = Sa 则 象 第 十 一 章 8 5 中 一 样 . 


fa) = POAZ ah: 


例 2 wefA=A—-i)GU+i), M SUD SFA Ay Cayley 变换 Ur。 由 于 对 实数 4 恒 
AFA 1 =1L 故此 时 我 们 有 DG UD) =X. h E)E) =E (min (A, 入 )) 易 知 如 果 我 们 把 有 


RET iD =| A-D RA 作用 到 算 子 f( 丰 =| FAA k MIRET 
(HHD [A4i dE), | 因而 了 (CD =Uy, 
例 3 和 第 十 -一 章 $5 中 一 样 , 我 们 有 


Dat FOPA RE EDG). (4) 
EN 设 4 为 Hilbert 空间 中 一 未 必 有 界 的 线性 算 子 ， 五 为 此 空间 中 一 有 界线 性 算 子 ， 藻 
ZED(4) 导致 BxED(4) H. ABr = BAz, (5) 


亦 即 如 果 ABLBA, MRA BOCA)’, 并 称 B 是 与 4 可 交换 的 因此 我 们 将 把 与 4 可 交换 的 
有 界线 性 算 子 B 的 全 休 记 为 (4)“. 


定理 1 对 十 Hilbert 空间 X 的 自 位 算 子 H= [Adar O 的 函数 FD, BATA 
(f(H))'2 (A), (6) 
IRAN f(A) 是 与 一 切 与 五 可 交换 的 有 界线 性 算 子 可 交换 的 (由 于 根据 第 十 一 章 y 5 中 的 定理 2 
ECACC)’, 故我 们 知 , 特别 有 f CAD 与 一 切 ECA) Ey eR), 
证 明 ee SCA)’, FARINA S SHR FA 可 交换 ,我们 首先 证 明 S 与 五 的 
Cayley 变换 Us al ede, AE xED(H), 则 根据 SE(H)' 我 们 有 
SUH +iDae=(A+iDS2, (H-iD Se=S8(H-iDs. 
mC + iDa=y, 从 上 面 的 第 一 个 关系 式 我 们 知 
(H +i) Sy=S(H+iD'y 对 —tDyER=R(H+i). 
因而 
S(H—il) HE = (H iD) (H +i, IRB SU =U pS. HAS SUD e"tdF (0) 
(n=0, +l, …) 可 交换 ， iia 
I ed (SF (Mz, 9) = (sf edF (gm 小 - | dE (0) Sr, y). 
0 0 0 ， 
时 而 如 由 第 二 一 莹 #4 中 给 出 的 西 算 子 的 谱 分 解 的 唯一 性 证 明 中 所 表明 ， 我 们 得 SFO) 
=F OS, 这 就 证 明 SE (A) =E(A)S, RA EC cosh) 一 了 (0)， 因 此 对 eeDG(A)), 我 们 得 
(S [EDEA e, 9)= [fasB Wz, ») =[F@a@@Se,y), 
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亦 即 Sf CH) Sf (ADS, 
Lia RE FEL HA an FERAY NE i, 
定理 2 (Neumann-Riesz-Mimura) iH Aafa Hilbert Ai] X HMA RAF, 又 设 
TAX Hiy—pleA pee TIER DCP) =X, MA TET RO PAB FCA), 此 处 f(A) EA 
有 限 的 Baire 国 数 , 其 充分 和 必要 条 件 是 
(T)'2(H)'. (7) 
证 明 只 须 证 明 条 件 (7) 是 充分 的 ， 我 们 可 以 假设 如 是 有 界 自 伴 算 子 ， 若 瑟 不 是 有 界 的 , 此 
时 我 们 考察 H =tan :已 ， 出 于 |tan A) 97/2, AR A, 为 有 界 自 作 算 子 ， REEL, 算 子 
A=tanH, 与 一 切 E( 五 ) 的 算 子 可 交换 。 因 此 根据 假设 我 们 有 
(M2 (HV SH). 
PELA, An ee PA 2 wt Y o STE, =f, CH) =f, (tan) = faH), FE fA 
=f, (tan'A) 
TA BR TAT Be H EAR H EEH. 
第 一 步 ” 对 任 一 冉 定 的 ED, 我们 能 找到 一 Baire ge F(A) 使 得 Tro =F CA) a, XW 
如 下 证 明 ， 设 M (ato) 为 由 o, Hao Ham, +, Hae, … 所 张 成 的 最 小 闭 线性 子 空间 ， HAL SEI 
M (£) ERJ rE, 此 时 (7 DL, WA HM (2) SM (£), R HL=LHL, tk LH =(AL)* 
= (LHL)*=LH L= HL, JK LECH)", PAT AGERE (DP) SL. 
BREA Paty =T Lao = LT xo <M (0), WILE- BTA I p, CA) } 使 得 
Pay = 8-limp, CH) ato. (8) 


因而 根据 (4) 我 们 得 
|.) ro Bm Hea]? = | [Be (2) Pn A [AB A) ao 


和 在 严 (S, B, m) 的 完备 性 证 明 中 一 样 , 我 们 知道 存在 一 Baire 函数 PA) EXE mAn, A1) 
= [E A)|? EA) xo |? iE E m EATE, 且 使 得 


lim| POPA PAEA? =0. 
因而 对 PODRIA 
lim] (PH) —p HD zol = lim| EA —p, (2) [a] A) zl)?=0. 
这 就 证 明了 Ta=F a, DEFORT mA, 21) = EAD [BA aa 确定 的 测 
BE mA ILA ARAL, BRAT TARE F CA) yf Re A 处 取 有 限 值 的 Baire 函数 ; 对 于 那 
seti | FCA) | =00 的 4 我们 可 以 令 斑 (D =0, 
第 二 步 ” 由 于 X 是 可 分 的 且 D(T)" 一 X， 故 我 们 可 以 选择 一 可 数 的 序列 {9s} 生 D(T) 使 得 


49") 不 六 内 强 稠密 ， 我 们 令 
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n-i 
4 =g, f:= 9g2 Lifa, "tts fr = Fn Do LI, HK 中 Ly 
k=1 


(9) 
为 到 闭 线性 子 空间 Mf) ERD BERS. 
根据 第 一 步 , REIA O DE 故 
LED) mE T SED) (m=1, 2, +), (10) 
我 们 可 以 证 明 
LiLi=0 ( 当 i+) (11) 
及 
1= S17,. (12) 


假定 对 记 k<%n 轩 (DD 已 得 证 ， 于 是 对 i<n 有 
n-i 
r an-zora 
k=] 


L:H” f,=H" Lf,=9. 
因此 MCF) 5 MG) IEE. RIE LiL = D6, =0, 


HBAS L. =P, 我们 证 明 Pg= (n= 1,2, ), HTE BRE, MRI P 
=1, 然而 由 (9) 我 们 有 有 
P9,=Pf, + SPL gu 


AYE FCM) 我 们 还 有 Pf 二 所 ， 因 而 根据 由 (11) Sa PL. =L,, REPLI, 
(n=1, 2, nr), 
第 三 步 取 一 正 数 序列 {ce，}) 使 得 


k 
s-lim > uns si 之 ,or 
n= 


BPO n=l 


均 存 在 ， 例 如, KAT Me. = 2° (Flt TAD. APP RASS, 故我 们 有 


ro Sof EDT) 有 Tao yo= leM fa (13) 
n=l 


Dg if Hy Si ey 
Tr) - F(A) 2. (14) 
设 BEH) 为 一 有 界 自 化 算 子 ， 于 十 根据 假设 BE(T)'.， 由 定理 1，F(H) 与 B 可 交换 , 
因而 
F (H) Bz = BF (H) xp = BTxo= TBYo. (15) 
en A) ARG; IPO) | Sn} RER, & 
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B=cr'P,H'L,, ti P, =e, I). 
-Fii fei THE HEHH 
PP, =F (H) Pu (16) 


事实 上 , 根据 (11) 和 FEM fm) BAVA Lnt0= 这 crLnfn 二 cmfmw， 因 而 由 (15) 


FDP, Hf =F UA) c3 P, H Laxo =F CH) Baty = TBYo 
= Te P, H Lazo = TPH fm 
亦 妈 对 于 由 AS, GRRE k, HEB miele, 我 们 有 
F(A)P,h=TP,h. (16') 
BEX TE A LEE MF) PRR, RROD 我 们 知 , SRE mA ER, Mi h EX 
PEREK, Po Re BSE HE X BARA e ERAT a6. 
由 (4)P 是 有 界 的 .根据 下 面 给 出 的 运算 微 积 , A PCP, SP RP, 其 中 
FA) =F Aje,A) SFA 对 [IF (NW | Sn, =0 对 |F (0) >n. 
Ale FCA) =P CADP, 是 有 界 的 . 
设 h*EX 为 任意 , Mik h* = s-limh;, 其 中 请 是 形 如 Af, 的 元 的 线性 组 合 ， 如 上 所 证 , 这 
PEER A THEI, MET F ODP, 的 连续 性 我 们 有 
BH) Pyh* = s-limF (H) Pah 


因而 由 3 =P,h* RAG), 我 们 知 闲 算 子 下 满足 (16) . 


第 四 步 RIEF), KE = Pry, HE FA) ALEAR, BOAT s-limP, =I, 因此 
s-limgy,=s-limP,y=y, AHA (16) RTF), MA s-lim F UI) Pyy = 8-limP, Dy 


=F (Hy, AB YEDE AY), 
ik YED), HE yn = Pay, TE 
Ty, =TP,y=FCA)P,y (由 (16)), 
TP,y=P,Ty (h Pa=e,(H)E(H)'). 
根据 下 面 给 出 的 运算 微 积 ， 五 的 函数 (HH) 是 闭 算 子 ， 因 而 在 上 面 的 关系 式 中 Ano, Ha 
F(H) 宇 TPT， 央 此 我 们 便 证 明了 T=F(H). 
运算 微 积 ”我 们 有 
定理 3 () 设 了 (为 有 () 的 复 共 谣 函数 ， 则 D(C(H))=D(f(H))， 且 对 zx，yED(f (HD)) 
二 D(F( 五 )) 我 们 有 | 
(f (HA) 2, y) = (a, F(H)y). (17) 


GDE #EDYUD), JEDN), W 
Fa, gDD=| FAIDE Az, y). (as) 


GDE ED (HD)), 则 (ef) Ean ef(H)e, # EDH) NDH), N 
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(人 Hr fa ge. oe a) 
GVR ÈD), WE SUD ZED GUD) At AB te @CD(P-9 HD) 8 Or fs, HEB EIA 
=S AIA), 回 时 我 们 有 


GUD FIDa=(g-fydDn > (20) 
Cv) BE fA) Be Mbt ARE, Uf CD) ETE BTL So 
FD * = fD. l (21) 


特别 , 当 FCA) 为 实 值 记 处 处 有 限 诗 , POD WBE, 
证 明 ODED =DG(A)) ETAR, 又 


GD = FOAB DD) [Oda BAD 


Gi) 由 定理 1 我 们 知 怠 ( 力 与 9( 如 ) 是 可 交换 的 ， 因 此 
Fe, gD =] FEDT =| FOE, BAI) 


=| FOGE Ond] sad EED, 
-| fof Iiu E] fIDa Dag). 
(ii) RBA. Gv ie wie |” IFA) [IE Aal*<co, Fek EAE =B(min(4, u), 
REON JOD 的 可 交换 性 ,条件 | O PIEDo 便 导致 
00> ig Pa BD a= |g) Pal FUE ODA? 
=[ -19 a fo rag) ECD) 


-P ordf wrar) ord ramen. 


出 于 上 而 的 运 筑 可 以 逐步 倒 回去 ， 故 我 们 知 在 假设 xED(f (HD)) 下 ， f(H)zED(g(H)) 和 
XED(f.g( 如 )) 这 二 个 条 件 是 等 价 的 . 且 成 立 E 


ODDE =| DIEA, y) 
=f saff fones) 


(Vv) RIS AO) =I FWA ta, KA =A, JAFARA, ， 共 中 必 为 任 一 正 整数 ， 于 是 
KA) Ag (A) SAL AT HPA, Witt DE) = Dg (H)) =X; Attri Gv) 

fH) =A(H)g (H) =9 GDh). (22) 
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H G) K DUD) =X, RAG) * =k), TRU RGD 是 自 伴 的 . 由 (iv) 我 们 有 z= 
h(CH)ECH)z( 对 一 切 xEX) 及 z=ECH)h(H)zx( 对 一 切 xED(h(H)). Aili kh) =kCA)'. Bike 
根据 第 七 章 8 3 中 的 定理 kE AHE., MADE) =DACA)) EX PRR, KRITT 
LEX fH). RIER f(A)*=f(A), 设 一 对 EX 的 元 素 {9, 的) 使 得 对 一 切 xED(f(H)) 
HJA (f D2, y) = (a, y*). TEH 9 (A) * = 9 (4A) ( 它 由 (GD 和 (22) 得 到 保证 ), 有 
(f (A) 2, 9) = (g (DACA), y) = (h(H) a, g(H)y). 
因而 ,由 xzEDC(B)) =D(h(H)) $n hH) BEE, 我 们 得 
G(H)yCD(RCH)) HhCH)g(A)y=y"*. 

因此 再 由 (22), RI FD y=y*, 故 f(H)* =f (H). ALA, 由 (iv) 我 们 知 f(D) BERN, 这 
驶 是 了 CH)*fCH) =f (A Fd), 

系 AA) AAA ARRAY, WW FCDA. 

证 明 由 fCH)**= 了 (CH)*= 了 (HAH) =f Di A H. 

历史 注释 定理 2 首先 由 J von Neumann [7] 对 有 和 界 自 伴 算 子 的 情况 证 明 . 参看 
F. Riesz[5]， 关 于 闭 线性 算 子 了 的 一 般 情况 是 由 站 . Mimura[2j 证 明 的 。 上 面 给 出 的 论证 取 自 
Y. Mimura[2] 和 B. Sz. Nagy[ 1], 


§ 13. Stone 定理 和 Bochner 定理 
作为 一 个 自 伴 算 子 的 函数 的 例子 , 我 们 给 出 
定理 1 (M.H. Stone) 设 忆 小 一 co<t<co, 为 Hilbert 空 间 中 西 算 子 的 (Co) 类 单 参数 群 . 
则 
U, =f:.(H), 其 中 (4)=exp(it4), H. iH =A, H* =H, 
是 群 U, 的 无 穷 小 生成 元 . (1) 
反之 , HX PEAR ALU, =f. ED) RET HP BA (Co) 类 单 参 数 群 . 
TA ERC RR EARN 
U= s-limexp (ti (I —n "iH) "')x. 


H P ER Be g(t) = exp Cih (n tiA) He MEA h F exp((—nt22/(2 +22), BRD H= 
| AdE (A) 我 们 有 


tiA 


exp(tiH (I —n"'iH)“1) =| exp (a 


az). 
此 外 还 有 


tmf” | exp (g) e (tia) | az 


n>a 1—n 


bod 
=lim| 
NIP! — o 


— 4A? _ 2 TY 2 
exp (示人 7) 1| AEA zl 一 (0. 
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这 就 表明 U.=f.(H) =| exp ita dB), 

至 于 定理 1 的 逆 部 分 , 根据 前 节 的 运算 微 积 , 我 们 注意 

f.CH)*=f..CD) BP CD fs) = (B), fol) =I. 
由 
HH)z—al =|" lexplit) 1/41 Bal >0 £0, 

我 们 还 得 到 f (HE t=0 处 的 强 连 续 性 ， 因 而 U0 ,= =f CED) EWU By (Co) RBM, 

注 关于 原始 证 明 ， 请 参看 M. H. Stone[2]， 亦 可 参看 本 von Neumann([8]; H E. Hopf 
[1] 给 出 的 男 一 证 明 是 基于 S. Bochner 的 一 个 定理 : 

定理 2 (Bochner) “一 复 值 连续 国 数 f(t), —o<t<oo, 可 表 成 


ft) = 人 om， 其 中 (AD 为 一 非 降 右 连 续 有 有 界 函 数 ， (2) 
当 且 仅 当 f+) 在 下 述 意义 下 正定 
[pF e-on 对 一 切 具有 
_ 紧 支 集 的 连续 函数 9 成 立 . (3) 


h E. Hopf $ 8 出 的 定理 1 MEIRA CO) = Uaa) BEKE (3) 这 一 事实 出 发 的 ， 而 此 
可 由 


[vm no ra) | Ue, Caz oto) dds 


“fp ee) 


得 知 ， 我 们 来 证 明 Bochner 定理 是 Stone 定理 的 一 个 推论 
从 定理 1 推导 定理 2 ”考察 这 样 的 复 值 函数 (E) o< coe S, E MRA RE 
的 +1 值 的 有 限 集 合 外 二 满足 z(t)=0; 这 有 限 集 合 可 随 x 而 变化 . 除了 公理 ; (x, 2) =0 导致 2=0 
可 能 不 成 立 外 , 宫 按 
(a+y)(t)=x(t)+y(t), (or)(t)=ar(t) 及 


(z,y= D fli—s)a(t)y(s) MHI z, yE (4) 


<i, 3< 


成 一 pre-Hilbert 空间 ， 对 任 一 2s, (x, 2) 0 X—- REAR F(6) 的 正定 性 的 一 简单 推论 ， 
4 R= {xESD; (zx, x) =0}. FAA S/R ATAR CGE, p) = (r, y) A— pre-Hilbert 空间 ， 
Hz Bas ch HER HMR, XH pre-Hilbert 空间 全 /路 的 完备 化 由 
(U,2)(t)=alt+r), xed (5) 
定义 的 算 子 U, 必定 满足 条 件 | 
(Uz, Uy) =(a,y), UU,=U,,, H. Uo=l. (6) 
所 以 易 知 U) BRE X PHT MBS OO, HO} (一 c<r<co) 组 成 了 中 一 个 西 
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算 子 的 (Co) Rew BANS Ô, 关于 t 的 强 连 续 性 由 函数 FCO ET, 
因而 由 Stone seat, Ô, = [7 e ABA). WE CEEB 为 由 mm(D -1 且 只 要 tee 便 有 w(t) 
SO 所 定义 的 请 数 ， 风 图 (4) 和 (5) 有 了 (7) = Cty zo)， 所 以 
f(x) =| enh 


这 就 证 明了 Bochner 定理 . 
注 象 《4) 中 那样 利用 证 定 国 数 定义 pre- Hilbert 空间 的 思想 由 B. Sz. Nagy[L3]. 未 统 地 使 


用 于 涉及 Hilbert 空间 的 各 种 有 趣 问 题 . 


$ 14， 具 有 简单 谱 的 自 伴 算 子 的 标准 型 


设 H = [ME 为 Bilbert 空间 X 中 的 一 自 伴 算 子 ， 它 具有 如 第 十 一 章 $8 中 所 定义 的 简 
单 谱 ， 因 此 存在 -元 yEX 使 得 集合 {(B(B) -E)n acp) 张 成 的 一 称 密 线性 子 空间 、 我 
们 命 Oo E 
a (4) = (B(A)y, 9). a a) 
于 是 (为 是 单调 非 陈 ， 右 连续 县 有 办 的， 我 们 以 o (BIA R 上 的 Baire 集合 上 的 由 o(a, BD 
=o (b) 一 (四 确定 的 Baire WE. RIALO, oo) FRG =hF IFA oan) 
<oo 的 复 值 Baire 可 测 函数 f(A) (一 co<4<co) 的 全 体 ， 于 是 Lo, 00) BAC, 9). 
=| fg Golda) H Hilbert 空间 IMCL LE bf=g 4H KRY FA)=~gAo-ae. 

定理 “我们 对 任 一 CD)E 尼 (一 co, cc) 配置 一 个 由 


A 


[Way RO 


定义 的 互 中 的 矢量 了 与 之 对 应 . 则 对 应 FCA) -> 是 .天 (一 co， 到 上 的 一 线性 等 中 肤 册 设 
这 个 映射 记 为 了, 亦 即 了 =Tf， 则 在 L2(—00, co) 中 的 算 子 H =V HV 恰好 是 乘 以 4 的 (乘法 ) 
算 子 : 
D(H) =D HV) ={f A; f AMASA) 均 EL2( 一 00, co)) 
且 (Af) ()=af(a) RE 了 (DED(H,). (3) 
证 明 h EWE) =B(min(4, MRNA 


P= FLEO, E| KnEw 


OTA y) =| Fold), 


Ga=| FED H-S sag@ed@)=,0. (4) 
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所 以 v 一 一 地 ， 线性 且 等 距 地 喘 DO) = 12(—00, co) LAS f= | (A)dE (A)y, FELX— œ, co)} 


E. {LE RY) SRE Wn aA) y= (BB) —E (a) jy (0< <p <0) HR, WOT 


WIE A E EE EGE, MRO) = RU) X. AiE AHY EDIE, 
上 其 次 我 们 有 ”| 


ROP- RA JUDE FAB ABD 
=|" FEDE cy, 
MOH 
BOED=) E OA (5) 


因而 条 件 | awf, <o (BEF EDU BONE AE” ALL [ro (dA) <0, Ht HP, 
在 后 一 情况 ， 由 第 十 一 章 §12 (20) 我 们 有 
四 | uvg-Hf~|" AdE (AF, 
由 而 由 (4 和 (5) 得 l 
Cf, g), =V HVS, ge = AV f V = HA f g) 
=| a@w), =| SO. 
另 -一 方面 , 我 们 有 | 
HLD AD WIAD 
所 以 我 们 必 有 l Se 
oaa a (HPA AfA -几乎 处 处 . ， 
注 “具有 简单 详 的 白 伴 算 了 与 Jacobi $ BE I 47 —- WR BEER. 请 参看 M.H. Stone [1], 
p. 275， 关 于 共有 不 必 是 简单 谱 的 自 伴 算 子 的 标准 型 ， 请 参看 械 von Neumann 的 约 化 理论 : 
Neumvann[9)) roo, | i 


人 


$ 15， 对 称 算 子 的 亏 指数 . 广义 单位 分 解 


定义 1 设 U=Uy= (及 一 这 )( 玉 十 这 ) 1! 为 Hilbert 空间 和 中 闭 对 称 算 子 H. 的 H Cayley 变 
e. 设 Kp DU Xq= RU y)*, 又 设 m= dim (Xj), m= dim DAMA Xi Xn EB, Mi 
ERR GRA O MWET. HEATER, EIO EERS HEN O, 0) 的 ( 见 第 七 这 8 
命题 1 闭 对 称 算 | PARTS HER, ?) 可 定义 如 下 : RM SE Heg= et 
PO n 是 线性 子 空间 {zE; 瓦 *zr= — i) PR Be 
证 明 AB OR 8 4 中 定理 3 而 自明 . 
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fll 设 卫 =L2(0,1)， 设 刀 为 这 样 的 绝对 连续 函数 x(1)EL*(0,1) 的 全 体 ， 它 适合 2(0) 
=2(1)=0 H.a (t)EL (0,1). WZ D=D(T,) kit Ta(t)=0 2" (t) ELAS T ERS H 
数 (1,1) 的 . : 

证 明 WALES 3 的 例 4 中 所 显示 , TY=T, 由 下 面 给 定 : 

Tet =i 'e'(t) TE DT.) = {a(t EL? (0, 1)32t) 绝 对 
连续 且 使 得 x(t)EL?(0,1)} 上 . 
Atk ty = Poy = iy WRR YEL (0, 了 1) 是 微分 方程 


y(t)=—yt) (y,y €L? (0, 1)) a) 
的 分 布 解 。 于 是 z(t) 二 y(t) exp (t) 是 微分 方程 
2'(t)=0 (z, 2 EL (0, 1)) (2) 


的 一 个 分 布 解 ， 我们 来 证 明 存 在 一 常数 C 使 得 对 a.e. tE, DA s(t)=C， 为 此 目的 ,我们 取 
任 一 函数 ru(t)EC3(0, 1), CEA mC) de =1, 命 


a(t) —ay(t)( x(t) dt =u(t), w(t) =| u(s) ds, 
其中 2( 9% C2 (0, 1) MY —AE AR, 出 | u(s)ds=0, # weC3 (0,1), LARC) RIE 


-| 2(t)w'(t) dt=—| 2(t)u(t)at =0, 
亦 即 
[aCe ect dt = Of at), 其 中 C= |" a(t yao(t at. 


MAGE a(t ECS (O, 1) 的 任意 性 , 这 就 证 明 对 a. e. 1E(0,1) 有 G), 
因而 T*y iy 的 任 一 解 是 y(t) =C exp( 一 龟 这 种 形式 的 . 用 同样 的 方法 我 们 知 Pty = — ty 
RO FEARS y(t) =C exp(t) 的 形式 ， 六 此 了 是 具 亏 指数 (1, 1) 的 . 
定义 2 Hilbert 空 PX Ht 的 对 称 算 子 召 称 为 极 大 对 称 的 ， 如 果 不 存 在 互 的 真正 的 对 称 
扩张 ， 
命题 2” 极 大 对 称 算 子 五 是 闭 的 且 吾 = H**。， 自 伴 算 子 吾 是 极 大 对 称 的 . 
证 明 ”根据 第 七 党 $ 3 中 命题 1, H** 是 五 的 闭 对 称 扩张 . 因此 命题 2 的 前 半 部 分 是 显然 的 . 
zH, ABLE TH HRP. 于 是 由 HLA), HSH ĵ, PVA SASH, ai HA = H* 
ITCH. 这 就 证 明 自 伴 算 子 五 是 极 大 对 称 的 . 
系 上 给 定 的 对 称 算 子 五 的 每 一 极 大 对 称 扩张 Ho 也 是 H** 的 一 个 扩张 . 
证 明 关系 HCH, 导致 关系 HIGH* WASH, RENAA Hi, ROK 
R2? BAA—MRAT, 使 得 A=, MART H* 是 五 的 唯一 的 极 大 对 称 扩张 . 
证 明 ATA, A 是 极 大 对 称 的 。 因 此 五 的 任 一 极 大 对 称 扩张 ARR] Ete 
H** 的 对 称 扩张 ) 与 8**==H* 一 致 . 
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因此 我 们 能 够 叙述 
一 术语 属于 工 von Neumann, sss 

例 2 ie X=L?(—co, 00), FER a(t )EC}(— oo, co) 通 过 Exz(t) 二 所 2t) 定 义 算 子 瑟瑟 
当然 是 和 中 的 对 称 算 子 ， 易 知 H* 是 第 七 章 $ 3 之 例 2 中 定义 的 坐标 算 子 ， 故 互 是 本 质 自 伴 的 ， 
由 Hz(t)= 计 1w'(t)( 对 w(t)EC3( 一 0, ©) ) 2 MAE H BEE X= 1? (—co, cc) PARA TE 
的 ， 因 为 在 此 时 , W* 是 第 七 章 $ 3 2A 3 中 定义 的 动量 算 子 . 

定理 1 设 闭 对 称 算 子 五 的 亏 指数 (m,n) 适 合 

| m=m'+p, n=n'+p (p>od). 

则 存在 五 的 一 个 闭 对 称 扩张 A, 它 具 有 亏 指 数 (re ,2 )、 

证 明 设 (po Po 8) Por Pro “u Porm, Wo Par ees Wor Pests os Pernt) DIWA 
Xy=DU yg), Xa RU n) 的 完备 标准 正 交 系 ， 按 

Va=U,x 对 xwED(Uy), 


? ? 
Ve > ap =D at, 
i=] i=t 


定义 Us 的 一 个 等 距 扩张 了 .根据 第 七 章 She M1, RERI) =X. 因此 由 
RUI—V)2RU -UA RABE 84 中 定理 2， 存 在 一 唯一 确定 的 五 的 闭 对 称 扩张 A, AV = 
(Hil) (H' +i), A ty SHR BCR m , n), xa hdi) =m’, dim (RO) =n 而 知 

RO ”具有 亏 指数 (m, o AM BRE HO BO BAS, 当量 仅 当 和 = 0 或 2= 0， 

证 明 “ 仅 当 ”部 分 根据 定理 1 而 显然 ， 如 果 ， 比 如 说 ,mm= 0, 于 是 由 Ja) =X, MAA 
对 称 扩 张 Hy BN Un Un, 这 证 明了 Ho=i(T+Us) (一 Up) ill +U) (U 
=H, En=0 的 情况 下 , 我 们 亦 可 知 不 存在 H AEA, 

例 3 EP, Po Pay …} 为 (可 分 )Hilbert 空间 交 的 一 完全 标准 正 交 系 ， 于 是 , 按 


Daip;=> ap Dla] 
i=1 #=1 i=i 


我 们 定义 了 一 个 闭 等 距 算 子 UV, 它 使 得 DU) =X H dim(RU)*)=1,, # RUU) +X, 则 存在 
— 20 F @ERU—U)*, sb (UU) a, 2) =0, 帮 (Uz,z)=]z]?=1Uz|?， 这 就 导致 
{7—U)z]? = ja]? — Ua, x) — (2, Ux) + Uz)? =|2]?— jej- fal? + fal? =0, 

亦 即 Uz= zw， 因而 根据 已 的 定义 ，z 必 为 零 ， 这 个 矛盾 表明 RU-U)=X, ATREA EE § 4 
中 定理 2，UU 是 闭 对 称 算 子 五 的 Cayley 变换 ， 五 是 具 却 指数 (0，1) 的 ， 这 是 因为 D(0) =X H. 
R(D)+ h p, 所 张 成 ， 因 此 五 是 一 个 不 具 自 伴 性 的 极 大 对 称 算 子 ， 

定理 2 (M. A. Naimark[3]) 设 Hilbert Z X, 中 的 闭 对 称 算 子 H, 是 具 亏 指数 (m, n) 
的 ， 则 我 们 能 构造 一 个 包含 X 作为 闭 线性 子 空间 的 Hilbert 空间 XX, 以 及 一 个 在 症 中 具有 亏 指 
(m+n, m+n) HAM RAS A EA 

H,=P(X,)HP(X,), 385 P(X) HX BX, 上 的 投影 ， 
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WBA ” 考 侍 一 个 与 和 有 相同 维 数 的 Hilbert 空间 X, RATE X: 亏 指 数 
(rn, MMM RRS 万 ,， 例 如 ， 假 定义 ; 与 和 ;重合 ， 我 们 可 以 取 五 = 一 ,此 时 我 们 会 有 
{ae X.3 Hfe=ia} = {rER; Hře = — iz), (EX); Hr= — i£} = eX Hf wi i Ay WS 
数 必 为 (n, m), 

Et AN Be 

Hæ, = (Aja, Hoy) Zle, 从 EX XXa 其 中 EDH), YED) 
定义 的 算 了 Sy AV 2 BA Hilbert 空间 X= X, xX 中 的 一 闭 对 称 算 子 ， 条 件 、 
H* (a, yj = ita, y) RR Ea; y} = ilr, y}) 

EIk Hte=iw, Hty= iy Hře= ~ir, H¥y=—iy), ETIR ANT AVAL HD» 加 a 数 是 On-+n, 
m+n), . ne 

WLC DIE HA TE, FUEN- [AEDA É kA. wie H, 


看 成 五 中 的 一 个 算 子 时 , 算 SHA BE) Ë EJE . H, 的 扩 He, 所 以 我 们 有 有 结果 : 
E sE€ED(H)ZX,=P(X, )X, 则 2@=P(X,) ee DCA) H. 
Hye=P(X,) Ha=P(X,) ÅP (X de=" AdF(A)a, Jeh (3) 
F(A) =P(X,) B(AP(X,). | ` 
AFA) <4<00) 必 然 满 是 条 件 : 
PAE XO, 
A, <A, BR (F(A) 2, 2) < (P(A) 2, x) 对 每 一 EX;， 
F(A+0)=F (A), 


n (4) 
F(—-coja= s- jim F(A) z= 0, ! 


F(co)g=s- lim P(A)a= x 对 一 切 scX 
注 1 ”对 于 闲 对 称 算 子 Hy, 我们 有 
H= F i MP (Aa 对 一 切 eeD(H,), 


其 中 全 (六 一 < 4<oo} 适 合 (4)， 在 这 种 意义 下 ， 吾 ; 具有 广义 谱 分 解 . 

A BEX =L(—co, 0), KD, 为 满足 z(0) =0 H CEL co, ORIEN 
2《#)EL( 一 co，0) 的 全 体 ， 则 按 Wie t) =i a (t YE Dy = DUN) be LITE TH, 是 具有 己 指 
数 (0，1) 的 极 大 对 称 算 子 ， 我 们 可 如 上 面 例 1 中 显示 的 那样 知道 这 一 事实 ， 设 X 王 (0，co)， 
又 Da 为 满足 2(0) =0 H a" (t EL? CO, co) 的 绝对 连续 函数 a(t EL? (0, oo) 的 全 体 ， 则 由 Tax(t) 
Sia (t) 在 Ds=D(Hs) LE LWT H ERE SAM (1，0) 的 极 大 对 称 算 子 ， 此 时 ， 
X=KXX,=13(—co, 00), HEM 2 中 的 算 子 五 可 具体 地 由 HoCt) =i a(t) 出 ， 共 中 
a(t EL? (— 00, co) H. a (0) =0, a" (£)EL(— co, 00), 


E2 由 于 A= MEOE H 的 一 个 扩张 ,所 以 对 EDH RIR 
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t 


JA .x)= | Hal? -| ždi Ael = f PAA, £) 
=|" aha P(X)a, PADD = |" aE Da, 2). 

然而 条 件 | HAE Ade, 2) <00 AE FR RED), RPI ATA 

定理 3 TERA RET TD, 的 情况 下 ; 对 于 六 由 的 相应 的 广义 谱 分 解 | 4 我 们 有 

re DH) SPA [ BaP Ada, 2) 之 oo (5) 

证 明 ik 2 中 的 论证 表明 | aF As 四 一 co 导致 | ZalBC)ef*<co, aM LEDA), 

ees 
=P(X;) HP(X,) 


ERM X 中 算 子 时 是 H, 的 一 ve ELDU- DNX. RRE 鼠 , 的 极 大 性 ， 我 们 
OAH, =H, .内 此 DCH) =D) = = D(A) NX,, 故 根据 H'= =P(X,) HP(X,), 4 zwEXi 时 条 件 


EZONE oan. PAPAE, 2) <00; 反之 , 条件 CED) BBY ACP Aa, 2) = 
| Falher - 加 | 

Ses ie 任 一 闭 对 称 算 子 能 扩张 成 -- 极 大 对 称 算 子 五,， 所 以 我 们 能 使 用 我 
们 的 定理 3 以 使 (5) 成 中 关于 广义 谱 分 解 的 详情 请 参看 N.I. Achieser-I. M. Glasman[1] 或 
B. Sz. Nagy[3], Hilbert 空间 中 自 华 算 节 的 谱 表 示 遂 过 适当 的 修改 能 推广 到 Banach 空间 中 的 


某 类 线性 算 子 上 ， 这 个 结果 是 属于 N. Dunford 的 , 它 可 看 作 无 限 维 空间 中 的 “初等 因子 理论 ”， 
qB% N. Dunford-J. Schwartz[6], © 


§ 16. BK L' 及 Wiener 的 陶 贝尔 定理 
Gelfand KIEZ easy BF 中 具有 为 外 一 个 重要 应 用 ， BI Wiener 的 陶 贝 尔 定理 的 按 算 子 论 
形式 的 处 理 . 
线性 空间 三 (一 oo, co) 关于 函数 和 及 如 下 定义 的 积 
Gxg(DO= (f49)(t)= 六 f(s) g(s) ds (1) 
R- FR, 因为 根据 Fubini-Tonelli 3 定理 | 


| | [reo ane a RA EL ML ME 
次 此 我 们 证 是 子 ， 


Cg， SoHE [5 Lo, co) hii. (2) 
所 以 我 们 已 证 明 | 
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命题 1 我 们 能 在 形式 地 由 
Z=deta, XEL!I(—o00, oo) (3) 
给 定 的 所 有 元 组 成 的 环 L 中 形式 地 引入 一 乘法 单位 元 e. 事实 上 按 下 列 法 则 工 是 一 赋 
范 环 : 
(Aye, +21) + (Aeta) =A tAE (a tt), 
a(Aet+2) = Ae + Mn, (A) 
(Aye ta) x Age tate) =AyAge + Atat Age Ty X Ta, 
[Ae +a] = [Al +] oh. | 
这 个 赋 范 环 L 称 为 实数 加 法 群 R 的 群 环 ， 我 们 将 找 出 这 个 环 的 所 有 极 大 理想 .一 个 
极 大 理想 就 是 一 (一 oo0，co)， 荆 就 是 从 它 加 上 单位 元 e 而 得 到 的 .我 们 来 找 出 所 有 极 大 理 
想 TEI), 
对 于 赋 范 环 L 的 任 一 极 大 理想 , 我 们 将 以 (2 刀 表 示 在 环 同 态 映射 LLI 下 对 应 于 元 Z 
的 复数 ， 因 此 对 3 一 he 十 x, El, 有 (2 10) =A. 
设 I 为 的 不 同 于 的 一 极 大 理想 . 于 是 存在 一 函数 xEL'( 一 00, co) = 五 使 得 (z, 了) 大 0. 
我 们 令 
X(@=(@,1D/@D, Kp z(t)=7(t +a). l (5) 
RIX (0) =1, 且 根 据 | (zs, I) |S leal = lel, 我 们 知 |1X Sle] @, DD|. 因 此 函数 X (a) 对 a 是 
有 界 的 ， 此 外 ， 由 
[x (@ +8) — X (a) | £ |a 18 —Tal/ 1 @, DI, 
知 函 数 X (a) 对 a 是 连续 的 ， 因 为 根据 第 十 章 S1 之 (2), RATA 
limf |x(a+d-+t)—a(a+t) | dt =0. 
另 一 方面 , HB were <2) (1) = (a, x Xp)(t) 我 们 有 
(Xan 7) =(X,, T) (Xs, D, 


故 
x (a+ B) =X (a) x (B). (6) 
Hle Be RE AS WE BA TETE — RE — eA SE = EC AEI 
X (a) =exp(i -É (I) +a). (7) 


事实 上 , 根据 X (nat) =x (@)" 及 函数 二 的 有 界 性 , 我 们 得 |X (ad) | 三 1， 因 而 根据 X (@) X (一 a) = 
x (0) =1 我 们 必 有 | (@) |=1， 因 此 作为 (6) 的 连续 解 且 其 绝对 值 为 1 的 这 个 函数 xX (a) 必 由 
(7) 这 种 形式 给 出 ， 至 于 数值 E(T) RA Em EL (o, ©) 的 选取 无 关 这 一 点 可 从 
x (a) (y, D) = Ya DR, 未 一 式 系 由 fo xg=3%x Ya 导出 . 

因此 我 们 已 作出 了 群 RB! 关于 给 定 的 极 大 理想 IE, 的 (连续 再 ) 特 征 x (a)， 


其 次 我 们 指明 如 何 重新 构造 关于 这 个 特征 的 理想 .或 者 等 价 地 ， 如 何 由 Xx 重新 构造 数值 
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G, D. 
IHE— YEL (— o0, 00), BTA ， 
xn(D=| say d= ety (sas. 
因而 根据 (5) 及 环 同 态 LLI 的 连续 性 , 我 们 得 
cxyD=oDdD=en| x(—s)y(s)de. 
因此 , 由 (z, 1) +0 我 们 得 


GD=| y(sexp(—i-£() +8) as. (8) 
PRUARHE— Z= Ae +z, Hip EL (— o, 00), 有 
G D=0e, D+, D=4+| a(syexp(—i-£(D) :s)ds. (9) 
反之 , FE-PE 的 (连续 , 西 ) 特 征 X (@) =exp(i-£-0) ELA LY ARH LOMA: 
= a(epenp(—i-f-0)de@=2e +2, EL (0, oo)) (10) 


因为 由 Fubini-Tonelli 定理 , 我 们 有 

| (a, Xan) (tjexp(— i E. t) dt = | zeai: £. oaf, w(t )exp(—i-- bat. 

我 们 因此 已 证 明了 ot ee 

定理 1(Gelfand[41] 和 Raikov[1]) ZERE R! 的 群 环 L 的 所 有 极 大 理想 T#L'{—o, œ) 
HRA KAP BER! 的 所 有 连 绕 、 西 特征 x (a) RA Al, 存在 一 个 一 一 对 应 ， 这 个 对 应 由 公 \ 式 
(9) 确 定 

我 们 来 证 明 赋 范 环 L 是 半 单 的 , 或 者 等 价 地 ， 下 而 的 定理 为 

ER? RER L KISH LREN. 

VER i zEEI 一 co, 00),yEI2( 一 co, co), 二 是 由 Schwarz 不 等 式 有 ， 


[edo dle) 29 yey)" 
BORG Fubini-Tonelli ERA T LC o, 00) H. 


Ix x gfoSlad gle, 其 中 | le 为 了 (一 co, co) 中 的 范 数 . ay 
因而 我 们 能 由 À o ' 

| (Ty(t)=[ 2(t—s)y(s)de AR xCL'(—c0, co), (12) 

定义 一 个 映 L?(— 00, 00) A 严 ( 一 <>, DANA SERRE Tey 此 外 我 们 还 有 
[Tele 三 lz ， (13) 
= 了 其 中 zt 一 一 有， (14) 
因此 再 次 应 用 Fubini-Tonelli 定理 , 我 们 得 
TT 一 全 -xc 一 人 xz 一 人 亦 妈 T: 是 正规 算 子 ， ， (15) 


因而 , 由 第 十 一 党 $$ 3, 我 们 有 [7 = lim (iT? lD”. H 
jexexrx exe] 1T:|,, 
人 \ 
nÈ 
Rm, FR ae PO SECM |= 0, MAER, 我 们 容易 证 明 z 必 是 L “0, » 00), aR 
多量. oo, 

今 设 Zen he +-a2(#EL'(—o, .00)) 为 赋 范 环 L' PRE. 于 是 对 的 任 一 极 大 理 
ANT, Fae (Z, D A+ (av, 1)=0, Alita Fourier 变换 os Tooc ou SE 
Qay z(tjexp(—i-£-t)di 
VEET 2a) PA, BERTLO OY, RATA (Riemann-Lebesgue 定理 ) 

ii a(t jexp(—i-&-tdé| = nof Jeo- z(t Z) jepit ‘tat 


sof jo- ~a( t+ #) a ->0 H >o. 


A-A MES ZEL! A =r 的 形式 , 其 中 rEL'( (一 co， 33), BARA A Emme eB 
的 结果 ， VE 一 和 一 0. 
现在 我 们 能 够 叙述 并 证 明 N. Wiener[2] 的 陶 贝 尔 定理 ; 


eo © s 2 œ 


定理 3 设 2(t)EL'(--co, co) AK — AB, ‘ely Fourier 变换 a, 
GQ) | 2(texp(—i-E-t)dt, 


对 任意 实数 二 均 不 为 零 ， 则 对 任 一 y(f)EL1( 一 00, co) 及 e>0, 我 们 能 找到 一 些 实数 P, 一 些 复 
数 a, 以 及 一 个 正 整 数 祥 使 得 


Pico Bere mppiace O T a 
证 明 只 须 找到 使 ，， oa f 
g jy 一 zxssse/2 a, 、 (17) 
成 立 的 FEL! RTT. i 
我 们 首先 证 明 
lim 


aaf yey) |a~0, Jih 
Pon y(t — Re (18) 
因为 由 六 G- cosas) (as) ids =a (a50), ZAA 


三 Dim| a: £088) gy aI [jaca ¢-4) dt 


Zac 四 


I =0. 
其 次 我 们 有 
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aaf NA-aosa is 人 1 一 1 (161 <a), Oe 
(a) LE) - qu” ° du to (1§| =a). (19) 


因为 我 们 有 
(27)- an (1— || /a)e' "dE = Hp (1-5 Jeosus- dé 


<2)" 2G 7 gjind -(2 AMN sinwl ge (Ds oo 


ERRAR EARE 8 2 中 的 Plancherel 定理 ， 因 而 根据 Fourier 变换 的 Parseval 关系 , 知 


POEA shep it- t)dt = 0.248] Ba. (20) 
所 以 ,我 们 可 以 假定 (17) 中 的 y 适 合 条 件 
[yexp(—i dt=0 REE Ea (21) 


.其 次 我 们 选取 正 数 和 一 充分 大 的 正 数 ? 使 得 [--…p 一 一 B 十 7] 和 和 [PB 一 7，h 吓 J 均 包含 
[~a a], ik O HAMO MAKR y, IME, ARTE. Te 


u(6) = 3A) Je CKE-—DOdn=1 GEE, 


=0 MIEKA o (22) 

OLUO HR E, o l 
根据 Fourier 变换 的 Parseval 关系 , RATE : 
多 DD= 卫 CGO)G() i 


26. 
因此 由 Plancherel 定理 , 我 们 知 a(t) RF (一 ©, c) NEC- 00, ©), 因而 我 们 可 以 使 用 定 
理 1, 使 得 


f(t) at) = r) u, LOK LE ARAB, (23) 
此 外 . 由 Plancherel 定理 , f(t) Agi Fourier 变换 等 子 % (与 , 亦 即 我 们 有 
u(£) = (22) cf, I. (24) 


RURKA gaze (2r) f, chub LERA 有 
0 把 (7 IDS 人 1) =0 AB Eca, a]; 
G 7 =1 对 充分 大 的 |&|. (25) 
-方面 AOO ORME LAG, 55 = (xz*, 了,)， 因 此 ， 由 假设 对 所 有 实数 我们 有 
Ge: xg, J) =] @, TD 下 >>0， 因 而 元 ， 
Gtat XLEL! i 
ACE: tL 的 所 有 极 大 理想 工程 有 (二 xx, I)>0,, 由 此 ， EL at (G-+a* xa)” 1 确 
实 存在 . 
我 们 定义 
g=(Gtaxat) xat xy. e (26) 
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于 是 由 (4), ex FIRE L'(—00, co)， 此 外 对 每 一 实数 皇 我 们 有 


(ex, I) =@, I) G1) =(@, I) ARET ARICAN 


因而 由 (25) R 4] E| =a 时 (y, T = 0 的 假设 , 我 们 得 
(2x 8,1.) = (y,10) 对 一 切实 数 & 
由 定理 ORY D 是 半 单 的 。 因 而 我 们 必 有 zxz=y， 因 此 我 们 证 明了 定理 3. 
R ALEF L(—o, œ), WEW Fourier 变换 对 实 变量 处 处 不 为 零 ， 设 ho( 二 ) 属 于 
L'(—co, 00), 设 f(t) 为 Baire 可 测 且 在 (一 co, co) 上 是 有 界 的 ， 设 对 一 常数 C 有 


加 fe) d=0| kctdi. (27) 


limf kala)f(e) d=0.| k(t dt. (28) 


FESR PRT ALB C=0, (28) RHE dn RCE) = (ex RCE) AY eR, Rope) 
EL'(—00, ce)， 易 知 苦 在 L (o, co) hA h(t) = s-limk' (t), mtt w(t EL (— 00, d0) 


(28) 成 立 , 则 (28) 对 h(t) RI, PAT a BE 3, 我 们 知 (28) 对 每 一 (1)ELIi( 一 oo，o0) 成 立 . 

Æ N. Wiener([1], [2] 和 [3]) 利 用 上 面 的 系 给 出 了 级 数 和 积分 中 的 极限 关系 的 经 典 结果 
以 统一 处 理 ， 其 中 包括 素数 定理 的 一 个 新 证 明 ， 亦 可 参看 H.R, Pit] 定理 3 的 姬 上 的 证 明 - 
取 自 M. Fukamiya[1] 和 I,E,.Segal[1]， 亦 可 参看 M. A. Naimark[1] #1 C. E. Rickart(1]Lh 
及 这 些 书 中 所 引 的 参考 书 ， 为 了 理解 上 面 的 系 的 范围 ， 我 们 将 复述 关于 特殊 陶 贝 尔 定理 的 
Wiener 的 推导 .这 个 特殊 陶 贝 尔 定理 , 按照 J.E, Littlewood 所 叙述 的 , 说 的 是 : 


定理 4 Slee" 当 |z|<1 时 收敛 于 s(z), 又 设 


lims(Z) 二 人 C (29) 
此 外 设 
Supr | an| =K<0o, (30) 
Wi 
DanC. (31) 
n=0 


Tx) 


WA 置 fz)= 之 ,as。 于 是 由 


|J(z) 一 8(e 22) | = Sa, (1—e-") 一 Fae 


irritl 


Er) 


~K n ZK aa >» [P re 
Sn rt 之 元 "IZK +K| e wzy idy 


nm=1 Celtel 
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<=2K +x] ée "u 1du 二 常数 ， 
1 


知 f(z) 是 有 界 的 . 
因而 根据 分 部 积分 
(0 ) 二 之 ， ae 人 eeaf=| wef (udu 
因此 我 们 有 
C=lim| se “fedu= limf ete -f (er) edn. (31’) 
pest 
lim | ky (t 8) f(e*) as=c[ k (dt, HR k(t) =e te t" (32) 
这 是 因为 
| tdt =| ete dt = edo=1. 
此 外 我 们 还 有 
| k (tye dt= [site tde=F'(1 + in) #0. 
因此 我 们 能 够 对 
. ka(t)=0(6t<0); k(t) =e (t>0) 
使 用 系 得 到 
c=c| eai =ef iey(t)dt =lima| k (t —8) f (e*) ds 
=lima |" f(y)ay. 
# ADO 即 得 
_ HHDC-C_ 10: ma 
on bil), Soa fa 
sting | Fain +E) OD- (33) 
另 一 方面 , 出 (30) 对 充分 大 的 了 我 们 有 : 
LAS epg OF HANAI . 
ae ra fens) =A [0 Rays 5 KOK a. 
triti .tzi+1 
因而 由 (33) 


lim | f(t)—C| Sadak. 
由 于 4 是 任 一 正 数 ， 故 我 们 得 


limf(z)=C. 
因此 我 们 证 明了 (31). 
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在 本 章 中 , 我 们 要 证 明 线性 空间 中 沽 个 表示 定理 ， YA Krein Milman 完 再 是 说 局 站 


线性 拓扑 空间 中 的 一 个 糙 空 凸 紧 子 集 天 等 于 天 的 诸 极 问 点 的 晤 党 的 由 也 ， HAA PERE RT 
EE LA PTE f PRCT E E, 


1， 极 端点 . Krein-Miiman 定理 

定义 “ 设 天 是 实 或 复线 性 空间 天 的 一 个 子 集 .一 个 非 空竹 集 MEK 时 做 天 的 一 个 极端 子 
Hv RAR K HIB ky Ale AEA LENA aht (ai, Oca < 在 于 内 必 可 推出 6 及 加 
两 者 都 在 及 内 ， 只 由 一 个 ane: . 

例 三 维 欧 氏 空间 中 ， 是 球 的 … -个 极端 了 集 ， 而 球面 上 的 你 一 点 前 是 该 曾 的 一 个 极 
端点 . Sy 
SEE (Krein-Milman) 局 部 凸 线性 拓扑 空间 七 的 一 个 非 空 紧 的 凸 子 集 天 至 少 有 一 个 极 

证 明 ”集合 五 本 身 就 是 甩 的 一 个 极端 集 ， 设 中 是 五 的 诸 紧 ERM ISK, HORRA 
EAT MERA. AJAH: WRM, 是 Oh AER MATR [JIE CFE) 


是 二 的 一 个 紧 的 极端 子 集 . AM, 的 一 个 下 寞 ， 

因此 , 根据 Zorn 5128, Wl 包含 be AH FEB Mo, BE My 含有 两 个 不 同 的 点 mm 与 yo. SLE 
X LE PEE A S E fro) Ef (yo). RIE WIR Ref (ro) #Ref(yo). A Ms 
是 紧 的 , 所 以 M, = (CMe; Ref(z) = inf Ref 9)} 是 . Mo 的 一 个 真子 集 ， 另 一 方面 ,如果 Kk 
是 下 的 两 个 总 使 得 对 某 个 满足 0 二 a 过 1 的 x, 有 ky + a) eM, Mo KIRE, Akt 
ky BRE Mo tH M 的 定义 得 石和 有 均 属于 M. Wit M ERST M 内 的 一 个 闭 的 极端 
子 集 ， 又 因 My 是 RH PIER, RAMEE EIA THE. 所 以 M 必 有 只 由 一 个 点 所 组 成 ， 
因而 它 是 下 的 一 个 极端 点 ， 

系 设 太 是 局 部 凸 实 线性 拓扑 空间 下 的 一 个 非 空 紧 丁 子 集 . EEE K 的 报端 点 的 人 人 
则 下 与 包含 每 个 曲线 性 组 仿 a Da e; (a; Z0, 22% = 1) iy 3 stale - $, 共 中 请 -eicEB， 亦 即 


K SPB fotigi Conv (E) PAg. 
证 明 ”包含 关系 瑟 E 瑟 以 及 的 凸 性 导致 Conv (8)" ATRE 天 内 ， 假 若 有 一 点 BF 
(K—Conv(Z)*) Py, IBA PATAT 以 取 一 点 cEConv(E)" 使 得 (ko 一 ce)E《Conv《B)"~e)， 因 集 
& (Conv (本 "一 中 是 紧 凸 集 且 含有 0, 于 是 ,由 第 四 章 56 定理 3 ,在 在 SiE X Eä 连续 的 实 线 性 
汉王 了 使 得 
.304 。 


fUe—e)>1 A4(k—0)€(Conv(#)*—e) i, Af (k-e) SI. 
& Ki= CK; f(z) = supf(y) }, WL FEK, BAK, NE 必 是 空 集 ， 此 外 ， 因 为 下 是 紧 的 , 故 


Kl 是 区 的 一 个 闭 的 极端 子 集 ， 另 一 方 而 ,Ki 的 任 一 极端 子 信也 是 的 极端 子 集 , 于 是 K 的 任 
一 极端 点 一 一 由 以 上 定理 这 样 的 点 一 定 存 在 一 一 也 是 下 的 一 个 极端 点 ， 因 为 了 , 门 是 空 的 , 所 
以 我 们 得 到 一 个 矛盾 . 

注 以 上 的 定理 和 系 最 先 由 M. Krein-D. Milman[1] 证 明 . 上 盏 给 出 的 证 明 取 自 了 开工。 
Kelley[2]， 应 当 指 出 : Hilbert 空间 六 的 单位 球 S= (eX; 和 如 友 1 的 极端 点 恰好 是 驴 表 面 上 
的 点 ， 即 范 数 为 工 的 那些 点 ， 这 点 从 第 一 章 $5 的 (1) 式 容易 看 出 ， 关 于 极端 点 的 概念 对 具体 空 
inl ity RO, 村 以 参看 K. Hoffman[1], 

一 个 简单 的 例子 £ CLO, 4] 是 定义 在 [0, 雪上 的 实 值 连续 函数 w(t) NP EA 


lal] = max | (t) | 
EREZA. SMBS TA] X=CLO, 1] 是 [0，1] 上 的 有 界 全 变 差 实 Baire ME M RZA. XY 
单位 球 K 在 站 的 弱 * 拓 扑 ( 参 看 第 五 章 附 录 的 定理 了 D 下 是 上 紧 的 .容易 于 出 KK 的 极端 点 与 形 如 
<æ, fa 2= 2 (bo), toEL0, II 的 线性 泛 国 六 EXE 是 一 一 对 应 的 ， 以 上 的 系 说 , FB PETZ BR FOX E 
出 形 如 
Seet), Hh æ;>0, Sa 而 @;€[0, 1) 

的 诸 泛 函 的 弱 * 极 限 给 出 ， 最 近 ，G. Cr ~quet[1] 证 明了 更 精确 的 结果 : WRX EP ERS, 
则 刀 是 一 个 G,- 集 且 对 每 每 一 个 EK,， 看 在 一 个 对 的 诸 Baire 集 B 确 定 的 非 负 Baire WIE uB) 
使 得 ws(X 一 BE) 二 0, 4z(B)=1 且 z=| yu (dy), KF u: 的 唯一 性 和 进一步 的 文献 参看 
G. Choquet #1 P. A. Meyer[2], 


52. 向 E&E 格 
ER WAREN h “ 正 性 "的 概念 在 理论 上 和 应 用 上 都 是 很 重要 的 .线性 空间 中 的 “ 正 性 ”的 
个 系 红 的 抽象 的 彼 述 是 由 下 . Riesz[61 引 进 的 , 而 后 由 H. Freudenthal[2], G. Birkhoff [1]#n 
许多 其 他 作者 折 进一步 发 展 . 这 些 结果 称 作 向 量 格 的 理论 ,我们 从 向 量 格 的 定义 开始 . 
定义 1 -AKURA X AA, 如 果 羡 按照 部 分 序 关 系 oy 成 为 一 个 格 , H. 
此 部 分 序 关系 满足 条 件 : 


esy Aaa etesyta, (1) 
出 zy 可 导致 aray (或 arzay) 
MET 20 CK GSO). (2) 


命题 1 RES ye X WAY, 我 们 定义 
et=2V0 及 «x =2xA0, . (3) 
则 我 们 有 
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aV y==(x@—y)* + y,2Ny=—C—2) V (y). (1) 
证 明 AMX BX Eiki erta 和 7z>az(a>0) 两 者 都 保持 了 六 内 的 部 分 序 
B 设 4(S, 加) 是 实 值 o- 可 加 集 函 数 x(B) 的 全 体 所 成 的 集合 ， 其 中 z(B) 在 诸 集 BSS 所 
成 的 o- 可 加 族 (S, 器 ) 上 有 定义 且 有 限 ， 则 按照 运算 
(a+y) (B) =2(B) +y(B), (ax) (B) =ax(B) 
以 及 在 器 上 由 x(B) 三 y(B) 所 定义 的 部 分 序 X 三 y4 (5S, B) RAT, 事实 上 , PRE OL 
下 , 我 们 有 
z+ (B) =supz(N) 二 z 在 B 上 的 正 变 闫 V (a; B). (5) 
证 明 我 们 必须 证 明 B (a; B) = (eV 0) (B), BRE SL EV a; B) 20 H. 2(B) <T a; B). 如 
REB EASy) Ax (B) Sy (B), RAR (Ea NSB, Ay B) =y(N) +yB-N) 2a), Bi 
以 在 站 上 有 y(B) =V (a; B). 
命题 2 ERER X A, RITE 


syyt z=(æ+z)X(y+2), (6) 
aay) = (ax) (ay), 4 a>0 ht, (7) 
a(axy) = (ax) $ (ay), 4 a<0 hF, (8) 
aN\y=—(—a2) VY (一 从， 和 三 一 (一 2 2 一 一 (一 2 (9) 
证 明 由 (1) 与 (2) 知 以 上 结果 显然 成 立 . 
系 zy 二 ZYVy 十 XA 人 yg, 特别 地 ,YZ 十 2 (10) 


证 明 zxVy 一 Xx 一 y= 二 0V (一 2 一 9 一 (一 力 V( 一切 一 一 (AZ)。 
命题 3 我 们 有 


zxXy 二 YX CAME), (11) 

eV (yV 2) =(@4V y) V z=sup(z, y, 2) EZ (12) 
aA (yh\2)=(@Ay) Az=inf (a, y, 2) SOP? (13) 
@AYVe=@VANGYVE) 7. (14) 
(Vy) AN2=(@A2)V (yh 2) | RH (15) 


证 明 我 们 仅 需 证 明 分 配 性 . 显然 有 Ay) Vz 三 XVz，yVz. Swsrv2z, yVz, W 
wxaVe=a-2—-ah2 从 而 有 Yz 十 2z 兰 w 十 和 人 As。 类 似 地 , 我 们 有 yt+czwtyAz, FE 
wt) A Az) = (wrz) A wtyA2) E+2) A (y+2) 一 和 人 3 十 2， 
所 以 WELAD+2— (TAY) Ms= (ADV z 
于 是 我 们 证 明了 (14) 式 ， 在 (14) 式 中 分 别 以 一 2 一 y, —2 RE x, y, 2 便 可 证 明 (15) 式 ， 
#1 在 一 个 格 内 , 分 配 恒等式 
tA(yVz2)=(r A VY (rz A 2) (16) 
一 般 不 成 立 ， 模 恒等式 
由 rar 可 导致 XV YAZ=(@Vy) Az (17) 
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ETARE, Aae, WA, MERTE N VN: 和 和 AN 分别 是 由 六: 与 
No PERY SELL AR SEE NO No, W G 的 不 变 子 群 立 的 全 体 构成 一 个 偿 格 ， 地 满足 模 恒 
等 式 (17) 的 一 个 格 . | 

注 2 ”分配 格 的 一 个 典型 例子 是 Boole 代数 ; 一 个 分 配 格 吾 叫做 一 个 Boole 代数 , 如 果 它 满 
ERE: (i) 存在 元 素 工 和 0 使 得 对 每 一 个 xEB RA OSI, Gi) 对 任何 YEB， 存 在 唯一 确定 
的 补 元 x'EB 满足 zVz' =I, eha'=0, 一 个 固定 集合 的 全 体 子 集 所 成 的 集 乃 是 一 个 Boole 代 
数 ,B 中 的 部 分 序 出 集合 的 包含 关系 给 出 ， 

命题 4 在 一 个 向 量 格 六 中 , 我们 定义 绝对 值 


jal=aV (=r). (18) 
则 有 
lzi Z0, LAR la] =0 当 且 仅 当 z=0 时 成 立 ， (19) 
le-+ylslal+ (yl, laxi lal [zl. (20) 
证 明 ”我 们 有 l 
a hC) =g Ar), (21) 


因为 , H O=a—ae-a V (g) +e A lra ACIDE), HO= (2A( 一 2))V0 
=g" 人 (一 人 EVA 
Wir =a +(—a)t=a2*V (r) 
A Hill, H eV (-2) 2a (e)z ar) V2), Bev (—2) 20, 从 而 根据 (21) 式 有 
TV (~r) = (@V (~2)) V 0s ax V (一 2) 一 0 十 (一 0) 
于 是 ， 我 们 证 明了 
入 一 人 一 人 二 (0 一 人 V (—2)* =2V (—2), (22) 
现在 我 们 来 证 明 (19) 和 (20)， 如 果 7x=x* 十 x 0, Wate (—a BAF 0 的 ， 所 以 jz| 
=a" V (~x) >0, Jaw} = (ax) V (aw) = |a| (æ V (—2))= |a] |e], hiel +lyl2et+y,—a—y, 
可 得 到 |zj + |yl Sey v(-2-p = lary, 
E DER wma +a ya A (27) <0 WY i e fy Jordan 分 解 式 ;z',x- 和 |z| 分 别 相 应 于 有 
YEPE WEB We a(t Ry EAE, SRS YE ms OE, an 
命题 5 对 任何 YEX, 有 
|a--a,|=|"2Vy—e,Vyl+iaAy—arAg|. (23) 
证 明 我 们 有 | 
|a—b| =(a—b)* ~(a—b)" =aVb—b— (a b—b) =aVb—aAbd. 
Thao), (14) 和 (15)，(23) 式 的 右 端 
=GVYVHA—-AVYAAVYP+CANVMAY-@AY AY 
= (@ Va) Vy— TAT) VB 十 人 VOD Ay—(@ Am) Ay=aVa,ty—(@A2,t+y9) 
=aVa,-z2Au,=|a—2,|. 
定义 2 TR X AL = A FE Se}, An EE SPE Fi Cw, HE eanl <w, 日 
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Wr 4 0,3 这 中 w + 9 AYR ren AE: ww. Zw, A Ain, MPa} 为 O- 收 敛 于 元 素 rex, iA 


0-limz, -2(O-lim 也 记 为 序 -lim)，0-limz 如 果 存 在 ， 它 必 是 唯一 确定 的 ， 因 为 着 Or 


上 


=r L O-limt,=y, Ml |e—a,|Sw,, wah 0 {yz EUn Un O, Hele y| lre] + 
[aya] EW T Un B Wat 人 a= A Wat n) AYR (Wn Un) yY 0， 这 就 证 明 了 ey, 


命题 6 对 于 O-lim 而 言 , 运算 ey eV y 以 及 zy 关于 名 和 都 是 .连续 的 ， 
证 明 #7 O-limz, =x, O-limy,=y, Mi H lety Za Yn) Sle anl] + ly—y | OT A Be 


O-lim (a, + yn) =ary, 用 (23), 我 们 有 

eyy — anya] <lavy—aaky | yy | 一 一， 从 而 有 O-lim (Eniya) 
= (0-limzo)X (O-limg). 

注 RNA 


O-lima.2 一 XGO-l1imzZn， 


nT noo 
但 是 ,一般 有 
0-limanz 才 (lima). 


Bi SEAR aran] = lal jee ERARA, M-RE RAAT NAREN: 在 
二 维 向 量 空间 中 我 们 引入 字典 式 的 部 分 序 关系 , ME m = Eo to) 的 意思 是 指 或 者 名 > 所 或 者 
Eisin mm. FH, 这样 我 们 便 得 到 了 一 个 向 量 格 ， 在 这 个 格 内 , 我 们 有 

n-1(1, 0) (0,1) >0= (0,0) (n=1,2, +). 


于 是 O-limn (1,0) 0. WE 


O-lima,7= ar (24) 
成 立 必要 充分 条 件 是 所 谓 的 阿 基 米 德 原理 
O-linn zz 一 0 对 每 个 z 三 0 成 立 ， (25) 


这 点 从 Jordan 448 y=y +e RAB, 
定义 3 HRR X HATE RAAR, 如 果 存 在 9 和 2 使 得 9 于 oo 全 对 所 有 的 Ta 
成 立 ， 叫做 是 完备 的 ， 如 果 对 于 X 的 任 一 ARET), 在 内 都 存在 supz。 及 infre. ka 
sups, 是 在 和 的 部 分 序 意义 下 的 最 小 上 界 ， 面 inf, x 是 在 六 的 部 分 序 意 义 下 的 最 大 下 界 . 
向 量 格 斑 叫 做 5- 完 备 的 ， 如 果 对 于 XX 的 任何 有 界 序 列 {xn)， Supzn 与 infe, 在 X 内 都 存在 . Eo o- 
完备 向 量 格 蕊 内 , 我 们 定义 
jou lime, = inf (supz,) s 
m nzm (26) 
0- lima, = Sup Cinfa,). 


nace 
SH O-limz,=r7 MHRA O-limt, =limg, = T, 
n>a nco npa 
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证 明 Rig|e—z,|<w,, v.40, PA s—w, Se, Sa+ wy, 所 以 我 们 得 到 O-lim (@—w,) = 
a<< O- lima, <O-lim(z+w,) =a, 即 是 O-lima,=2, 类 似 地 , 可 得 O-lime, =2, 

其 次 我 们 证 明 充 分 性 ， 设 如 =stpzm wm=infzm ty — Py = Wn, 则 根据 假设 有 wa V O, 同样 ,要 
Wns 于 是 O-limz =2, 

命题 8 fLo-KAM Ee X A, ax 对 于 O-lim 关于 wz 都 是 连续 的 ， 

证 明 我 们 有 | Lat —~ Ay Ly | 至 | Mr — x, | 十 (AEn Qn Xn | = jal |E — En | 十 1a 一 oz| EA | . 于 是 ， 如 
$ O-Limity =z, lima =a, 则 上 式 右 边 第 -项 的 O-lim 是 0 因此 ， 令 saplza| = supla 
一 Qn| = Bia, 我 们 必须 证 明 O-limpg 一 0， 而 由 y 兰 0 以 及 6.40, RNA O-limpny=2 存 
{EA O-lim 2°'8,y=27'2, ASTER n, 都 存在 一 个 no 使 得 .至 258， 所 以 几 定 有 
2 一 2 1z, JK 20, 


命题 9 在 一 个 ac- 完备 的 向 量 格 X 内, 当 且 仅 当 
O-lim|%, —2_,|=0 (27) 

时 ， O-lim vy 在 在 ， 

证 明 由 12 一 加 | 至 jz 一 2 十 1z 一 加 | 知 必 要 性 显然 成 立 ， 如 果 我 们 设 |z。 — 8m] = Yam Bb 
A 0-limz,, 三 En +O-limYnm; O-limg, =2,,—O-limy,n, 于 是 

O<0-lima,—O-limg, <O-lim (O-lim Yam—O- limy m) =0. 

于 是 我 们 证 明了 充分 性 . 

命题 10 一 个 向 量 客 和 是 o- 完 备 的 当 且 仅 当 每 一 个 半 调 增加 ， 有 界 序 列 {ww} 三 苹 在 荆 内 
都 具有 Supt, 

证 明 RRMA CO. Biz. X AEA REY, & Ea =8UDZm, 那么 , 根据 假设 
条 件 supe =z EE X RAHE, HA Z=SUpzn RH, Be ff] 看 出 infz,=inf (infzm) 在 X Ath 
存在 ， | 


8 3。B- 格 和 FF- 格 
定义 一 个 实 的 B- 空 间 (F- 空 间 )X 叫做 一 个 B- 格 (F- 格 ) 如 果 它 是 一 个 向 量 格 且 使 
由 lz| 三 1y| 可 导致 ]z| 夺 1yl. (1) 


例 CCS), Ls(8) 按 照 自然 部 分 序 关 系 o<y WBE BH, Sy 是 指 在 S 上 有 z(s) 三 y(s) (对 
PL SME, 在 S 上 有 z(s) 三 y(s)a,e.)， RE m(S)<co 的 M(S, B, miki LORE 
PER > PH, ACS, Biklel= le] (S) =e 在 3 上 的 全 变 基 ,成 为 一 个 B- 格 . 
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FCA) Ala] =) Cle} |, 我们 有 


lz}=1 ep1. (2) 
此 外 , 在 ACS, 8) 内 , 我 们 有 
70, y=0 导致 lz 十 如 ==- lol + lgl- | (3) 
S. Kakutani 称 满足 条 件 (3) 的 B- 格 为 一 个 抽象 -空间 ， 由 (3) 我 们 有 
el< ly 导致 x1 过 1gl. (4) 
ACS, 风 ) 内 的 范 数 是 在 0-lim 下 连续 的 , 即 是 
O-lima, =2 Be lim fay) = [zl. (5) 


这 是 因为 ,在 ACS, BA, O-lima, =% 等 价 于 EAS, DREE, 而 on HAI 2 — Eal (OS) Sy, (8) 
成 立 , 其 中 y,CS) Y0， 容 易 看 出 MS, B, m) 满足 (4 和 (5). 

命题 1 一 个 满足 条 侍 (4) 与 (5) 的 gc- 完备 五 格 王 是 一 个 完备 格 ， 特 别 地 ，4(3, 8) 5 
(S) 都 是 完备 格 . 

证 明 车 (ze 于 和 是 有 界 的 ， 我们 可 假设 对 所 有 的 a 有 0 三 zx。 三 zx, 并 将 证 明 supe, 存在 , 考 
BEDERA Ta 的 sup 而 得 到 的 za e= V z。 的 金 体 {zo)}， 设 v=sup| ze]. 则 存在 一 序列 

gai 

{zp,} 使 得 lim| zal =y. WRENS zn =supz,, MA O-limz,=w 存在 ， 且 由 (5) 以 及 ?的 定 
L, BAVA |wl=y. 我 们 来 证 明 w= supa, 假若 c, V wow ME ae ay z。 成 立 ， 那么 由 (4) 
有 |z。V wl 二 lwl=y. {BH zt V w=0-lim (ra V an)» Ta V enEl%e} 以 及 (5)， 我 们 有 Jae. V wl = 
lim |=, ValSp, 这 是 一 个 了 矛盾， 于 是 对 于 所 有 的 w UA war.. HAFAN z, A rcu, 


车 ww 和 4<w， 那 么 由 (4) 有 lw 人 wl 二 yy， 这 与 对 所 有 的 ze A w AUZ RARR. MEA 
必定 有 w=sup T, 


注 在 C(S) 办， O-lima, = x 并 不 必定 导致 s-limz, =a, 在 MCS, B, m) 内 ， s-limz,=2 并 不 

必定 导致 O-limzn=z， 为 了 看 出 这 点 , Be a(s), zz(8)，… 征 [0, 1] 的 诸 区 间 : 
1 ] 2 1 1 2 2 3 3 4| 1 1 2 
fo, TEAL HH 9 alee ube 4 bfo, J g’ IE 

My RPTE BC, XFA ESM (LO, DESF 0 THAN a. e ege F o, NN s-lima, =0 
成 立 而 O-limz, =0 不 成 立 , 

命题 2 HX LANE, LEEK 满足 条 件 slime, =a, Slag) 相对 一 致 * 收 
敛 于 z， 这 指 的 是 从 {zs} 的 任 一 子 序列 人 y,) 中 ,我 们 都 能 选取 一 子 序列 {ysew) 及 一 个 2EX 使 得 

[yr 一 全 | Ekz (k=1, 2, e). (6) 

FEZ, WAR Cn FA — BWC 2, Hl s-lima, =a, | 
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证 明 我 们 可 以 限于 讨论 z=0 的 情形 ， 从 limlys| =0， 我 们 看 出 存在 正 整 数 的 一 个 序列 
(n(k) HEE kona Sk? WYER z= 之 1hywiw | 得 (6) 式 成 立 ， 反 之 , 若 条 件 (6) 在 z=0 时 成 立 ， 
那么 从 Ihol SE HB Wye She tz], PAE s-limynay 二 0， 所 以 不 能 存在 zn} 的 某 个 子 
序列 to} 使 得 Lim |g, | >0, 

注 上 述 命题 是 下 列 事实 的 一 个 抽象 表述 , 即 具有 mS) <0 的 MCS, B, m) 的 一 个 渐 近 收 
但 序列 含有 一 个 m-a. e. 收敛 的 子 序列 ， 

§4. Banach 收敛 定理 

这 个 定理 涉及 其 值 域 是 可 测 函 数 的 线 仁 算 子 序列 的 几乎 处 处 收 BE, 参看 S. Banach[2]. 

此 定理 的 一 个 格 理论 表述 如 下 (K. Yosida[15]). 


定理 若是 具有 范 数 | | 的 一 实 B- 空 间 且 了 是 具有 拟 范 数 | | 的 一 个 0- 完备 了 - 格 使 得 
Olimy,=y 导致 Vimy h= lyh (1) 


BAT.) RIT LX, 了) 的 有 界线 性 算 子 序 列 ， 假 设 
对 于 构成 第 二 岗 集 G 的 诸 xwEX 有 
0-lim|7Twz| 存 在 . (2) 


则 对 任何 LEX, O-lim7,e 及 0-limTw 两 者 都 存在 县 由 
jx=(0 -Harz)—(0 lim’) | (3) 
定义 的 算 子 至 (不 必 是 线性 的 ) PETE X BRA Y Pi — 4 5 Fe Se, l 
= MEY AM y (s) &y:(s)m-a. e. 时 , 我 们 记 yEy, mAh =| 1y(eG+ ly(s))"! 


mds) iE CUTER yl, WA A mS) 天 co 的 空间 MS, B, m 满足 条 件 (1). 同样 ,具有 m(S) 
< 的 LCS, B, m) 采 用 间 样 的 半 序 时 也 满足 条 件 (1). 
定理 的 证 明 设 人 Tx=y，, Yn=SUP | Yn], y'=sup| yal. 考察 算 子 Faz=g ,以 及 至 少 定义 在 


G 上 并 把 G 映 入 了 内 的 算 子 Vz=y， 根 据 前 面 $2 的 (23) 式 , 每 个 V。 随 着 7, 强 连续 而 强 连 续 . 
因为 由 (1D 有 limjyww 一 Vz), =0， 所 以 有 Lima [eV el = [Vee FEET limfe Yal =0, 3 


些 结果 都 可 由 也 -空间 了 内 的 ay 对 w y 的 连续 性 推导 出 来 ， 因 此 , 对 任何 e>0, 有 
GS U au 其 中 G, = (EX; supe Ve hise). (4) 
k=1 nzi 


HV, 的 强 连 续 性 知 每 一 个 GE XM — PRE, OEM ARAB, PETG, & 
有 六 的 一 个 球 ， 则 是 , 存在 zoE 和 6>0 使 得 [zo 一 x1 三 6 导致 supliko 'VathiSe, 因此 , 4-2= ao 


~ (EA supl ke Vazh supita Vitel +supike'V,a},S2e, IWA, AA V, Ck) =k V, 
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我 们 有 
supl Vahi 2e Mar, AR] 2 Sd/ho. 
这 就 证 明了 s- limV, "2 二 0 对 % 一 至 地 成 并 . 


因为 G 在 内 秽 密 ， 所 以 对 于 所 有 的 xEX，T x 有 定义 且 Ve a= 0 处 是 强 志 续 的 且 有 
V-0=0, TẸ, H l 
(Ta SAV a 以 及 (Pr Teh @,—a) |i, RAN Te tA xb 
强 连 续 的 . 

R 在 条 件 (1) 下 , 集合 G= {wEX; Onli 0 存在 } 或 者 与 重合 或 者 是 第 一 网 集 . 

证 明 假若 G 是 第 二 纲 集 ， 那 么 根据 定理 , 算 子 于 是 映 X 入 了 内 的 一 个 强 连 续 算 子 . 因此 ， 
GG 一 {xEX; Ty 一 0} 在 内 是 强 闭 的 ， 此外，G 是 耻 的 一 个 线性 子 空间 ， 于 是 9 必 与 了 重合 ， A 
则 , @ 在 互 内 不 会 是 稠密 的 ， 


4 9， 向 量 格 的 点 函数 表示 


CARX aE- AAA I, 它 其 有 性 质 : 
T>0, 且 对 任何 FEX, 在 在 >0， 
使 得 一 民 友 fo (1) 
我 们 可 以 象 把 赋 范 环 表 为 点 函数 那样 , 对 于 这 样 的 一 个 向 量 格 给 出 一 个 类 似 的 表示 . 
an nlf S&T m=i, 2, …)， 则 元 素 fEX REE S. BRAT ETCH fEX RBA Ruy 
FAX ATR, ALS PAE § 2 的 (20) 式 ,至 OMX WTAE, 此 外 , 在 
JER 以 及 19g| 三 |f| 导致 gER . (2) 
WAP, 古 一 个 理想 , 
SIX, NX, HAE, WX 映 到 久 。 上 的 一 个 线性 算 子 全 叫做 一 个 格 同 态 , 如 果 
T (ary) = (Px) (Ty). (3) 
MATETE ALAM N= EX; Ta = 0} È X, 的 一 个 理想 
证 明 Te PA, MeCN UR ylSicl, WH Tel) = 二 T(zV —z) = Te) V 
(T(—a)) =0, OSTy* =P yt A lal) =Fyt AT|e#|=0 Min y EN, Atha y JEN. 因 
此 y=y' ty EN, 
其 次 , 设 线性 子 室 间 六 一 (人 SEX To= 0} X 的 一 个 理想 ， 则 线 性 子 空间 XX, Faye 
间 XN. 我们 必须 证 明 X) =2X9, 其 中 是 含有 zx RNA, BÆ, ny =z 即 如 果 
y—2EN, 则 由 第 十 二 章 § 2 的 (23) 式 可 得 
|zXg 一 2X2 [Eiy—z|EN.. 
所 以 剩余 类 X) WARE FE GARI AIS 丈 子 中 怎样 分 别 选取 代表 元 素 r, y ER. 
注 上 面 的 引 弄 可 表述 如 下 ， 蒋 六 是 向 量 格 的 一 个 线性 子 空 间 ， 则 当 且 仅 当 太 是 不 的 一 个 
HEE, ER HEN 4 a=b (mod N) 也 是 格 同 余 : 
e 了 12， 


由 azb, a =b (mod N) ay HH aXb=a'\b' (mod N), 

如 采 N (0), X, 则 理想 六 叫做 非 平 几 的， 一 个 非 平 凡 理 想 , 如 果 它 不 含 于 其 他 的 不 等 于 了 
的 理想 内 , MUSE AAR AHEAD, HM 表示 科 的 所 有 航天 理想 六 所 成 MWA, XA mod N 的 剩 
RE X/N, RPNE CM 的 理想 , 是 简单 的 , 即 XN 不 含有 非 平 凡 理 想 ， 下 面 将 证 明 , 具有 
ef ALT Re ER, STEAL EAN 1 表示 
借助 于 线性 格 同 态 X—>AX/N, NOM, 我 们 以 FOER JEX 对 应 的 实数 

有 了 这 些 预 备 之 后 , 我 们 可 以 叙述 


定理 1 根 有 与 交 理想 站 Wem 重合 . 


证 明 第 一 步 若 X 是 具有 单位 工 的 简单 向 量 格 , 则 必 有 = (al; 一 co<a<oo}. 
证 明 , 入 不 含有 需 零 元 素 了 六 0， 因 为 否则 尺 就 含有 一 个 非 平 凡 理 想 = {9; |g| 三 7|f| 对 于 
某 个 0<co 成 立 }、 于 是 , 根据 (1)，X 满足 阿 基 米 德 原理 : 


f-limn™ |x| =0 对 所 有 的 @EX RI. (4) 


假设 存在 一 个 f0EX 使 得 Poe yl MER yp MW, > 
a= inf a’, B= sup 有 


fesa! eisf, 

则 由 (4) 有 AIS foSel WR B<a, FÆ Sas’ #0, (foô) +0 HF R<d<a Ry, A 
此 ,由 x* 人 (一 x ) 二 0, RA No= {93 | 91 Sn (fo 一 67)' 对 于 某 个 过 co 成 立 ) 是 一 个 非 平凡 理想 ， 
这 与 假设 相 矛 盾 . 

第 二 步 ” 对 任何 非 平凡 理想 No, 存在 含有 N ， 的 极 大 理想 1. 

证 明 . BENDERA Ne 的 非 平 凡 理 想 的 全 体 ， 我 们 以 包含 关系 作为 (Wo} 的 诸 理 想 的 序 
RA, 即 如 果 Na, 是 Ye, 的 一 个 子 集 , 我 们 就 记 NSN, 假设 {Ns} 是 {NW,} 的 一 个 线性 有 序 子 
RERA Ns = U Na 那 末 我 们 将 证 明 N, 是 {NW。) 的 一 个 上 界 ， 因 为 ,如果 r, YEN, 则 存在 


AE Na, MN a, E OCN, RYEN BFN OERE A JER, MA N. EN N.,>N.,) 
从 而 z 和 2 两 者 都 属于 Nan ARER T (yetip EN a ENs 以 及 由 leZ le] 可 导出 zEN。E 
Ne 因为 没有 We 包含 单位 7 所 以 We 也 不 包含 工 所 以 We 是 含有 每 个 We。 的 非 平 几 理想 ， 即 
Ns 是 (No} 的 一 个 上 界 ， 于 是 根据 Zorn 引 理 , 至 少 存在 一 个 包含 N, 的 极 大 理想 . 

第 三 步 RENN, 设 f>0 且 wfI(w=1,2,…)。， 那 么 对 任何 NEMWM, # nf(N)<I(N) = 
1(n=1, 2, ++), 所 以 了 CN)=0 即 fEN. 

第 四 步 RINN (NEWM)， 设 f 汪 0 不 是 力 零 的 . 那么 我 们 必须 证 明 存在 一 个 理想 NCR 
使 得 JEN, 这 可 以 证 明 如 下 . 

因为 /0 不 是 客 零 的 , 所 以 存在 一 个 整数 使 得 nf 在 TI， 我 们 可 以 假设 fE MERR, 
则 对 任何 NED 有 FEN, 从 而 得 证 ， 于 是 我 们 就 假定 p= 了 一 (n:f) AI>0, 则 对 任何 正 整 数 m， 
m pel 都 不 成 立 ， 如 车 不 然 , 我 们 会 有 mo ISI- (nf) Al, FE 

A= mH) m). 
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这 样 一 来 , 根据 第 十 二 章 82 的 (6) 式 , 有 
(n-f—(—m")I) Am H= (nfm) A0s0, 
TE, 由 向 量 格 的 分 配 性 
0={(m:f— 0Q—m DTAm yV 0= (nef (1—m DIt mI], 

如 (2 了 一 (一 mm 0D AT=0 令 5= (nf Am Hie b>0, RERE) HEA 
a>1, RNA b<al, IA 0<b=b Nal FE 0<(a7'b) AISDAIL, 这 与 DA7=0 了 矛盾 . 所 以 8= 
0, 即 4 三 (1 一 m 07 这 与 2f 志 了 的 事实 相 矛 盾 ， 所 以 集合 N= ig gln, HEA 
co} 是 一 个 非 平 凡 理 想 ， 根 据 第 二 步 ，N 至 少 包含 在 一 个 极 大 理想 广内。 那么 0=p(V) =1 一 
(n+ f(N)) Al, 这 就 证 明了 CNV) >0, Hl FEN, 

于 是 我 们 证 明了 定理 1, 

向 量 格 习习 / 尼 还 是 一 个 具有 单位 了 的 向 量 格 . 根据 定理 1, X 的 所 有 极 大 理想 N 的 交 理 


(| N BEML RARE RRHO TE X 满足 阿 基 米 德 原理 
序 -limn 1|J| 一 0 对 所 有 FEX 成 立 . (5) 
E N Æ X 的 任 一 极 大 理想 . WS X/N 是 一 个 简单 向 量 格 ， 于 是 根据 定理 1 证明 的 第 
<5, X/N 是 线性 格 同 构 于 实数 的 向 量 格 ; 其 非 负 元 素 和 单位 由 非 负数 和 1 来 表示 。 我 们 用 
于 (六 ) 表 示 按 同 态 关 系 XOX/N 与 于 对 应 的 实数 。 我 们 再 用 哆 表示 了 的 所 有 极 大 理想 所 构成 
HRA. TERNA 
定理 2 按 对 应 关系 SOPH), XR ER ERI E H 实 值 有 界 函 数 所 组 成 的 向 量 
fe FO), 它 使 得 (D | 让 一 17CR) 1 GIN) =1 EM ERZAR GDETEERLT F OD Woy 
HEM APA M,N, 至 少 存在 
一 个 FEX HA FN) HF). (6) 
注 把 形 如 
(NEM; IF:N) —f (No) |<e; (i=1, 2, +, n), 
其 中 一 7SJET 对 所 有 i 成 立 } 
的 集合 称 为 We 的 邻 域 , 用 这 种 办 法 在 亚 内 引进 一 个 拓扑 ， 这 时 殉 是 曙 的 ， 这 是 因为 它 可 以 与 诸 
PAR C1, 1] 的 拓扑 乘积 的 一 个 AT 集 恒 等 ( 该 乘积 的 次 数 满足 一 ?三 7 三 7 的 诸 元 素 JEX 所 
成 集合 的 基数 相同 )， 证 明 完全 类 似 于 第 十 一 章 $2 中 赋 范 环 的 所 有 极 大 理想 所 成 集合 的 情形 . 
此 外 , 每 一 个 函数 FCN) CK OD) 在 用 这 种 方法 拓扑 化 了 的 紧 空 间 玩 上 是 连续 的 ， 因 此 , 根据 第 0 
章 §2 中 的 Kakutani-Krein M, Ryland FOO H B- 空间 C( 流 ) 内 是 稠密 的 以 上 两 个 定 
理 取材 于 K. Yosida-M. Fukamiya[16], 也 可 参看 S. Kakutani[4] 和 M. Krein-S. Krein[2], 


§ 6， 向 量 格 的 集合 函数 表示 


设 羡 是 一 个 o -完备 的 向 量 格 .选取 互 的 任 一 正 元 素 r, REA X 的 一 个 “单位 ?并 把 它 写成 
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1; 当 不 发 生 混 淆 时 , 我 们 也 把 a+1 写成 4， 一 个 非 负 元 素 eEX, MRA e 人 (1 一 e) =0 成 立 , 就 称 
它 为 一 个 “ 拟 单位 ”， 诸 拟 单位 e; 的 一 个 线性 Ae Dime, 叫做 一 个 “阶梯 元 素 ”, 而 如 果 EX 


以 表 成 阶梯 元 素 序 列 的 0-lim， 则 我 们 称 元 素 y (关于 单位 DD 是 绝对 连续 的 ， 如 果 对 EX A 
|z| A1=0, 则 元 素 2 叫做 (关于 单位 1) “奇异 ”的 

我 们 将 给 出 积分 论 中 Radon-Nikodym 定理 的 一 个 抽象 表述 

定理 的 任 一 元 素 可 以 唯一 地 表 成 一 个 绝对 连续 元 素 与 一 个 奇异 元 素 的 和 . 

证 明 第 一 步 ， 如 果 >0, FALE, MEETER a 与 一 个 拟 单 eto HE fae, 
事实 上 ， 我 们 可 以 取 

ea 一 N alfa fA 1) Al}. (1) 

证 明 ， 设 y=a7!f 一 47! 入 1， 则 可 得 

o 2eah1={ V (2ngeA2)) M1=e,, 
所 以 ee 是 一 个 拟 单位 由 

nyz\l=n.'fA LI +a@'f AD]—n(@lfAn<(41)a'f A (+1) —n(a-'f A1) 

Sa'fAisa lf. 
可 以 得 到 feae., MRR MPA a> 有 y.A1>0, 那么 对 这 样 的 a 便 有 e.>0, B 
EREHE 不 存在 ， 则 对 每 个 具有 条 件 O<a<l 的 o 我 们 有 
aa fF—a f N1) Mg !=0, 

于 是 (f 一 了 Aa) A1=0 HHS way 0 时 , 我 们 便 得 到 上 A1= 0 这 与 假设 条 住人 1 二 0 相 矛 盾 . 

第 二 步 ， 设 f20, IA fae 其 中 心 >0 而。 是 一 个 拟 单位 ， 则 对 子 0<w<<e 有 ev 宇 e 以 
及 f 宇 "ew 其 中 ev 是 由 (1) 定 义 的 . 

证 明 .为 简单 计 , 假设 «=1， 对 于 0<5<1 有 
I+- tia) G+ 二 (4; ARET: Salti) 


_ f e 
=yog\lti 3 


因为 。 是 一 个 拟 音 位 ， 我 们 有 2e A1=e,eA1=e， 所 以 meA1=。 4 mEl 时 成 立 ， 于 是 ,由 
1< (1 一 9) 5 我 们 有 (1 一 5)-:eAI=e. 所 以 从 以 上 不 等 式 可 得 


从 而 , 由 (1), 有 eSe,_,, 
第 三 步 。 所 有 的 拟 单位 组 成 的 集合 构成 一 个 Boole 代 数 , 即 如 果 e, 和 es 都 是 拟 单位 , HZ, 
ei V ez 以 及 ei 人 es 也 都 是 拟 单 位 且 0 三 e; 三 1， 拟 单位 (1 一 e) 是 e 的 补 元 , 而 0，1 分 别 是 全 体 拟 
单位 中 的 节 小 元 素 和 最 大 元 素 . 
证 明 。 条件 eA (1 一 e) =0 等 价 于 2eAl=e, FMR en es 都 是 拟 单位 , 则 
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2(e, Ne) AL=(2e,A1) A (2e2.A1) =e: Aen, 
2(e, V es) A1= (2e, A1) V (2e2A1) =€; V eo, 
所 以 e, A ex FI ei V e: 都 是 拟 单 位 . 

Oe 38 f>0, His fosup Bes 其 中 sup 是 对 所 有 正 有 理 数 有 取 的 . 由 于 第 三 步 , 有 限 个 
形 如 Ben 的 元 素 的 sup 是 一 个 阶梯 元 素 ， 于 是 了 关于 单位 元 素 1 是 绝对 连续 的 ， 我 们 必须 证 
明 g 二 了 一 了 关于 单位 元 素 1 是 奇异 的 ， 假 若 9 不 是 奇异 的 . 则 根据 第 一 步 ， 存 在 正 数 % 和 一 个 
拟 单 位 e E gae, VA faae, 从 而 由 第 二 步 , 对 0<a,<a, 存在 一 个 拟 单位 ea e 使 得 FS 
es,， 我 们 可 以 假定 ai 是 一 个 有 理 数 ， 因 此 了 三 aies, 所 以 f= 了 +9 宇 2%1e。,. 再 根据 第 二 步 知 
Hf O<a <a, 存在 一 个 拟 单 位 e261 三 6, 使 得 之 2aiexsy。 我 们 可 以 假定 2a, 是 一 个 有 理 数 , 所 以 
FZ 2ate 于 是 了 = 了 +g 宇 3%ie。 重 复 这 个 过 程 , 我 们 可 以 证 明 : 对 满足 关系 <a <a 的 任何 
有 理 数 &, 有 

fm+1l)are (n=1, 2). 
MERIR @, 20/2, RA (n+1l)a,e22 nae, FE fZEnae(n=1, 2, …) 对 于 a>0，e>0 Mar. 
这 是 一 个 矛盾 ， 因 为 根据 的 -完备 性 , 在 内 阿 基 米 德 原理 成 立 . 

BES ff +f 是 一 般 元 素 EX 的 一 个 Jordan 分 解 ， 把 第 四 步 的 结果 分 别 用 到 六 
Alf 上 ， 我 们 看 到 了 分 解 成 一 个 绝对 连续 元 素 与 一 个 奇异 元 素 的 和 。 如果 我 们 能 证 明 对 一 个 
元 素 REX, 当天 是 绝对 连续 且 是 奇异 时 , BA A= 0, 则 分 解 的 唯一 性 就 得 到 证 明 。 而 因为 hh 是 绝 
对 连续 的 , 我 们 有 h=O-limh,, 其 中 h, 均 是 阶梯 元 素 ， 正 因为 如 是 一 个 阶梯 元 素 ， 所 以 存在 正 


Bl or 使 得 | 如 | Sohn, XAA h ERR, RATA A [hal =O. BELA 
[A| = |b] A [h| =O-lim(]h] A lbsl)=0. 


应 用 于 Radon-Nikodym 定理 #48 X=AGS, SW. 我们 已 经 知道 (第 十 二 章 53 中 
的 命题 IAS, 器 ) 是 一 个 完备 格 , AREAS, BAA 
a*(B) =supz(B') =x 在 B 上 的 正 变 差 V(x; B). (2) 
我 们 先 来 证 明 一 个 
命题 AS, DA, Medd, 220 使 得 2zAs=0， 则 存在 一 个 集合 BEL 使 得 zx(Bo) =0 
以 及 2z(S—By) =0. 
WAR 因为 x 人 Az 二 (zx 一 z)- +2, 由 (2) 我 们 有 
(x A 2)(B) =inf (@—z) (B’) +2(B) =inf[z(B') +z(B—B')]. (3) 
根据 条 件 x*Az=0, 于 是 得 
inf Tx(B)-+-z(S—B)]= (xzAz)(S)=0. (BEB) 
于 是 , 对 任何 e>0, 存在 一 个 B,EB 使 得 2 (B,) Se, z (8 一 B,) 三 e， 令 B= 由 LUa)， 则 根 


kel \ nk 


据 x(B) 与 z(B) 的 o- 可 加 性 , 有 
+ 316° 


0<2(By) =lima( U Br-*) slim 2 =0, 


0<2(8—By) =lima( 8 ~ ae) times By-*) =0. 
HK We BAS, DAF c>0 的 一 个 拟 单 位 ， 那 来 ， 存在 一 个 集合 BEB 使 得 
e(B)=2(BNB,) 对 所 有 BEB RY. (4) 
证 明 ”因为 (z 一 e) Ne=0, 所 以 存在 一 个 集合 BoE 使 得 e(B0) =0, (z 一 6) (S—By) =0. F 
E e(S—B,) =z(0S 一 Bu) =e(S8), 所 以 e(B)=z(B 一 Bo) =2(BN B) B, =8— B. 
现在 我 们 可 以 来 证 明 积分 论 中 的 Radon-Nikodym 定理 了 .借助 以 上 的 系 ， 则 在 AGS, 8) 
内 ,一 个 关于 o> 0 的 拟 单位 e 是 一 个 压缩 测度 e(B) 一 (BiB.)， 于 是 4(S， 史 内 的 一 个 阶梯 
元 素 是 形 如 
Ea f scd) 


的 积分 ， 即 是 一 个 阶梯 函数 (二 有 限 值 函 数 ) 的 不 定 积分 ， 于 是 AGS, 器 ) 内 的 一 个 绝对 连续 元 素 
是 关于 测度 x(B) 的 一 个 不 定 积分 .以 上 命题 说 的 是 (关于 单位 x 的 ) 一 个 奇异 元 素 9 是 与 一 个 
集合 BEL 相 联 系 的, 而 此 Bo 使 得 zx(Eu) =0 及 对 所 有 的 BES, gB) =g BNB) RE. KEM 
一 个 测度 9(B) 就 是 所 谓 (关于 xz(B) 的 ) 奇 异 测度 ， 因 此 任何 元 素 fc4(S, 允 ) 都 可 表示 成 (关于 
z(8B) 的 ) 一 个 不 定 积分 与 一 个 (关于 x(B) 的 ) 奇 异 测度 g(8) 的 和 ,这 种 分 解 是 唯一 的 ， 所 得 结 
果 正 好 是 Radon-Nikodym M, 

注 以 上 定理 摘自 K. Yosida[2], #4 F. Riesz[6], H. Freudenthal[2] 以 及 S. Kakutani 
[5], 更 进一步 研究 , 可 参看 G. Birkhoff [1], 
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第 十 三 章 ”这 历 理论 和 扩散 理论 


遍历 理论 和 扩散 理论 构成 半 群 的 分 析 理 论 在 应 用 方面 使 人 着 迷 的 领域 . 从 数学 上 来 说 , 遍历 
理论 涉及 的 是 半 群 刀 的 “时 间 平均 "lim 妨 !| Pads, 而 扩散 理论 涉及 的 是 :利用 和 随机 过 程 有 内 
在 联系 的 半 群 的 无 穷 小 生成 元 来 研究 随机 过 程 ， 


$ 1， 具 有 不 变 测度 的 Markov 过 程 


在 1862 年 ， 英 国 植物 学 家 RR. Brown 在 显微镜 下 观察 到 在 液体 中 二 泽 着 的 微粒 一 一 茶 种 
花 的 花粉 一 一 无 规则 地 运动 着 , 不 断 地 改变 着 自 anes 为 了 描述 这 种 现象 , 我们 考虑 
在 时 刻 t 从 位 置 z 出 发 的 一 个 微粒 在 下 一 个 时 刻 s 进入 集合 加 的 转移 概率 P(t, z; s, E), 
概率 P(t,w; s, 召 ) 的 引入 是 以 这 样 一 个 根本 性 的 假设 为 基础 的 , 即 任何 一 个 微粒 在 时 刻 志 以 后 所 
作 的 无 规则 运动 同 它 在 时 刻 以 前 的 历程 是 完全 无 关 的 , 即 是 说 ， 如 果 我 们 知道 了 微粒 在 时 刻 # 
的 位 置 x, 那么 ， 该 微粒 在 时 肇 圭 之 后 的 历程 完全 是 随机 地 确定 的 .微粒 不 记得 自己 的 过 去 这 个 
假设 意味 着 转移 概率 卫 满 足 方程 


P(t, a; 8, B)=| PCE, a; u, dy) P (u, 95 8, BVA t<u<s R, (1) 


这 里 , 积分 是 对 微粒 作 无 规则 运动 的 整个 空间 8 进行 的 . 

由 满足 (1) 的 转移 概率 所 控制 的 随时 间 而 演变 的 过 程 称 为 Markov 过 程 ， 而 方程 (1) 称 为 
Chapman-Kolmogorov 方程 ，Markov 过 程 是 确定 性 过 程 的 一 种 自然 推广 ， 对 于 确定 过 程 来 
说 , 针对 YCE we VER TIH PUL, a; s, B)—=1 R= 0; 这 就 是 说 , 对 于 确定 过 程 ， 在 时 刻 处 于 位 置 
z 的 微粒 在 此 后 的 每 一 固定 的 时 刻 s 均 以 概率 1 运动 到 某 个 确定 的 位 置 y=y(z, t, 8), Markov 
过 程 叫做 时 齐 的 , 如 果 P(t z; s,) 是 (s 一 4) 的 函数 且 与 i 无 关 ， 对 于 这 种 情形 ， 我 们 说 需要 考 
虑 位 于 z 的 微粒 经 过 t 个 单位 时 间 之 后 进入 集合 的 转移 概率 P(t, z, E)， 这 时 ， 方 程 (1) 就 变 
为 


P(t+s,2,B)=| P(t,z, dP(s, YB) 对 t, 8>0 RN- (2) 
在 一 个 适当 的 函数 空间 了 中 , PU, xz, 恕 ) 给 出 一 个 线性 变换 T: 
Dz)=| PE, s, dfa), FEX, (3) 


由 (2) 可 知 , 此 变换 具有 半 群 性 质 : 
Tiss =T T, Ct, s>0). (4) 


统计 力学 中 的 一 个 基本 的 数学 问题 是 关于 时 间 平 均 
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limt KZ | (5) 
的 存在 性 问题 ， 实 际 上 , 设 S 是 用 经 典 的 哈密 顿 方程 来 描绘 的 一 个 力学 系统 的 相 空间 , 并 且 此 哈 
密 顿 方程 的 哈密 顿 秀 数 不 显 含 时 间 变量 .于 是 ，S 的 点 z 在 经 过 t 个 单位 时 间 之 后 就 授 照 由 
Liouville 给 出 的 一 个 经 典 定理 所 规定 的 方式 运动 到 8 点 y.(z), 即 对 于 每 个 周 定 的 六 由 8 到 4 
上 的 映射 >->yi(z) 是 一 个 同等 测度 变换 , 即 是 说 , 映射 ">y,(7) 保持 着 人 的 “ 相 体积 "不 变 ， 在 


这 种 确定 性 的 情形 , 我 们 有 | 
(TAT)=Jy(7)), (6) 


从 而 ， 在 假设 了 | sz< 之 后 , Boltzmann 的 遍历 假设 


任何 一 个 物理 量 的 时 间 平 均 = 
该 物理 量 的 空间 平均 
就 可 以 表示 为 
limt | FOD ds = | fayda / | de 对 一 切 fEX 成立 


dz RRS 的 相 体积 元 , | (7) 
要 想 把 同等 测度 变换 x->y,(7) 自 然 地 推广 到 Markov dE PCE, 2, 五) 的 情形 就 需要 假设 存 
在 一 个 不 变 测度 m (dx); 


| m (de) P(t, 2, B)=m(B) 对 一 切 过 0 和 一 切 召 成 立 ， (8) 


因此 , 我 们 给 出 
定义 设 允 是 人 3 的 子 集 互 的 一 个 gc- 可 加 族 , ASAE, 又 设 对 于 每 人 it >0, ES FR HEB, 
存在 一 个 销 数 P(t, 2, PER: 


P(t, x, BE) 二 0, P(t, x, S)=1, (9) 
对 固定 的 和 ww 了 P(t, x, E) 3t ECS Æ 0o- 可 加 的 ， (10) 
对 固定 的 和 加, PCE, x, 吾 ) 对 2 是 入 -可 测 的 ， (11) 
P(t+s,2, E) =] PG, x, dy) P{s, y, E) (Chapman-Kolmogorov FR). (12) 


这 时 , 我 们 就 说 这 样 一 个 系统 P( 2, E) WE TANEM, B) EAS Markov 过 程 ， 如 果 我 
们 还 进一步 假设 (8, B, m) 是 一 个 这 样 的 测度 空间 , 即 | 


| ,m (dx) PCE, 2, E) =m(B) 对 一 切 BEB 成 立 ， (13) 
那么 我 们 就 说 PO, 2, 妃 ) 是 一 个 具有 不 变 测度 mB) 的 Markov 过 各 


定理 1 PUL P(t, x, 古 ) 是 一 个 具有 不 变 测 度 mn 的 Markov 过 程 并 且 m(S)<oo, HF pz 
1， 我 们 把 空间 X。=L?(5, B, mm) 中 的 范 数 记 为 1f| 。 则 可 以 用 (3) 定 义 一 个 有 界 R EAT PE 
L(X,, Xp) Hh Tirs =T T, Ct, s>0 FE 
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T, 是 正 算 子 , 亦 即 , 如 果 f(z) 宇 0 在 8 上 


a9 
m-a. e. 成 立 , MT, AEZ ES E m-a. e 成 立 ， | | 
T,-1=1, (15) 
对 于 JEX, =L?(S,B,m) H. p=1, 2 Fl, 有 
ITSF lS lo | (16) 


证 明 (14) 和 (15) 是 显然 的 ， 令 fEL*(S, 8, m). FEMO OMODA, (7)= 
(TAEL (S, V, m) EWA IER leS le FE, HF SELS, 8, m), p=1 Rp2, 由 
(9) 和 (13) 可 得 


if l= Í| mea) Rá Ci, 0, dy) fy) 3” 


三 人 meaa) [Pie dy) fO) f PCs, ay" 


=Í] man Ifo} =H. 
对 于 非 负 的 FELIS, 8, m), p=1 或 p= 2, 我 们 令 
of (3) =min (f(s), nn), 这 里 是 一 个 正 整数 
Ti, 我 们 就 得 到 PS STON AIGA. ,Sif mae 因此 ， RATS fi(s)= 


| ebesgue-Fatou 引 理 就 得 到 
fi(z)=lim| PG, 2, dy) Gf (0)) | PU, way) (Linsf (9) ) 


=| PU, 2, dy) FQ). 
因此 , 对 于 满足 Fi Cro) 二 oo 的 那些 zw 亦 即 对 于 ma. 6. oy 了 (关于 测度 PO, o gg) 是 可 积 的 
于 是 ,利用 Lebesgue-Fatou 引 理 , 我 们 就 最 后 得 到 


[ PU, o d0) im GSO =lim| PC, zo dy) Gf). 


所 以 ,f(z 一 | PC, ro dy) fQ)m-a.e. RE, ERNIE lfl. IF M o FELS, B, m), 
ERERF T 分别 应 用 于 产 和 六 之 后 , 我 们 就 得 到 同样 的 结果 

定理 2(K. Yosida) 设 P(t, z, B) ESRA RENE m (fy Markov 过 程 并 且 m(S) <o. 
则 对 任何 一 个 SELS, 8, m), p= 1K p=2, 平均 遍历 定理 成 立 : 

-limn >I. f =f* E LS, 8, mm) 内 存在 并 且 当 FELS, B, mih, WLS =F, (17) 
此 外 还 有 


| f(e)m(ds) =| f* mCi), (18) 
8 4 
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证 明 在 Hilbert 空 间 LCS, 8, m) 中 , 由 (16) 和 第 八 章 $3 的 一 般 平 均 记 历 定理 可 知 , 平均 


遍历 定理 (17) 是 成 立 的 . . 
因为 mkS) <co， 所 以 由 Schwarz 不 等 式 可 知 任何 一 个 SELS, 8, m) 都 必 属 于 
L (S, 8, MHI LEi iem, FRE — A SELS, B, m), Fiabe 


m(ds)=0 和 T f*=f* 都 成 立 。 


六 (8) 一 0 人 (Tf) (8) 
k=1 


va, 
再 利用 加 (9) <coAl O=lim 了 一 sf =him| f6) af C) [m (ds), 3X E, af (a) =min(f(s),n), 


ROTIE LS, 8, mE LS, 8, m) 中 是 L 黎 密 的 。 即 是 说 ， 对 任 一 EL'(8, 8, m) 和 
e>0, 总 存在 某 个 EL?(S, B, m) NL (S, V, maf Se Ak, 16) a4 


ST fw SMS, | A 


对 于 下 ,平均 遍历 定理 (17) 在 (5, 8, m) 内 是 成 立 的 , 从 而 , 由 上 述 不 等 式 可 知 对 于 f，(17) 在 
L' (S, B, m) 内 也 必定 成 立 ， 

因为 强 收敛 必然 导致 弱 收 敛 , 所 以 (18) 是 (17) 的 一 个 推论 . 

注 1 上 述 定 理 2 出自 K.Yosida[17]. 此 外 , TAGS. Kakutani[6]， 那 里 ， 证 明了 对 每 


4» fEL"(S, B, m), limn S71(T, 有 )(z) 是 m-a, e WA, SER T, 对 守 是 强 过 续 的 时 ,我 
nye k=} : 


MERED, TURAN PA s-limn DOTS RA s-limt |i Pfs, RAIRA BEAM RUBE E 
n+ k=1 t to 0 


WET, 因为 在 E, Hopf[1] 和 K. Jacobs[2] 这 些 有 关 饥 历 理论 的 书 中 已 对 它们 有 所 叙述 .我 们 
TREA S. Kakutani[8] 的 精采 报告 ， 其 内 容 是 关于 遍历 理论 自 Hopf 于 1937 年 提出 的 有 关 
报告 一 直到 1950 年 在 剑桥 召开 的 国际 数学 家 会 议 期 间 的 发 展 情况 . 

为 了 使 用 遍历 假设 (7), 我 们 必须 证 明 个 别人 遍历 定理 , 其 意义 为 


limn? > TN) =f*(7) m-a. e. 成 立 。 


在 下 一 节 , 我 们 要 讨论 序列 n> (Tf) (0) RY m-a. e. 收敛 性 。 我 们 的 目的 是 利用 第 十 二 章 8 4 
中 的 Banach 收敛 定理 从 平均 收敛 来 导出 m-a. e. 收敛 . 


8 2 个 别 遍 历 定理 及 其 应 用 
我 们 首先 证 明 | 
定理 1(K. Yosida) 设 忆 是 一 个 实 的 ,ac- 完 备 的 忆 - 格 ， 并 且 它 还 具有 一 个 拟 范 数 fzl, 使 
得 
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O-limz, =x VSA lim faahi= lefi (1) 
设 的 线性 子 空间 了 是 一 个 实 的 B- 空 间 且 具有 范 数 1xl, 使 得 
E X A s-limr, =t BSB X A s-lim En 一 2 (2) 
VET, EH X BUX A ARRAS PA, 使 得 
O-lim|T,2|, 对 内 组 成 一 个 第 二 纲 


集 S 的 那些 w 总 是 存在 的 ， 3) 
假定 对 某 个 EX, 存在 相应 的 一 个 5E 瑟 , 使 得 
lim|Taz— zl =0, | (4) 
T,2=2 (n=1, 2， oe), (5) 
O-lim(7,2—T7,1 2) =0 对 &=1, 2, 成 立 . . (6) 
则 
O-lim?,2=%. (7) 
证 明 4 2=2+ (2-2). RN PRSREUL-TASA X AHAT T. 
Tx =O-limT',2— O-limT',2. ' (8) 
则 由 (5) 可 知 


O<T2<T (2-2). o; 

HORIE TT) =0(k=1, 2, …)， 而 由 (4) 可 得 lim1(z 一 z) 一 (z 一 Tsz)1=0。 于 是 , 根据 
ATZE Sah Banach €M, RMA Tez) =0, AswOSTzS0, WE i O-limT,z=w 
存在 . 

我 们 尚 须 证 明 w=z， 由 (4) 和 (2) 可 得 lim1Taz 一 zh 一 0. 由 (1) 和 0O-limTns=w 又 可 得 到 
lim[7,2—w],=0, Hik, w=2, 

在 把 X, 取 为 实 空间 用 (5, B, mE X PHRMA LS, B, m) 之 后 , 我 们 可 以 证 明 下 述 个 
Wie ee 

定理 2(K. Yosida) 设 了 是 一 个 由 L'S, 8, mA LS, 8, 和) 内 的 有 界线 性 算 子 ， 这 里 ， 
m(S) <o, RE 


|T"|SC<co (n=1,2, =), o (9) 
lim|2 :之 (To)(s)| <œ m-a. e. RL. (10) 
nom m=1 
PRETEN ZEL (8,8, m), 
| limn 1(Z"z)(s)=0 m-a. e. RFs (11) 


e 3226 


pest oS T”z CELT 


于 某 个 元 素 CLS, B, m) 的 子 序列 。 (12) 
则 | 
s-limm Seen, T%=3, (13) 
以 及 
lima > (Tz) (s) =2(s) m-a. e. W (14) 


证 明 考虑 空间 MS, S, m), & FH X= MS, 8, m) T 
Izh=| |2(s) 1 Q+ |e(s) 1) -im (as), 


LẸ B- X=L(S, 8, m)itile| =| [2(s)|m(ds), HS Tn SOT, 于 是 ,它们 满足 定理 1 
的 诸 条 件 ， 作 为 例子 , 我 们 来 验证 (6) 是 成 立 的 .因为 

Ta— TT sn i PAT TFT) 2— RA T+) , 
从 而 由 (11) 可知， lim (Tnz—TaT"z) (s) =0 Hf k=1, 2, --m-a.e. Mar, Ab, Mest ARE 
均 ， 我 们 就 得 到 lim (7,2 —T 7,2) (s) =0 对 =1,2,…m-a.e. Rr, 条件 (4) 和 (5)， 亦 即 条 件 
(13) 是 第 八 章 3 3 的 平均 遍历 定理 的 一 个 结果 . 

= 上述 两 个 定理 取材 于 K. Yosida[15] 和 [18]。 在 那 两 篇 文章 中 还 给 出 了 由 定理 1 导出 

的 一 些 其 它 遍 历 定理 ， 

”关于 上 面 的 条 件 (11), 有 下 述 的 E. Hopf[3] 的 结果 : 

定理 3 RTE LS, B, m) 映 入 自己 内 的 一 个 正 的 线性 算 子 且 其 L ¥ER(T|S1, 
如 果 JEL (S, Bm) it PEL (S, B, m) H. p(s) 0 m-a. e. 成 立 , 则 
Lim (@"f) (8) / DCTP) (s) =0 在 使 BCs) >0 
的 集合 上 m-a. €. RRIF. 

如 果 m(S)<coH, 7+1=1, WR p(s) =1, 就 得 到 (11). 

, W 只 需 对 SZO 的 情形 证 明 本 定理 就 可 以 了 ， ER e> 0 并 考虑 国 数 

gn =7"f— e: Sr, go=f. 
令 zu(8) 是 集合 {(sES; 9, (8) 20) HORE baa H F 2.9, = 9% =max(g,, omg Jari bep= T9, 再 
利用 了 是 正 算 子 和 | 好 | Si, 我 们 就 得 到 
| gh em (ds) + ef esp-m (ds) =| teens +ep)m (ds) 
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=| somguem (ds) | mgim (ds) S| Toimis) S| gemis). 
把 这 些 不 等 式 从 n=0 起 求 和 , 我 们 就 得 到 
| 区 mas) tef pe Dssm (ds) <| gmas), 
8 8 tel 8 


从 而 
| P’ Sir em (ds) Sef gè -m (ds). 
S k=l 


于 是 Sz (s) 在 使 p(s) >0 的 集合 上 m-a. e. 收敛 ， 因 此 , 对 一 切 充分 大 的 %，9a (8) <0 必定 在 
k=1 
{E p(s) >0 的 集合 上 mm-a.e. 成 立 ， 
n-i 
所 以 , 我 们 就 证 明了 对 一 切 充 分 大 的 mw (Tf) (s)<e > (TYp) (s) E E p(s) >O WBA E 
k=0 


m-a.e. 成 立 ， 由 于 es 之 0 是 任意 的 , 所 以 我 们 就 证 明了 此 定理 . 
至 于 条 件 (10), 我 们 给 出 取 自 R, V. Chacon-D. S. Ornstein[1] 的 下 述 定理 : 
定理 4(R. V. Chacon-D.S. Ornstein) 设 人 是 将 实 的 荆 (S, 咽 ,m) 有 映 入 自己 内 的 一 个 正 线 
性 算 子 并 且 其 L WAITS. ah fM pE LCS, V, m) 中 的 函数 且 p(e) 三 0, 则 
TS (T*f) (s) / 六 (ep) co lew (Tp) (s) >0 
k=0 


nəf k=0 n=0 
的 集合 上 是 m-a e. 有 限 的 ， 
如 果 和 ma(S)<oo 且 了 1=1 WA p(s) =1 MA LAB B (10), 
为 了 进行 证 明 , 我 们 需要 一 个 


引 理 (Chacon-Ornstein[1]) 如 果 了 一 产 十 广 ， 又 如 果 在 集合 互 上 有 1lim >) (Tf) (s)>0, 


Rh 了 pmp 

则 存在 非 负 函 数 的 序列 {ad;} 和 {f;), 使 得 对 于 每 个 六 都 有 
| amde+| fm (ds) <Í fr.m(ds), (15) 

8420 8 a 
Day(s) = 一 广 (9) 在 B 上 成 立 ， 9 
Tft = SITY, + fye E (17) 

k=0 
证 明 ”归纳 地 规定 
co 一 0， fo=f*, 

fim =f tf ta td), dn=Tf—fin. {18) 


我 们 指出 
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fr +dyt--++d,<0, | - (19) 
36H 19) PHBA fi(s)>OMRA ERZ, 这 是 因为 
fi= fia +E tdot etdi) = fifi Af Hd te tda tft 
=G,+f +diot tdi tf)". 
从 (18) 可 得 


Tift= Sr ta 十 下 (20) 
根据 定义 ,ff; 是 非 负 的 ， 从 而 由 (18) 最 后 两 个 方程 和 (19) 忆 a, d; 也 是 非 负 的 . 由 (20) 可 得 到 


er SS Mat She 7 | (21) 
其 次 , 我 们 来 证 明 i 
Erreza- Prf + (22) 
为 此 目的 , 我 们 注意 到 ， o a 7 
并 且 根据 (19) 和 卫 是 正 算 子 ， 
-Po Sa 对 1<j<n RY. (23) 
改写 (22) 后 , 我 们 就 得 到 
> PEDERS (24) 
现在 我 们 来 证 明 
al) +f (9) 20 在 B 上 成 立 . (25) 


利用 (19) 后 面 的 说 明 , 容易 看 出 (25) 中 的 等 式 在 集合 C={sES; HEA J= A file> E 
成 立 ， 剩 下 的 就 是 要 证 明 (25) 在 集合 B 一 C 上 成 立 . 这 可 以 用 以 下 事实 来 证 明 , 即 由 (24) 式 可 
导出 在 E, 特别 是 在 B-C 上 成 立 不 等 式 


(d+ fj) (s) +f" (s) 20. 
7=0 


现在 我 们 注意 到 (17) 刚 好 就 是 (20), 并 且 (16) 可 由 (19) 和 (25) 导 出 来 ， 为 了 看 出 (15) 成 立 , 我们 
指出 , 根据 对 也 的 假设 和 (18) 式 , 有 Rfi 


j f j +1 
(Ea fs) ma sj ($a +2-4,) mia =| bs dat fia In (ds), 
= = S\ k=0 


因为 dot fo=f*, BAH ER j GE FAVA SARE RAT A Hy (15) sh, 
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定理 4 的 证 明 只 须 对 于 在 S 上 f(s) 20 这 种 情形 来 证 明 此 定理 就 够 了 , 并 且 只 须 证 明 , 当 
2(s) >0 时 ， 所 指出 的 上 极限 是 有 限 的 ， 第 一 点 是 显然 的 ， 而 第 二 点 可 以 证 明 如 下 ， 假 设 在 使 
2(s)>0 的 点 s 处 , 所 指出 的 上 极限 是 有 限 的 ， 因 此 


l ips (TIP) (s) / Sorp ole 
n> j=0 j=0 
(T*p) (s) >0 的 集合 上 是 m-a. e. 有 限 的 ， (26) 
manekiny (TIF) (s) / > (Tp) co feet (T*p) (s)>0 的 集合 上 是 m-a. e 有 限 的 . 
nom g=0 7=0 ~ 
现在 假定 我 们 要 证 明 的 结论 不 成 立 ， 这 时 
ps (Tif) (s) / > (Pp) ol 
Nw | jo j=0 
在 某 个 具有 正 的 m- 测 度 的 集合 屡 上 是 m-a. e 无 限 的 , 并 且 对 于 某 个 正 的 常数 B, 在 加 上 有 P(s) 
>B>0, BLA, 对 于 任何 一 个 正 的 常数 wx, 我 们 有 
sap Seca) + G-ay polo 
n (7=0 
EE E m-a. e. 成 立 ， 应 用 引 理 , HAG- RRE ay 户 于 是 由 (15) 和 (16) 就 得 到 
| (f—ap)*m (ds) =| > dm (ds) =f (f—ap) m (ds). 
S S kao E 


然而 , 最 右边 的 积分 随 af oo 而 趋 于 co， 但 最 左边 的 积分 当 at co MRE AS I, RA 
JB, 从 而 我 们 就 证 明了 此 定理 ， | 
因此 ， 我 们 证 明了 
定理 5 UTR LOS, Y, m) 映 入 自己 内 的 正 线性 算 子 , 并且 其 L WRIT <I, 如 


果 m(5) 二 2 且 人 :1=1， 则 对 任 一 JEL (S, 8, m)， 序 列 | na 的 平均 收敛 必 导 致 它 的 
: =1 


m-a. e. Weer, 
作为 上 述 定理 的 一 个 推论 , 我 们 得 到 
定理 6 Ik P(t, z, JEMEZ N CS, 8, m) 上 的 一 个 具有 不 变 测 度 m 的 Markov 过 程 , :并 


H miS) <ico， 则 对 于 用 (Tf)Cz)=| PE r gg 了 ( 的 定义 的 线性 算 子 了,， 我 们 有 沾 平 均 这 万 
对 于 任 一 EL?(S, 8, m), slimn Sn f= | 
E L'S, 8, m) Ate HT f* = f* (p=12), l : (27) 


OBID MIREA: 
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对 于 任 一 fEL?(S,B, m), XE p=1 R P=, 
Line (Pf) (sjm-a.e 存在 且 为 有 限 人 
同时 它 m-a. e. 等 于 入 Cs), 此 外 还 有 
(fms =] Poma (28) 


证 明 由 上 一 节 的 定理 2 可 知 , 平均 遍历 定理 (27) 成立 , 从 而 可 应 用 定理 5 得 出 (28)， 

+ WAT, 是 一 个 由 到 上 的 同等 测度 变换 x->y,(z), W (27) 正好 就 是 了 von Neu- 
mann[3] 的 平均 遍历 定理 , 而 (28) 正好 就 是 G. D. Birkhoff(1] M7 A. Khintchine[ 卫 的 个 别 遍历 
定理 . 
历史 简况 ”最 先 把 Birkhoff-Khintchine 那 种 类 型 的 个 别 遍 历 定 理 推广 到 算 子 理论 的 人 是 


I.L. Doob[D， 他 在 下 述 条 件 之 下 证 明了 oriS PA) (@)E m-a eki, BT, 是 由 在 测度 
k=1 


空间 (9, 由 ,mm) 上 具有 不 变 测度 m 的 Markov iF P(t, z, E) RELH, 其 中 m45) = 二 ， 而 了 是 
某 个 属于 中 的 集合 的 特征 函数 ，S. Kakutani[6] 指 出 , 当 了 只 是 一 个 有 界 见 -可 测 函 数 时 ， 仍 可 
用 Doob 的 方法 得 到 同样 的 结果 ， 此 后 , E Hopf[2] 只 假设 了 了 是 一 个 m- 可 积 的 函数 就 证 明了 
该 定理 “N. Dunford-J. Schwartz[4] 对 于 下 述 线性 算 子 T, 证 明了 (28), 从 而 推广 了 Hopf 的 结 
果 , 那里 , 7, 既 不 增 大 L 范 数 也 不 增 大 L 范 数 , 他 没有 假设 T, 是 正 算 子 而 只 假设 了 T=T4 和 
T .1 二 1， 需 要 指出 ，Hopf 和 Dunford-Schwartz 的 论证 用 到 了 我 们 的 定理 1 的 想法 ，R.V， 
Chacon-D. S. Ornstein[1] 对 于 L WAS] 的 正 线性 算 子 多 证 明了 (28)， 那 里 并 没有 假设 卫 ， 
不 增 大 L 范 数 , 而 且 也 不 涉及 我 们 的 定理 1， 当 然 ， 那 里 假设 了 T=T4 和 了 T 了 '1=1.， 我 们 不 再 
谈 细 节 了 ,因为 , 为 了 阐述 有 关 Markov 过 程 的 这 一 章 的 内 容 ， 以 定理 6 作为 遍历 理论 的 基础 就 
够 了 , 而 定理 6 是 我 们 的 定理 1 的 一 个 推论 . | 


$ 3， 遍 历 假设 和 H 定理 
设 P(t, x, 本 是 在 测度 空间 (S, 8, m) 上 具有 不 变 测度 m 的 一 个 Markov 过 程 ， #E m (8) 
1， 我 们 用 下 述 条 件 来 定义 过 程 P(t,z, DEADH: 
对 于 每 一 个 fel’ (S, B, m) (p= 1, 2), 


HHE CE H f* (av) =limn >) (Tf) (4) =limn"! >I P(k, x, dy) f(y) 
n 00 k=1 noo K=1 8 


= 空间 平均 | f(e)m de) m-a.e. 成 立 . (1) 


『 


因为 | fr(z)m (de) =| fC ym (dz), 所 以 (1) 可 以 改写 为 


对 于 每 一 个 JEL (S, B, m) (p=1, 2), 
fre) = HB m-a. e. RE, (1) 
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对 于 澳 历 假设 (1) 和 (7 )， 我 们 将 给 出 三 人 


。 。 VAL GBD. Sess ETTTIETE] (2) 


证 明 MRS, gEL S, Bm), MAIDA, We 8, %, m) ARARA n D TSS 可 以 
k=l 


limn"! (Pf, 9) =", D =F] gm da) 
R> bsi 8 


={_f(2)m(ae) ,| grym @a) at om-a. e. RI, 


HEM f(2)= X a CE), g(2) = X 2 (2), 我 们 就 得 到 (2). 
$ 因为 , 对 于 p=1 和 2= 2, 特征 函数 Xa(z) 的 线性 组 合 在 空间 LCS, 型 , m) 是 稠密 的 ,所 
以 容易 看 出 (2) 等 价 于 遍历 假设 (1)，(2) 说 的 是 , 3 的 每 个 部 分 ， 在 时 间 平 均 意义 下 ， 均 匀 地 进 
入 8 的 每 个 部 分 ， 
2、 第 八 章 § 3 的 平均 遍历 定理 说 的 是 , 映射 Tf =f RNT T 的 对 应 于 的 本 征 值 
1 的 本 征 空间 ; 此 本 征 空间 由 值 域 玉 (7*) 给 出 ， 于 是 遍历 假设 (1) 刚 好 就 是 这 种 假设 , 即 忆 (7 ) 
是 一 维 的 ， 因 此 , P(t, >, 盏 ) 的 遍历 假设 可 以 用 算 子 的 谱 来 解释 . 
3. Markov 过 程 P(t, x, E) 叫做 度量 可 递 的 或 不 可 分 解 的 , 如 果 以 下 条 件 成 立 : 
S 不 可 能 分 解 为 这 样 不 相交 的 集合 Bo BESZ, 使 得 m(B,) >0, m(B,) >0 
且 对 于 每 个 zEB,, ECB; m itj BA PC, 2, FE) =0, (3) 
证 明 假定 P(t, s, E) 是 遍历 的 且 S 可 按 (3) 分 解 。 于 是 特征 函数 Xs (ORR TER f 
Æ TX s, = Nay 


| Pa, x, dy) Xz 9) =P(1,%,B,)=1= Xs (2), 对 于 xz6EB，， =0= Xs (1), HF sEB,. 


然而 , 由 于 m(B,)m(B)>0, 所 以 函数 Xa.(7) 二 X 关 (7) 不 可 能 mm-a. e. 等 于 一 个 常数 . 

”其 次 , 假定 过 程 P(t, ©, 刀 ) 是 不 可 分 解 的 ， 令 T,f= 了 ,而 我 们 要 来 证 明 f(z) 二 f(z)m-a.e. 
竺 于 一 个 常数 ， 因 为 TZ 把 实 值 销 数 映 射 为 实 值 函数 , 所 以 我 们 可 以 认为 函数 2) 是 实 值 的 ， 如 
果 fR m-a. e. 等 于 一 个 常数 , 则 存在 某 个 常数 a 使 得 集合 

={sES; f(s) >a} fl B.= {sE8; f (6) Sa} 
都 是 加- 测度 >0 的 ， 因 为 了,(j 一 0) = fay, 所 以 , 由 后 面 第 二 段 关于 角 变 量 的 讨论 可 知 ， 
T,(f—a)* =(f—a)*, Tf- = (fa). 
因此 , 如 果 2eB,, ESB GES), RIRA PC, 2, E) =0. 
注 度 革 可 北 性 概念 是 由 GG. D. Birkhoff-P. A, Smith[2]4+%} S 2 S 上 的 同等 测度 变换 


2 一 9(Z) 的 情形 而 引信 的 . 
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遍历 的 同等 测度 变换 的 一 个 例子 ” 设 38 是 一 个 环形 区 域 。 即 是 说 , SERKA r, y 的 所 有 这 
样 由 实数 对 二 {z, 分组 成 的 集合 ， 其 元 素 s= tz 分 和 中 = ir, g) 是 等 同 的 ， 当 且 仅 当 Er 
(mod1) 和 y=y (mod1); H s Wake, y 的 实数 拓扑 赋予 8 以 拓扑 . 我 们 考虑 全 到 上 的 映射 

s= (a, y}—> Ts =8,={z+ta,y+tB}, 

它 使 8 上 的 测度 ddy 保持 不 变 ， 这 里 , 我 们 要 假设 实数 %，p, 在 下 述 意义 下 关于 mod 1 是 整 系 
数 线性 无 关 的 。 MURR n k WE na t+kP=0(mod1), Wiln=k=0, Xh, Beat >T, 就 是 遍 
B. 
证 明 设 f(s)EL2(S) 关 于 Tl 是 不 变 的 , 即 是 说 , 设 f(s) f(s) ES E dedy-ae. 成 立 .我 
们 需要 证 明了 (s) = 了 * (8) = 常数 ;在 S 上 dxdy-a.6. 成立， 我 们 来 考察 f(s) 和 f(s1) =f TA 
自 的 Fourier 系数 : 


| ' | ‘f (e)exp(—2ai (het kay)) drdy, 


| f CTss)exp(—2ri (kw + bay)) dedy. 
由 Ts 二 人 z 十 %,y+B} 以 及 测度 dedy 对 于 映射 s->7is 的 不 变性 可 知 , 后 一 个 积分 等 于 
| 7)exp( 一 2 Cw + kay) exp (2 (kia +kaB)) dedy. 
于 是 ;根据 对 应 于 f(s) 和 f(T18) 的 Fourier 系数 的 唯一 性 , 就 必定 有 
当 | | f(s)exp(—20 (his + kay)) dedy+£0 ft, exp(2ai (kat bp)) =1. 
因此 , 由 关于 a, 8 的 假设 可 知 ， 
当 内 十 码头 0 时 ， [ | Dexp( 一 2 (kya -+hyy)) dxdy=0. 
所 以 , f(s) =f* (8) 必定 dxdy-a. ec. 等 于 一 个 常数 ， 


ABE 设 7, 是 用 在 (8S, 8, m) 上 具有 不 变 测度 m 的 Markov 过 程 P(t, 2, 可 来 定义 的 ， 


FE m(S)=1, 设 了 (es)EZ2(S, 风 ,mm) 是 了 的 对 应 于 Tl 的 绝对 值 为 1 的 本 征 值 4 的 本 征 向 量 ， 
IRAN S 


= Tf=àf, 由 = 
FEA TP 一 |f|。 这 是 因为 ,由 于 算 子 了 是 正 的 ， DI OO 
即 是 说 ,| PGs,dy) FQ) | 主 1f(z) 1， 在 这 个 不 等 式 中 ， 其 等 式 必定 对 zm-a. e 成 立 ,这 可 以 


通过 对 不 等 式 的 两 端 关于 m (dz) 求 积分 并 注意 到 测度 m 的 不 变性 看 出 来 ， 因 此 ， 如 果 PC, s, 
E) i A, MISC) | 必定 m-a. e 等 于 一 个 常数 ， 所 以 , 如 果 我 们 令 
fie) =|f@) lexpG@O(z)), 0S0 (7) <27, 
则 必定 有 
Texp(i@ (x)) =Aexp(iO (0)). 
在 AE] 的 情形 , 这 样 的 @ (z) 就 称 为 遍历 的 Markov 过 程 PCE, n ) 的 一 个 角 变量 . 
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BERI T, EMES, 8, m) 上 具有 不 变 测度 m 的 Markov wf PC, s, REN, 
FE m(3) =1， 比 P(t, x, 功 的 遍历 假设 更 强 的 一 个 条 件 是 


lim (Tf, 9) = (f*, 9) = | f(a)m (da) -| gw)m(dz) 


对 L?(S, B, m) 中 的 每 个 向 量 对 (f, 9g) 成 立 . (4) 
此 条 件 称 为 Markov 过 程 P(t, v, F) 的 混合 假设 . 同人 遍历 假设 一 样 , 对 它 可 作 如 下 解释 : S 的 每 
一 部 分 都 终归 会 均匀 地 进入 8 的 每 一 部 分 ， 至 于 混合 同等 测度 变换 2->y,(z) 的 例子 ,我们 建议 
读者 去 看 前 面 引 用 过 的 E. Hopf HP, 
再 -定理 UE P(t, 2, FE) LES, 8, m) LAA ABM m 的 一 个 Markov 过 程 ， 并 且 m(8) 
一 1， 考 虑 函数 
H (2) = —alogz, 20. l (5) 
我 们 可 以 证 明 . 
定理 (K. Yosida(17)) 设 非 负 函数 有 (z)EL'(S, B, m) 属于 Zygmund 类 , HAV, BAB 


设 | f(z)1og*f(z)m(dx) <00, x E, MF | 2] Sl Rl <1 WA log*|z|=log|z]a¢=0, Sl 


| EFEM] HULPE mld). (6) 
证 明 因为, 当 a> 0 Wt, H (2) = — zlog 满足 H" (2) =—1/2<0, 所 以 H (2) RMR, F 
是 得 到 O 
了 (f(z)) 的 加 权 平均 三 有 (f(z) 的 加 权 平 均 )， 
从 而 有 | 
[ PG. canny sa(| PU, sapta) 
两 端 关于 m (dz) 积 分 ,并 注意 到 测度 m (E) 的 不 变性 , 我 们 就 得 到 (6)， 
注 利用 灶 群 的 性 质 7,,, = TT, 以 及 (6), 容易 得 到 
| HOP, A Ve) mn (aa) S| EUDE nd) h tt BYE, ©) 
可 以 把 (67 看 作 类 似 于 统计 力学 中 经 典 的 -EANA 


8$ 4， 具 有 局 部 紧 的 相 空间 的 Markov 过 程 的 遍历 分 解 
O 设 如 是 一 个 可 分 度量 空间 ， 它 的 有 界 闲 集 都 是 紧 的 ， 设 男 是 8 的 所 有 Baire 子 集 的 集合 
并 考虑 (S, 则 ) 上 的 一 个 Markov 过 程 P(t, x, 8)， 我 们 假设 
FEEC ERR fa) =| P(t, dy) FY) ECR(). a) 
本 节 的 目的 是 把 已 分 解 为 遍历 历 部 分 和 耗 散 部 分 ， 它 可 以 看 作 在 紧 的 度量 空间 S 中 的 确定 性 的 、 
可 逆 的 转移 过 程 的 Krylov- Bogolioubov 精 形 ( CLN. Krylov-N. Bogolioubovy[1]) 的 一 种 推广 , 


关于 这 种 推广 的 可 能 性 ， K. Yosida (17) 曾 谈 到 过 S 是 一 个 紧 的 度量 空间 并 电 满 足 条 件 (1) 的 靖 
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形 , 而 这 个 想法 由 N. Beboutov[1] 狼 立 于 Yosida 实现 了 K. Yosida[19] 则 对 于 局 部 紧 空间 仿 
的 情形 作出 了 这 种 推广 ， 我 们 按照 最 后 指出 的 这 篇 论文 来 讲述 . | 

引 理 1 设 C4(S) 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 其 范 数 为 极 大 值 范 数 1fj =suplf@)|, BRL 
是 C8CS) 上 的 一 个 非 负 线 性 泛 函 , 就 是 说 , 如 果 在 8 上 f(z) 三 0, 则 工 (f) 三 9， 于 是 , 存在 一 个 唯 
一 确定 的 正则 测度 p(B), 它 是 0- 可 加 的 , 同时 对 8 的 Baire FIR BR 20 的 , EB LO) A 
pE RAMT: 


UP =| f(e)e@e) 对 一 切 jec8(3) 成 立 . (2) 
这 里 , 测度 9 的 正则 性 指 的 是 
p (P) -inf p (OT @ WIDE. (3) 


证 明 读者 可 以 参看 P 了 . R. Halmosf1]. 
i p(EVEH LES LAE OS) <1 的 非 负 o- 可 加 的 正则 测度 ， 如 果 . 


o(E)=| gp(4z)P(t,z,) 对 所 有 的 1>0 和 EEB 都 成 立 ， (4) 
则 我 们 把 p(B) 叫做 Markov 过 程 的 一 个 不 变 测度 ， 这 时 ,我们 有 | 
引 理 2 对 任 一 feC8(S8) 和 任 一 不 变 测度 g(B) 都 有 
ime She) =P @(ti@=| Pæ, s, dnf@))e-a.e. 存在 (5) 
并 且 | o 
| PoreD=| feds). (6) 


这 刚好 是 $2 定理 6 的 一 个 推论 ， 
现在 , 令 frf of, … 在 赋 范 线性 空间 Ci(S) 内 是 稠密 的 ， 由 对 于 空间 8 所 作 的 假设 可 以 肯 
定 这 种 序列 是 存在 的 . 把 引 理 2 应 用 到 AS, of, sf，… 并 把 9- 测度 为 零 的 例外 集合 加 起 来 于 是 
我 们 知道 , 存在 9- 测 度 为 零 的 集合 N, 它 具 有 性 质 ; l 
对 任何 一 个 zxEN 和 任何 一 个 fe08(5)， 
limn °D fa) =f OO AEE. (7) 
næ ta 
一 个 Baire 集 S'ES 叫做 极 大 概率 的 ， 如 果 p—s) = 0 HEAREN pR. A 


此 , 使 f*(x) Slim fie fe03(S) 都 存在 的 那些 < 的 全 体 所 成 的 集合 3' 就 是 极 


大 概率 的 ， 于是， 如 果 存 在 一 个 满足 p(S)>0 的 不 变 测度 ， 则 存在 一 个 gE08CS) 和 一 个 点 zo 
使 得 


g (ao) =limn" ‘ge >0 (8) 


这 是 因为 ， 不 然 的 话 ， 我 们 就 有 产 (z)=0 在 SS 上 对 所 有 的 fEC4CS) 都 成 立 , 从 而 由 (6) 可 知 
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[fw =0. 
， 反 之 ， 设 (8? 对 某 个 gEC8 (3) 和 某 个 点 mm 成 立 ， 设 ton) 是 从 自然 数 中 如 此 选 出 来 的 一 个 子 
序列 ， 它 使 得 im (wo) Sg (r) =g" (zo)， 利 用 对 角 线 法 ， 我 们 可 以 选 出 {w 的 一 个 子 序列 


pe 
nA im Co) SGN GORE IAL 2 AE, AUR INE C8 CS) HE, RI 
容易 看 出 

lim Ge) hep (xo) 对 每 一 个 fECy CS) 都 存在 . MR RBM IBS (x0) = 
La) o 

La (f) =Le, f). (9) 
这 是 因为 , 由 条 件 (1) 可 知 eC8 (3), 从 而 
CD= lim (n"')- Shue) = ft** (a) =L.,(fi)» 

由 引 理 1 可 知 , 存在 一 个 正则 测度 ps,(E) 使 得 
La (P) =F aa) =| fp, da). (10) 


当然 , 我 们 有 
0<¢.(ZE)S1, (1) 
并 且 由 (9) 可 得 


| Fp: en =f (| Pa, s, afo Yena. 
让 f(z) 趋 于 Baire 集 刀 的 特征 函数 , 我 们 就 可 以 看 出 p(B) 是 一 个 不 变 测 度 ， 因 为 pC3) 
> 0, 所 以 由 (8) 和 (10) 可 得 La (9) =9"** (eo) =| gap, (d>0, 因此 , 我 们 就 证 明了 
定理 1 非 平 几 的 不 变 测度 不 存在 的 一 个 充分 而 又 必要 的 条 件 是 
lima SiC) =f* (a) =0 在 8 上 对 任何 一 个 JEC8 (NARI, (12) 


ENX WRS, B EEEPC, v, HY i AR HE (12), 则 此 过 程 就 叫做 耗 散 的 . 
例 iks EFEO, co) BAO, co) f—Y) Baire 集 所 成 的 集合 . 则 由 下 式 所 定义 的 
Markov 过 程 P(t, s, FE) EER, 即 
P(t, x,B)=1， 当 (x 十 引 EB 时 ,而 
P(ti, x, BE)=0， 当 (z+t)EE 时. 
”我 们 假设 P(t, x,) 不 是 耗 散 的 ， 再 设 DD 表示 集合 


faes; f*(w) = lima D fa) =0 3E FEC8 CS) 都 成 立 | 
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{zES; Gf)*(e) =0 3} J=1, 2, ++ 成 立 )， 
所 以 也 是 一 个 Baire 集 。 我 们 把 九 叫 做 8 的 耗 散 部 分 . 下 面 , 我 们 可 以 证 明 对 任何 不 变 测度 9 都 
有 p(D) =0， 因 为 假设 了 过 程 PG, r, E) EAE, 所 以 So=S—D 是 非 空 的 , 我 们 已 经 知道 ， 
存在 一 个 Baire 集 S SSe 它 具 有 性 质 : 


对 任何 一 个 xES1 都 对 应 着 一 个 非 平凡 的 不 变 测度 P(E) 使 得 
HORRID Df) =), f@e@) (13) 
n-poo tol j 
且 对 任何 不 变 测度 9 都 有 p(Se 一 8D =0 
对 于 任何 不 变 测度 p, 我 们 都 有 (6), 从 而 由 (13) 可 得 
| fran =| (f, Fer) eas. 
固 此， 我们 得 到 
p=] vp, (14) 
从 而 我 们 就 证 明了 
定理 2 任何 一 个 不 变 测度 9 都 是 以 y 作 参 数 的 不 变 测度 p,(E) 的 凸 组 合 ， 


从 (11) 和 (14), 可 以 看 出 集合 ， 
S= {rES; LES, P(S) =1} 


是 极 大 概率 集 ， 所 以 8 是 极 大 概率 集 ， 
对 任 一 EC (8) 和 任 一 不 变 测度 p, 我 们 有 
| .ap(| GW Fs) pd) )=0, | (15) 
这 是 因为 , 根据 (13)、(14)、(6) 以 及 NWEL, RERET 
| co 人 | fon) 2, Popa], opd) 
+], Paroda: |, o.an 


=| fpan 2) f*(e)'plas) + Fo) 
把 (15) 应 用 于 if of, af, ae) 我 们 看 见 集合 


S= iresi | GFE pdy) =0 HH FEO ORE) 
是 极 大 概率 集 . | | 
我 们 来 作 S 的 遍历 分 解 ， 对 任何 一 个 we Se, 令 
E, = {YES f*(y) =f") 对 一 切 FEO CORN. (16) 
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子 是 我 们 可 以 证 明 , 每 一 个 EWS —TAA PREMIERS Be: 
pE) =p Ê) MPC, y, #.)=1 对 任何 3EZ。 成 立 ， (17) 
证 明 ”由 Se 的 定义 可 知 , 如 果 测 度 在 VHRR MFG) =F), 于 是 ps (Bs) = 
oc | 1 PQ, z, B,) ps(dz) =| P(A, 2, B.)p.(d2). 
HA OSPA, 2, Be) <1, 所 以 存在 一 个 Baire $ ESE, 使 得 
p(B) =p:(Ea) $ EE FB PC, 2, Ea) =1, 
令 
Er={zEB'!, P(1,2, H')=1}. 
因为 
| P0, 2, De.lds)=9.6)=9.8.) =| PC, Bapalds), 
所 以 必定 有 
| PC, 3E) —PC, 2, B))ps(d2)=0. 


当 2CE it, HOE? 的 定义 可 知 P(1, z, ) =1, FERRE p E-E) =0. 
其 次 ， 令 
E°’=(2€E*; P(1, 2,H#")=1}. 
则 仿 上 述 讨论 可 得 px E’) = p, (Ea). 继续 作 下 去 , 我 们 就 得 到 一 个 序列 {B") 使 得 
E,DE' RED, P(E) =p:E) 有 
4 2ck"** ft, PA, 2, E) =1 (n20,k21,2°=£,), 


Pk, AURA TIA I oe, = Nr. 


所 以 ， 我 们 有 
定理 3 P(t,y, 畏 ) 在 每 一 个 亡 . 内 都 定义 了 一 个 Markov 过 程 . 这 里 的 BAR TEP REM Till 
历 的 ， 即 
应 不 可 能 分 解 为 这 样 的 两 个 部 分 4 
和 B 使 得 , 对 于 某 个 不 变 测 度 9， 
9(4).p(B)>0， 并 且 当 aE4 时， (18) 
P(1,a, B)=0 fj be Bit, PCL, b, A) . 
=0, | 
TR 设 p 是 户 中 的 任何 一 个 满足 p( 记 ) =1 RW ME, 则 由 (1 人 可 知 当 忆 ES 永 时 ， 
pE) =|, pdp. HHEN E RH pE) =p), Fi, RB BME, R 


们 有 
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(加 一 wz( 朴 |。 gde) =92). 
因此 ， 在 房 内 实质 上 只 有 唯一 的 一 个 不 变 测度 p-(E). BEAT É hia Ge, 这 是 因为 ， 
it Ê ALAR (18) AR, MIH p HIRERE RTA 
“CSEM, 9©)=|, PA, z 0ga. 
因此 ， 由 


所 定义 的 测度 y (OE Ép EREN, 并 且 节 异 于 唯一 不 变 测度 p. 


§5. 齐 次 黎 曼 空 间 上 的 布朗 运动 
Markov 过 程 与 微分 方程 之 间 有 一 个 很 有 意义 的 相互 联 系 . 在 三 十 年 代 初 期 ，A， Kolmo- 
gorov 对 于 在 某 种 正则 性 假设 之 下 的 转移 概率 P(t, v, E) WEHT 
u(t, 2) =| Pa, x, dy) f(y) 
满足 扩散 型 方程: 


Ju 
at ze 35; 


这 里 ， BYIN AEAII S MA a ORBE (a1, za … Tn) 之 下 是 椭圆 算 子 ， 这 里 沿用 了 


= bii (a) < + a'(a) Ze = Au, t>0, a) 


Einstein 规定 的 张 县 记号 , 例如 , (3132;, 就 表示 之 ,2 C2)3/3%. 至 于 方程 (1) HSH, WA 


Kolmogorov[1]， 他 研究 的 主题 是 要 和 弄 清 楚 Markov 过 程 的 局 部 性 质 . 
遵循 FE. Hille 1949 年 在 斯 堪 的 纳 维 亚 大 会 上 所 作 的 报告 (参看 E. Hille[9]) LARK. Yosida 
1948 年 写成 的 文章 [29], W. Feller[2] F 1952 年 开始 ， 用 半 群 的 分 析 理 论 对 概率 论 的 这 个 新 领 
域 进行 了 系统 的 研究 ， 把 W. Feller 的 研究 工作 进一步 发 展 起 来 的 人 有 E. B. Dynkin[1], [2], 
K. It6-H. McKean[1], D. Ray[1],G. A, Hunt[{1], A. A. Yushkevitch[1], G. Maruyama[1] 
以 及 许多 年 轻 的 学 者 , 特别 是 日 本 ,苏联 和 美国 的 学 者 们 ， 这 些 研究 工作 统称 为 扩散 理论 . Ba 
K. It6-H. McKean[1] 这 本 关于 扩散 理论 的 专著 . 我 们 来 简略 地 介绍 一 下 读 理 论 的 菜 些 突 
分 析 方 面 的 特点 . 
设 S 是 一 个 局 部 紧 空 间 ， 而 加 是 5S 中 的 Baire 集 的 全 体 ， 为 了 定义 空间 3 上 的 Markov 过 
fe P(t, a, 如) 的 空 齐 性 概念 , 我 们 假定 含 是 一 个 呈 维 的 、 可 定向 的 .连通 的 C” 黎 曼 空间 ， 使 得 
的 等 距 变换 所 成 的 完全 群 g( 它 是 一 个 Lie 群 ) 在 8 上 是 可 递 的 群 . 即 是 说 ， 对 于 4 的 每 一 对 点 
tz, 分 ,总 存在 一 个 等 距 变换 MEG 使 得 到 .z=y， 这 时 , 如 时 
P(t, x, E) =P(t, Mx, M-E) 34484 26S, EEB A MEO 都 成 立 ， (2) 
则 称 此 过 程 P(t, >, 万 ) 为 空 齐 的 . 
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上 的 一 个 既是 时 齐 的 又 是 空 齐 的 Markov 过 程 称 为 心 上 的 一 个 布朗 运动 ， 如 果 它 满足 下 
述 的 条 件 , 即 所 谓 的 Lindeberg 型 的 连续 性 条 件 : 


© > > o © © òè è ò è + > 


limt-! | P(t, x, dy) =0 HEA e>0 和 %wES 都 成 立 . (3) 


#40 
dis(s, >e 
SB. 设 C(8) 是 S 上 一 切 有 界 且 一 致 连续 的 实 函 数 f(z) 所 成 的 B- 空 间 , 并且 f(z) 的 范 数 
*lfl=sup|f(e)|, 规定 7 


DO z, dy) f(y), 46> 0 时 四 


二 了 f(z)， 当 1 二 0 h. 
则 {了 TP} 构成 C5) 中 的 一 个 (C0) 类 的 收缩 半 群 . 
证 明 ， 由 于 P(t,x, E) 20 fa Pct, 2, 8) =1, 所 以 我 们 得 到 
KURDOJ ssup| f(y) | 
以 及 算 子 T WEE FREA T,..=7.7, 可 以 从 Chapman-Kolmogorov FRR. 如 采 
我 们 用 下 式 来 定义 一 个 线性 算 子 IM, M'I) =f Ma), MEG, 则 我 们 就 得 到 
TM'=M'T,, t20. (5) 
WTA) = (Pf) Wa) =| PE, Mx, dy) FW) =| PE, Mr, dMgh M:a) 


= | PO, z, dy) f My) = (TM'F) (a). 


如 果 MES 且 使 得 Mama’, 则 我 们 有 
PAEO N E= TA a MTSE) =T S-MP) C). 
于 是 由 Cz) 的 一 致 连续 性 可 知 , PSOE- BERRAR. 
为 了 证 明 P, 对 的 强 连 续 性 ， 根 据 第 九 沈 $ 1 的 定理 ， 只 须 证 明 T, 在 t=0 处 的 弱 右 连续 
性 就 够 了 ， 所 以 ， 只 要 证 明了 lin (7,1)(z)=f(z) 对 一致 成 立 就 是 够 了 ， 因 为 


mp a) -f=|| Pen a-ra] 


<| | Pas aD- PaeDr] 


<| f P,e, a -HD+ | Peed. 
dr, N) Se i dT 8)>e 


右 端 第 一 项 当 sy 0 时 , 对 z 一 致 趋 于 零 , 而 对 于 固定 的 e>0, Rwa tL OR, He —& 
趋 于 零 ， 后 一 事实 可 以 由 (3) 和 空 齐 性 得 出 来 ， 因此， lim (Pf) (x) = fe) Xf e — BOR I, 
定理 re SH THEM. 再 假设 合 痕 群 go= (MEG; M-m =a) 是 紧 的 . 因为 Gz 


Lie 群 @@ 的 一 个 闭 子 群 , 所 以 由 E. Cartan 定理 可 知 ,也 是 一 个 Lie 群 ， RAB ERT WED 
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小 生成 元 . 则 我 们 有 以 下 结果 : . 
[1] 如 果 FED(A) NCS), 则 对 于 ao SEAT AB GRA a ti vu 20), 有 


(Af) (20) =a! Wo) er of Eb (a) aL, o (6) 
其 中 ， 
a' (ay) =limt™? | (vi—zxd) P(t, £o, dx), (7) 
a vo dz0 TI) Ee : : - 
b'i (aq) =limt™ | (a'—zi,) (tix) P(t, wo, dx), (8) 
. dío T) Se 


此 二 极限 存在 且 与 充分 小 的 e>0 FER. | 

[2] 集合 D(A) 0*(S) HER AOR RAIN”, MHEARA RE Sty O7 (8) A 
数 (a), 总 存在 一 个 (2)ED(4) N C*(S) EA Fen), Of 24, 24F 204 2a Hy MEERE), 
dh/exy, Sh dai Tri, 

证 明 第 -- 步 . 设 nie) BAAS O 函数 各 果 JeD(4)， 则 * 郑 积 ， 

Fd) (2) = [of Gn RM dy (9) 

(M, RRS 的 一 个 一 般 元 素 而 dy 表示 © 上 的 一 个 固定 的 右 不 变 Haar 测度 使 得 对 每 个 MEG 
thet dy=d(y- A) Jk O 函数 属于 刀 CD)， 上 述 积分 是 存在 的 ， 这 是 因为 合 疲 群 gu 是 紧 的 以 
及 有 一 个 紧 支 集 ， 利 用 了 的 一 到 连续 性 和 及 的 支 集 的 紧 性 ， 我 们 就 可 以 利用 Riemann 和 


SM, 20; 对 z 一 致 地 通 近 积分 (9): 


FO (a) = s-lim DF Mpa) Cs. 


因为 T,M'=M'T,, 所 以 M’ 可 以 同 4 交 换 , OREM, 如 果 feD(4)， 则 M'fED(A BAM f= M'A. 
& gla) = (Af) (x), 于 是 我 们 就 得 到 9EC(S) 蜀 


k k k ` i 
(Siar, ao 小 去 CAMs P aC =D (M, Af) (2c; 
t=1 . f=1 i=l 


k 
， 一 Dlg (My, 2) 0,, 
E 


MERR A meta F OA) (x) = CAFR) (2) 1H, 因为 无 穷 小 生成 元 4 是 闭 的 ， 所 以 fn] 
D(A) H.A(P@h) =AfOh, 因为 8 是 Lie 群 号 的 一 个 齐 性 空间 , 亦 妈 ,38= @/@u 所 以 我 们 可 以 
找到 zo 的 一 个 坐标 邻 域 口 ， 使 得 对 于 每 个 xEU 都 存在 一 个 满足 以 下 条 件 的 元 素 
E M= M(x)EG. 
1) M(x) :x=%,, | 
ii) 到 (oz 解析 地 依赖 于 点 xES HABER (al, 22, e, a), 
宪 所 以 如 此 , BARA (MES; My 2 一 io} 构 成 了 © 的 一 个 解析 子 流 形 ; CE © SF Lie 
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FRO 的 一 个 傍 系 ， 因 此 , 根据 dy 的 右 不 变性 , 我们 有 
(FW (we) = [gf MM (wd) My Mayne) ay = |f M, 1AM, M (2) 0) ay. 
其 右 端 在 ze 附近 是 无 穷 可 微 的 , 并 且 
Di (FA) (a) = [gf Mya) DLRM, M (2) -z0)dy, KO 


第 一 步 EENDE C(S) 内 是 稠密 的 并 适当 地 选取 f Mh ZE, 我 们 就 得 到 : 
存在 C” 函数 F(a), Fea), +, FP"(z)ED(4) 使 得 


t MOET HEAT A KLEE) 2 ERS) So, GD) 
此 外 还 得 到 : 
存在 一 个 0” 函数 Pu(z) ED(4) 使 得 
Cr 一 ea) 5 => (at a4)’, (12) 
=] 


我 们 可 以 把 F(x), FOC), on, FCS HE wo 的 邻 域 {z; dis (a, £) <e) AAD 坐标 函数 . 我 们 
把 这 些 新 的 局 部 坐标 记 为 人 ， 22 200) 因为 Ji(o)EcD(4), 所 以 由 Lindeberg 条 件 (3) 可 知 ， 


lime” | P(t, £o, da) (FI (x) — F’ (2) ) = (AF!) (2) 


=limt™ | P(t, wo, da) (F(x) —Fi(0)) 
t 
dis(a, T Er 


且 此 式 与 充分 小 的 e>0 无 关 ， 于 是 , 对 于 坐标 函数 ct, a, e, a'la =F), FEE ARRAY 


limt”! | (aii) P(t, ro, dx) =a (a), (13) 
140 dig ts, a se 


ESA e>0 ER. WAP CDA), 再 利用 Lindeberg 条 件 (3), 于 是 得 到 


(AF0) (a) Slimi | PG, Wo dx) (Fo(z) 一 Fo(zo) 


limt- | P(t, a, dt) (F læ) — Fo (2) ). 

t40 dis(ay mse 

Slime f ai EPC, euda) 
cig 


#40 
distr, 2) Se 


ten f eee) 


dis (zy DSe 


P(t, to, aa) |, 


T=T +6(T-2,) 


这 里 , O<O<1, Ait — MARR a (a) 9 .于 是 ,根据 PQ, 2, 已 ) 的 正 性 和 (12)， 我 们 看 见 


limt-! | ST (x! 25) Pt, 29, dit) <0. (14) 


#40 distage zy)<e Fly 


P= USED AY IC2， 于 是 利用 把 fe) 一 f(zy) 展 开 的 办 法 , 我 们 就 得 到 
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人 (fo) 一 fco))P(b %, dz) 


eet | (f(a) —f (vo) I P(E, £o, dz) 


distr, Tp) >a: 


44 (z'—z$) pa, a, dz) 


dist: T) S: 


- ooi n af 
1 Hpi Fm pd 
+t | (ai — xi) (x ermer Saft O To dæ) 


dis(z.z,)Se 


en (a! x3) (ai —a}) 0, 3(e) P(t, to, da) 


dit(s TS a 
一 CO 人 e) 十 Ca (8, e) 十 Ca(t， e) +0., e), 
KH, 当 e4 OR, C.s(e)>0, ECHA, FEEN e>0 A limC,(t, e) =0, 并 且 
lim@, (t, e) =a" (eZ 
与 充分 小 的 e>0 ER, 由 (1 人 和 Schwarz 不 等 式 可 知 , 当 1>0 时 C(t, e) A, H limC, (t, e) 
=0. 4 t4 0 时 , 上 式 左 端 也 有 一 个 极限 (4f) (zo)， 因 此 , 差 
limCs(t, e) —limOs(t, e) . ， 

可 以 利用 把 e>0 取得 充分 小 的 办 法 而 任意 小 ， 然 而 , 由 (14)、Schwarz 不 等 式 和 (3) 可 知 , HEHE 
与 充分 小 的 >0 无 关 ， 因 此 , 有 限 极 限 limCs(t, e) 存 在 且 与 充分 小 的 e>0 无 关 ， 因为 我 们 可 


以 这 样 选取 RED(4) 10" (38) 使 得 OF /2ri iC, j=1, 2, … 0) 任意 靠近 aip 这 里 , ci; 是 任意 给 
定 的 常数 , 由 此 , 用 类 似 于 前 面 的 讨论 可 以 得 到 


limé™ | (Z 一 z0) (zi 一 x 让 P(t, a, dz) 二 bii(wo) 存 在 且 有 限 (15) 
dis(z XE : 


并 且 ， 
limC,(t, e) =o @) soho. 
这 就 完成 了 我 们 的 定理 的 证 明 . 
$ 上 述 定理 及 其 证 明 出 自 K, Yosidaf20]. BAF, bY Ce) = bi (x) Ft A 
n 2 
因为 (六 一 zj) (lab bts=(Sa'~2b4.) ， 所 以 
i=l ' 
对 每 个 实 向 量 (61, En e, EDA D EEEO, (16) 
三 维 球面 上 的 布朗 运动 ”对 于 4 是 三 维 球 S HH GB 5 的 旋转 群 这 种 特殊 情形 可 
以 证 明 , 由 上 的 布朗 运动 导出 的 半 群 的 无 穷 小 生成 元 4 为 
A=CA, ZE, C 是 一 个 正 的 常数 而 4 是 
3 1 393.,.9 1 3: 
8 A EAE LIM HT = sin + ap Jp? (17) 
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因此 , ES 的 表面 上 实质 上 只 存在 一 个 布朗 运动 。 至 于 详细 的 讨论 , WK. Yosida (27), 


:§6. W. Feller 的 广义 拉 普 拉 斯 算 子 


设 驴 是 实 轴 上 的 一 全 有 限 或 无 限 的 开 区 间 (ru 72), 而 见 是 (ru ra) 内 一 切 Baire 集 所 成 的 集 
. ZEC, B) 上 的 一 个 满足 下 述 前 Lindeberg 条 件 的 Markov 过 程 P(t, a, E), Hl 


limt7! | P(t, x, dy) =0 对 每 个 Elri THF e> RL. (1) 
140 | ' 
lT- yi>e 


A Clr, EZEC, TARAR, KE BE ARRA B- 空 间 ， 而 f(x) 的 范 数 
Alfl=supif(z)|, 于 是 


CN) E= | PE, 2, dy) f(g) C>; = f(z)(t=0) o 


定义 了 一 个 Cfr ro 上 的 正 的 收缩 半 群 ， 由 (1), 可 以 证 明 T, 在 t=0 处 是 弱 右 连续 的 ， 所 以 由 
EILE 8$I 的 定理 可 知 了 是 (Co) 类 的 ， 
ATE T, 的 上 生成 元 A, 我 们 有 以 下 两 个 由 W. Feller 给 出 的 定理 ， 


定理 1. . 
A-1=0; E (3) 
4 是 局 部 性 的 ， 其 意义 是 : 如 果 jED(4) 人 在 点 mm 的 某 个 邻 域内 为 零 ， 则 
(AF) (æ) = 03 (4) 
如 果 FED(A) TE ro 处 达到 局 部 极 大 值 , 则 CAP) (x0) SO, (5) 


证 明 MAT ,-1=1 显然 可 得 (3) MORIA 
(Af) (wo) lime? f PE, 20, dy) EO- E) 


la ,-¥lSe 


GRAN e>0 无 关 ， 干 是 , 利用 P(t, x, B) 20, 我 们 容易 得 到 (4) 和 (5). . 
定理 2 设 线 性 算 子 4 是 将 CL7i,72] 的 一 个 线性 子 空间 D(4) 映 人 Clr, 7s] 内 的 一 个 算 子 ， 
并 且 4 满足 条 件 (3)(4) 和 (5)， 又 设 4 是 非 退 化 算 子 , 即 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 


至 少 存在 一 个 foED(4) 使 得 , 对 一 切 zxE(rb 72) MA Afo (2) >0, (6) 
存在 和 4.9=0 的 一 个 解 v, 它 同 函 数 1 在 区 间 (71; 72) 的 每 一 个 子 区 间 人 7., zs) 内 
是 线性 无 关 的 ， (7) 


Wi] Avs=0 (rnr) 内 有 一 个 严格 递增 的 连续 解 s=s(z) 使 得 ， 如 果 我 们 用 下 式 定义 一 个 在 
(11, 72) 内 不 必 连 SERIE ns m(z); 


mz)=| ad Oth), (8) 
那么 我 们 就 可 以 得 到 表示 式 ; 四 
(4 有 )(z)=D#D+f(z) 在 (71,75) 内 对 任何 fED(4) 都 成 立 ， (9) 


这 里 ,对 严格 递增 函数 p=2《z) 的 右 导 数 中 的 定义 为 
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CAG 


+ g(y +0) —g(z—0) 
Dg(7)=limy ey 0) -pa 的 在 了 的 连续 点 处 ， 


_9GZ 十 0) 一 9 一 0) 
一 7 二 的 一 5 一 的 六 在 了 的 间断 点 处 、 


证 明 第 一 步 We uCD(A) WE A-u=0 Bae) =u (r), KE, nea, 则 ulz) 在 
(四 内 必定 是 一 个 常数 ， 否 则 , x(z) 就 会 , 璧 如 说 , 在 (zi za) 的 某 个 内 点 zo 处 取得 一 个 极 大 值 
使 得 ， 对 于 某 个 ge 之 0， 有 azo) 一 e 宇 w(z1) =w(zs)， 设 用 是 由 条 件 (6) 给 出 的 ,属于 D(A) WR 
数 ， 则 对 于 一 个 充分 大 的 O>0, 函数 也 (z)= 所 (7) 十 6u(z) 满 足 卫 (zo) >F @) (i 二 1,2)， 于是， 
F(z) 在 某 个 内 点 直 处 达到 它 在 [ru si] 内 的 极 大 值 , 但 是 显然 (4F) (zi) = Afo) (z0) >0, STAR 
件 (5) 是 矛盾 的 . 

”第 二 步 - 由 (7) 和 第 一 步 , 我 们 可 以 看 出 , 4.s 一 0 有 一 个 严格 递增 的 连续 解 (2). 我 们 用 。 

作为 参数 来 重新 表示 该 区 间 , 使 得 我 们 可 以 认为 Soana 

函数 1 和 z RE A-f=0 的 解 . ap 
这 时 , 我 们 可 以 证 明 

如 果 对 于 区 间 (ru r) 的 子 区 间 (zs zz) 内 的 一 切 点 z 都 有 (4 癌 (z)>0 N AlE) 

在 (zu za) 内 是 凸 向 下 的 . (12) 
这 是 因为 函数 wz)=ACz)--az 一 6 对 于 在 (ri za) 内 的 一 切 点 zx 都 浦 足 (Aur) = (Ah) (2)>0, . 
所 以 它 在 (xu za) 的 内 点 上 不 可 能 达到 局 部 极 大 值 

第 三 步 ” 设 JEDC4) 则 由 (12) 和 (6) 可 知 ,对 充分 大 的 6>0, 两 个 函数 (2) =F (2) + felt) 
和 万 (z)=67i(z) 都 是 凸 向 下 的 。 因 为 Kz) 王 户 (z) 一 记 (z) 是 两 个 凸 函 数 之 益 , 所 以 它 在 (ri ra) 
的 每 个 点 z 处 都 有 右 导 数 ， 令 

A'f=p, A'fo=@o, Dif,(z)=u(2). < (18) 
WE g. =f—tfo, RIVE Ag. =Af—tA-fo=p—too, Abt, 根据 (12)， | 
i< min w(z)/9a(z) 意 味 着 9 人 在 (zu za 内 
是 凸 向 下 的 , 从 而 Dig, (2) £E (wi, za) 内 是 
递增 的 . 
AE E> max 9p(z)/9u(z) 进 行 同样 的 讨论 ,我们 就 得 到 : 
对 于 (rob 7s) 的 任何 子 区 间 (zu 22), 有 


lim £OX x (Difa) Dif (21)) SD! f (E) —Dif (m1) 


< max en 5% (Di fo (#2) 一 —Dzfo(a)). 
由 此 不 等 式 可 知 ,函数 p(z)/9u(z) 的 连续 性 意味 着 
Dif) —Dif(e) =|" EADE), 


Plt) 
它 刚好 是 A f =DD 的 积分 形式 . 
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注 1 我 们 可 以 在 下 述 意义 下 把 算 子 DIDS 看 作 一 个 广义 拉 普 拉 斯 算 子 , KM, DIA Da 分 
别 对 应 于 一 维 的 广义 梯度 和 广义 散 度 ，Feller 把 s=s(z) 叫做 有 关 的 Markov 过 程 的 标准 尺 
度 而 把 mm 一 m(z) 叫 做 该 Markov 过 程 的 标准 测 庶 ， 由 前 述 的 第 一 步 , 我 们 容易 看 出 函数 1 和 
HRT 40=0 的 一 个 线性 无 关 的 基础 解 系 , 使 得 4.0=0 的 任何 一 个 解 都 可 以 唯一 地 表示 为 1 
和 sz) 的 某 个 线性 组 合 。 因 此 ，P(i, x, E) 的 标准 尺度 确定 到 一 个 线性 变换 ， 亦 即 , 另外 的 标准 
尺度 s 必 可 表示 为 sj= xs 十 b, 4>0; 于是, 对 应 于 s 的 标准 测度 m 必 可 表示 为 mw 一 wm. 

注 2 定理 2 给 出 了 无 穷 小 生成 元 4 在 (ru ra) 的 内 点 x 的 表示 式 ， 为 了 背 定 算 子 4 是 由 
C[ruyri] 入 Clr, 人 内 的 (Co 类 的 正 收缩 半 群 也, 的 无 穷 小 生成 元 ,我们 须 考虑 侧面 条 件 , 亦 即 
算 子 4 在 边界 点 7 和 处 的 边界 条 件 ; 用 它 可 以 具体 而 完全 地 描绘 出 4 的 定义 域 0(4)， 苯 照 
Feller[2] 和 [6] 的 作法 (参看 E. Hille[6]), 我 们 把 边界 点 rı (或 7s) 分 类 为 正则 边界 点 ,流出 边界 
点 ,流入 边界 点 和 自然 边界 点 ， 为 此 目的 , 我 们 引入 四 个 量 : 


a= || dimos m= | (adn), 


' r 
ri<y<zer, Ti<#y< 和 < 


o= |] dm(z)ds(y), p= | wan 


Ta>y>7>7, ra>y > > 
边界 点 7,(i 二 1, 2) 称 为 
正则 的 ， 如 果 o<, p; <00, 


流出 的 , 如 果 o<, u; = | 
RAD atono uco, (SERIA 
Pi (Vi ieee 
自然 的 , 如 果 ai 一 co pi 一 oo 
”我 们 用 一 些 简单 例子 来 说 明 它们 
们 1 DiD+==di/dz’,S=( 一 00, 0), RITAR s=r,m=r, FE 
az 一 {| dady= |" (y—12)dy=oo, 


里 
“~>y>7>7, 


Hz 一 ji dzdy=%, 
因此 , co 是 一 个 自然 边界 点 ， 类 似 地 , 一 ce 也 是 一 个 自然 边界 点 ， 
例 2 DDI =d?/dx?, S=(—0o, 0), BATT AR s=2,m=2, XA, -2—4 
自然 边界 点 而 0 是 一 个 正则 边界 点 ， 


例 3 DiDi =a rgy S= Oo ce， 及 is 一 0 的 一 个 严格 志 培 连续 解 s 一 8(z) 为 8(z)- 
feru, shit 


a -z d d 
D, = e!” ， + Dt = ye Ve re 
=e J DiDi 一 0226 ae” dz’ 
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所 以 , ds=e"'*da, dm =x te "da, 于 是 


1 
Cl 一 srevrdre-idy=| [—e'/*]le-idy<oo, 
O<y<a2<t 
u=. | en *dry-e/tdy = | e-!z[ 一 -evr]3dy = CO. 
O<ycr<l 
因此 , 0 是 一 个 流出 边界 点 .类 似 地 , 我 们 看 见 
a= . evsdze dy= | [e] e-""dy=00, 
mo>y>xz>1 ! 
1 一 e7 "dae 8 y-2dy = | e- -el Vda = Co。 
o>y>7x>1 
从 而 是 一 个 自然 边界 点 . 


例 4 DiDi sriti S= (0, 2)， 同 上 面 一 样 ,我 们 看 出 本 一 evdz dm 一 sex 从 


而 可 以 肯定 0 是 一 个 流入 边界 点 而 2 是 一 个 正则 边界 点 。 

Feller 对 上 述 分 类 的 概率 解释 如 下 : 

最 初 位 于 开 区 间 (ru 72) 内 部 的 一 个 微粒 ， 它 在 经 过 了 一 段 有 限 的 时 间 之 后 达到 一 个 正则 边 
界 点 或 一 个 流出 边界 点 的 概率 是 正 的 ; 同时 , 该 微粒 在 一 段 有 限 的 时 间 之 内 既 不 可 能 达到 流入 边 
界 点 又 不 可 能 达到 自然 边界 点 . 
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$ 7， 扩 散 算 子 的 一 种 推广 


设 Markov 过 程 ( 它 不 必 是 时 齐 的 ) 的 一 个 可 能 的 状态 是 用 一 个 n 维 的 C” 黎 曼 空 间 REA 
DRRR. SUMP (e, x, t, E), s<t, 来 表示 在 瞬时 s 的 状态 zx 在 下 一 个 瞬时 t 进入 Baire 
ESR 的 转移 概率 ， 

设 算 子 A, 的 定义 为 


(4 用 (z)=Himt | PG, a, 8 十 dy) (f(y) -f()), FEC} (B), (1) 
这 里 , 并 没有 假设 成 立 Lindeberg 型 的 条 件 : | 
limt-! | Pls, wst+b-!,dy) =0 对 一 切 正 的 常数 。 成 立 


£40 
d(t.y ee 
(d(x,y) = 二 点 2? 与 y 之 间 的 测 地 距离 ). (2) 
我 们 来 讨论 算 子 A, 可 能 具有 的 形式 ， 可 以 证 明 
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定理 ”存在 一 个 正 整 数 的 递增 序列 { 如 } 使 得 , 对 于 一 组 固定 的 {s zj, 有 


limk. P(e, a, s+, dy) 一 0 对 上 一 臻 成立， (3) 
ad(x,y)za 
dls, y)’ -1 dN tp 5 (4) 
| hate pe on sth YK BAT. 


对 于 函数 了 (z)EC3(R), 假设 
存在 一 个 有 限 的 im 夺 | PCs, 2, s+, dy) f(y) -fE (5) 
则 在 点 TER 的 任何 一 组 固定 的 局 PB Als tr (z, Try °*", Ta) 之 下 ， 总 有 


(P (7)= sals, DE + b(t) z af 


ary) Be 


—. eO Py) e 、 af 
Hia | POO an 


UE a, 2,49), | . . (6) 
o G(s, <, B)*} Baire 8 ECR 是非 负 且 o- 可 
加 的 , 同时 , G(s, x, R) <0, . (7) 
PEDRET 2, y ERK, HLA dle, y)Sd/2 
时 p(z, y) =1, TI d(e, y) >ò kt p (a, y) =0 (0 Æ 
一 个 固定 的 常数 >0， (8) 
二 次 型 54(s, 2) £6; B20 的， (9) 
$ 公式 (6) EEK. Yosida[26] 中 给 出 的 。 它 是 前 几 节 所 讨论 的 那 种 二 阶 椭 侣 微分 算 
子 一 扩散 算 子 的 一 种 推广 ，(6) 的 右 端的 第 三 项 是 无 穷 多 个 差分 算 子 之 和 ， 这 种 项 的 出 现 是 
由 于 我 们 没有 假设 Lindeberg 型 的 条 件 (2) 成 立 . 公式 (6) 是 娄 率 论 中 P. Lévy-A. Khintchine- 
K.116 的 无穷 可 分 委 在 侦 子 型 论 方面 的 对 应 物 关于 这个 问题 ， Wi, È. Hille-Phillips[1] 的 
652 页 . 
定理 的 证 明 ”考虑 由 下 式 给 出 的 一 个 并 负 的 ,"- 可 加 的 测 诬 序列 M i 


HOC, | | 
Gs(s, zw 本) 关于 如 和 是 一 致 有 办 的 ， (11) 
lim | G,(s, x, dy) =0 对 大 一 致 成 立 (12) 
d(r,y)ma - ' 


因此 ,对 辕 定 的 {5, 0), 下 式 给 出 的 线性 泛 函 志 即 
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L(g) =| G(s, £, da) 9(y), ECHR), 


在 典范 线性 空间 OB CR) 上 是 非 负 且 连续 的 , 这 里 ,C8(R) 内 的 函数 9(z) 的 范 数 为 fg1=suplg(z)| 
并 且 志 ;的 范 数 对 大 是 一 致 有 界 的 ， 

所 以 ， 利 用 赋 范 线性 空间 C8(B) 的 可 分 性 ， 我 们 可 以 选 出 《好 的 一 个 子 序列 W) 使 得 
LimLy (9) =L) ATEJ LE C8(R) 上 的 一 个 非 负 线性 泛 函 ， 由 测度 论 (P. R. Halmos[1]) 中 的 
一 个 引 再 可 知 , 存在 一 个 非 负 的 0- 可 加 的 测度 G(s, 2, B), 使 得 G(s, 2, R) <co 并 且 

lim | Ge dy)9 (9) =| GC, a, dy)g (9) 对 一 切 yEC3(B) 都 成 立 。 (13) 
我 们 有 
中 | PC, a, 8+6, dy) f@) —F@)| 


A A OEA 


PHD) p, na OF 
+| ae a)? (Y; —z;) za, ot (S> Bs d9). (14) 


对 于 充分 小 的 d(y,7), 上 上 式 右 端 第 一 个 积分 中 的 项 ( 》 


2 
= 


这 里 , Xj=2j;+0(yj—2;), 0<0<1. 
因此 《 ”} 对 yy 是 有 界 且 连 续 的 ， 于 是 ， 由 (12) 和 (13) 可知，(14) 右 端的 第 一 项 随 刀 = 人 >o0 而 


趋 于 | 《 Val, ,dy)， 所 以 由 (5) 可 知 存 在 有 限 的 
,lim | Hoe 2, (yj—wy) EKKO x, dy) =a; (8, £) sE, 
于 是 利用 (3) 以 及 


bis(s, ©) = Lm lim J k | (gi £) (yj—25) P(8, w, s+"! dy), 
Jy = 
dip t) 


我 们 就 得 到 了 (6). 


§8. Markov 过 程 和 位 势 


设 (如 是 函数 空间 区 上 的 (Cu) 类 的 一 个 等 度 连 续 的 半 群 , FE VOC, (2) = | Pa, z,dy) 
FU), XE, PO, x, E) EWEN CS, 8) 上 的 一 个 Markov 过 程 ， 设 4 是 T, 的 无 穷 小 生 成 元 . 
由 于 当 4 是 立 普 拉 斯 算 子 时 的 这 种 特殊 情形 的 启发 ,我 们 把 元 素 fEX 叫做 调和 的 ， 如 果 4.f=0. 
于 是 ,下 是 调和 的 , 当 且 仅 当 对 每 个 ADO 都 有 4047 一 名 -= 也 元素 LEX 称 为 -个 位 势 ， 如 果 
对 菜 个 9 有 了 =Him(47 一 和-1g， 这 是 因为 ,对 于 这 种 元 素 S 由 4 的 闲 性 可 知 ， 它 满足 Poisson 
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方程 
E A-f=limA (AIA) 'g=lim{~g+AAI—A) g) =—9. 

假定 有 是 一 个 向 量 格 , 并 且 它 还 是 这 样 一 个 局 部 凸 的 线性 拓扑 空间 ， 48 79 th X BY TCH ATA 
的 每 一 个 单调 增加 的 有 界 序列 均 弱 收敛 于 互 中 的 一 个 元 素 ， 而 此 元 素 要 大 于 该 序列 中 的 诸 元 素 . 
我 们 还 假设 预 解 式 了 ,= A-A 在 下 述 意义 下 是 正 的 , 即 由 $20 可 导致 Juf 关 0， 这 种 说 法 是 
由 于 当 4 是 在 某 个 适当 的 函数 空间 中 的 拉 普 拉 斯 算 子 时 的 这 种 特殊 情形 的 启发 . 

因此 , 我 们 可 以 把 满足 不 等 式 A S20 的 那些 元 素 fEX 叫做 次 调和 的 ， 由 J 的 正 性 可 知 , 次 
调和 元 素 对 所 有 的 4>>0 都 满足 条 7;f 宇 f， 我 们 要 来 证 明 一 个 类 似 于 关于 普通 的 次 调和 函数 
的 ,著名 的 FF, Riesz 定理 的 定理 ( 见 T. Rado[1]), 即 

定理 ”任何 一 个 次 调和 元 素 都 可 以 分 解 为 一 个 调和 元 素 a 和 一 个 位 势 zs ZA, KB, e 
的 调和 部 分 是 由 二 一 Him27z 给 出 的 , 并且 是 < 在 下 述 意义 下 的 最小 的 调和 优 元 素 ， 即 任 
何 一 个 调和 元 素 roo 均 满足 Za. 


证 明 (K, Yosida[4]) 根据 预 解 式 方程 
J, —J,= (uA) d,s (1) 


我 们 得 到 

(I-AJ,) = U+ (uA) I~ nd) (2) 
因为 凡是 次 调和 的 , 所 以 由 J, 的 正 性 可 知 

A> u 意味 着 AS eeu we. 
于 是 , 利用 关于 对 中 的 有 界 单调 序列 的 假设 , 我 们 知道 , 能 -lim47 oa, 是 存在 的 ， 所 以 , 根据 第 
八 章 54 的 遍历 定理 , RNA r= limaa 是 存在 的 且 zi 是 调和 的 ， 亦 即 对 所 有 的 4 二 0 都 有 
Ad Xs 二 Xs, 我 们 还 有 tp=(@—a,)=lim( —AJ,)e=lim(—A) (AI—A) s= lim (AI—A)™ (— Ax), 
CRH zs eM, 
设 调和 元 素 za 满足 za 三?， 则 由 AJ, 的 正 性 以 及 xz 的 调和 性 可 知 
y= Ad; tuz Ade 从 而 zalimA =t, 


§ 9， 抽 象 位 势 算 子 和 半 群 
(T, 20) ey Banach 空间 上 映 入 了 内 的 有 界线 性 算 子 的 一 个 (00) 类 的 等 度 连 续 半 群 ， 
又 设 4 是 它 的 无 穷 小 生成 元 ， 因 上 此，D(4)"= 了 并 且 4 的 预 解 式 (41 一 4)"! 对 4 二 0 是 在 在 的 ， 
Ait, 它 还 是 一 个 满足 下 述 条 件 的 ,由 芋 入 闻 内 的 有 界线 性 算 子 , 即 
sup |AGI—A) <oo， (1) 
从 而 , 利用 第 八 章 8$ 4 中 的 阿 贝 耳 遍 历 定理 , 我 们 就 得 到 
R(A)?=R(A (pI —A)')° = (te X3 s-limA(AI—A) “'x=0} 对 所 有 的 4>>0 BM (2) 
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以 及 
D(A)4=R((uI—A)7!)? = {ex s-limA (A-A) 'a =s} 一 区 ”对 所 有 的 u> 都 成 立 , (3) 
我 们 来 讨论 这 种 情形 , 即 
逆 算 子 4 “是 在 在 的 , 且 它 的 定义 域 
DAD =R EX HERABE, (4) 
而 对 于 (4) 这 种 情形 ， 我 们 就 把 了 = — AWE TERE T, 的 “抽象 位 势 算 子 "， 从 而 “抽象 位 势 
Fx? 满 足 关于 “抽象 拉 著 拉 斯 算 子 ?4 的 “抽象 Poisson 方程 ” 


AVz=—2. (5) 
命题 1(K. Yosida[34]) (Hir TAI 
s-lim4(4T 一 4 2 一 0 对 每 个 EX 都 成 立 ， (6) 


证 明 条 件 Ax=0 等 价 于 4(41 一 4)"'z=x， 从 而 (6) 意 味 荐 4"! 是 存在 的 ， 此 外 , 由 (2) 可 
知 王 (4) 的 稿 密 性 等 价 子 (6), 所 以 (4) 必 定 等 价 于 (6). 
R 在 (6) 的 情形 , 抽象 位 势 算 子 下 = 一 4 也 可 以 定义 为 
Va=s-lim (AI—A) `z, (7) 
证 明 对 于 wxED(47 1), 我 们 有 
—A'y—(AI—A) a= —A'ew—-ACI—A) A Ne =ACAT-- A) AT. 
从 而 由 (6) 可 得 s-lim (AI—A)'a=—A'e, pH, te s-lim (4T 一 4) a= 存在 ， 则 利 罚 


无 穷 小 生成 元 AWARE, th AGI—A) w= —a@ FAI —A) e BBS Ay=—z, BLE Bi, 
y=—A e, 从 而 我 们 就 证 明了 (7). 
从 现在 起 , 我 们 来 讨论 这 种 情形 , 即 
D(A)*=X JFE sup14(41 一 -中 三 1 (8) 


它 刻 划 出 了 (Co) 类 的 收缩 半 群 {7T;; tf 三 0} 的 无 穷 小 生成 元 4 的 特点 ， 我 们 可 以 证 明 
EH] MRAP MEHMET V* 必 定 分 别 满足 以 下 不 等 式 ; 


JAV- E AVe R EDV A> 成 立 ， (9) 
JAV*F* + f* S AV AA EDT AS RAL, (10) 

证 明 4J,=CAI-A), 于 是 J 满足 预 解 式 方程 
Ta— J = (uh) A a (11) 


在 (11) 中 令 u 40, 我 们 就 得 到 
J 2—Va=—AJ Va 对 所 有 的 zED(7) 和 4>0 都 成 立 . (12) 
FEI, AVa+2)=Va, 从 而 利用 147 ;1 三 1, 我 们 就 得 到 (9). 
因为 DCd4) 和 有 (4) 都 在 互 内 强 稠密 , 于 是 由 第 八 章 8 6 的 R. S. Philips 定理 可 知 
(4*) = (4 0 或 者 等 价 地 ,FF = (A) * = (-A*) (13) 
所 以 , 24 J*ED(V*) 时 我 们 有 
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V*f* — (AI*—A*) ft = (—A*) i f*— (AI*—A*) “1 f* 
= (—A*) 1 f*—A*(AIT*—A*) TI (A*) TIF = ACAI* —A*) (AP) OPS 
于 是 得 到 
V*ft=w*-limd if", (14) 
这 是 因为 由 (6) 可 知 , HA gC 都 有 w*-limAd zg" = 0. 因此 , 和 对 于 六 的 情形 一 样 ， 我 们 
利用 
Ji— Ji = (uA JII 和 supl AJ¥ [SI ar’) 
就 可 以 证 明 (10) 成 立 . 
R PRT OULD! MRT ATI) 都 存在 及 都 是 有 界线 性 算 子 ， 
证 明 QV 十 DD! 和 GV* 十 1*)7! 的 存在 性 可 以 分 别 从 (9) 和 (10) 明显 地 看 出 来 ， 我 们 来 
证 明 


ROV+D=X 对 所 有 的 4>>0 都 成 立 ， (15) 
由 Hahn-Banach 定理 可 知 , HAF AV" +I") 的 存在 意味 着 
R(AV+D) (15') 


在 互 内 是 强 稠密 的 . 


知 JAV (x — 8m) 十 (Ea Hm) | = AV (En zm) I. 从 而 s-limVa,=2 存在 ， 也 就 证 明 了 s-lims, =x 


是 存在 的 ， 因 为 根据 定义 , 抽象 位 势 算 子 是 闭 的 ， 所 以 算 子 了 必 是 闲 的 ， 于 是 必定 有 Fz= zs 即 
是 说 ,8 一 47z 十 z。 这 就 证 明了 (15), 从 而 由 闭 图 象 定理 可 知 ，(4F 十 站 :是 一 个 有 界线 性 算 子 . 
FE, 由 第 八 章 8 5 中 的 闭 值 域 定理 可 知 
RAV*+I*)=X* 对 所 有 的 4>0 都 成 立 ， (16) 

于 是 再 利用 闭 值 域 定理 和 (15)， 可 知 (47* 十 74) :是 将 对 偶 空间 XIRA 和 * 内 的 一 个 有 界线 性 
HF. 

现在 , 我 们 就 可 以 来 刻 划 抽象 位 势 算 子 的 特性 : 

定理 2(K. Yosida[35J) BMA BTV hot Lk DV) AMER RV) MEX AR, 并 
ELV MEM RHA VAIROA), WV PRB, 亦 即 ,一 是 算 子 4 的 
逆 算 子 , 这 里 ,4 是 民 中 的 一 个 (Co) 类 的 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 . 

证 明 首先, 我 们 注意 到 上 面 的 系 对 于 王 和 ERX, MAHD BAX AXA 
的 有 界线 性 算 子 。 此 外 , 由 


J,AVa+a)=Va [对 所 有 的 xED(V) 和 4>0 都 成 立 ] (17) 
所 定义 的 线性 算 子 高 是 一 个 由 全 和 人 对 内 的 有 界线 性 算 子 并 且 有 
J,=VAV+D" 和 sup[AJ,] <1. (18) 


利用 (17), 我 们 可 以 证 明 J, 是 一 个 擅 预 解 式 ， 事实 上 , 我 们 有 
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wre Ava (1-8) hee (1-4) vs- Jie) 


(n—Ab3, Ave +2) = (uA) Ve = (u~ad,( Vetia ) 


~ (4-2) Lye (y— pe dea (1-4 — , 
(pA) —Va-(u—A) rua (1 +) We Ja) 


R(S)9 = (wEX3 s-lim4fæ =s} 对 一 切 4 之 0 成 立 ， (197) 
R(I— jd) = {2ER; s-limAd v= 0} 对 一 切 w>0 成 立 . (20') 


因为 RV)Y=X, MURAD RS) =X, BHI, 的 零 空间 与 和 无 关 ( 见 第 八 章 84 的 
命题 )， 于 是 , 由 (19) 和 RR(j,)*= 可知 ,的 零 空间 只 含有 零 向 量 ， 所 以 让 是 线性 算 子 4 的 预 
解 式 : 


J,= GI-A) 7,34 8, A=AI—JS a. (21) 

于 是 我 们 就 得 到 
D(A)*=R(J,)9 = (EX; 8- limAd,@= x) 对 一 切 w>0 成 立 ， (197) 
R(A)*=R(I— pd)? = (2X3 s-limAd = 0} 对 一 切 4>>0 成 立 ， (20") 


H(19)'M RU, =X WA D(A)=X, RETEN R(A)°=X, 事实 上 ， 由 (17) 和 (21) 
Ay 
(AI—A) J, AVa+2) =AWat+e= (AI—A)Va=AVa—AVz, 


—AVa=x2 对 一 切 zED(P) 成 立 . (22) 
FE R(AVLDVIEX PEBRA, WEH, RCA)O=X, Miah (20') 可 知 ， 对 一 切 eeX BH 
s-LimAd,0=0, BALA, 由 命题 1 可 知 一 4 是 一 个 抽象 位 势 算 子 ， 
至 于 了 = 一 4 5 可 以 证 明 如 下 . 首先 , HA ATE, 因为 由 (22) 可知 ， 由 Vz=0 可 得 出 
xz 一 0. 因此 , 由 (18) 和 (21) 可 得 
AL=A= 2J = (AV DV SA+, 
这 就 证 明了 一 4 :=T. 
注 由 前 面 的 证 明 可 以 看 出 , (10) 只 用 于 证 明 (15"), 从 而 只 用 于 证 明 (15) 
fa] BILE $ 8 一样, 我 们 在 民 中 引入 一 个 满足 以 下 条 件 的 半数 量 积 [z, g]: 
flava aj=(a, 2]+(y, 2], Aw, yjJ=ALe, y], 
Ca, a j= lal? A Ee, yi Shel: yl. (23) 
+ 349 » 


设 线性 算 子 了 的 定义 域 DV) A RCV) ARTE XH, XA, 如 果 
Re[z, Vx] 宇 0 对 一 切 EDV) RX, (24) 

BV AY fit (SSF La, gy 了 ) 是 增生 的 ， 

我 们 来 给 出 三 个 命题 . 

命题 2 抽象 位 势 算 子玉 必定 是 增生 的 ， 

证 明 设 {T,; t20) Æ (Co) 类 的 收缩 半 群 ， 而 它 的 无 穷 小 生成 元 4 为 4= 一 站 !， 因 为 
IT S1, 所 以 

Re(T ,x~«,2]=RelT,«, e] les Tati eiL le eE 
于 是 ,对 于 xED(4) 我 们 得 到 
Re[ Ax, x]= limpi! (T ,2w—ax), x ]<0. 


因此 , 对 于 woED(F) =D(A"), 有 
Re[AV xo, Vy | = Rel —%, Veo] SSO, 即 是 说 , Relay, Vag }Z0. 
命题 3 MV EMER, WIV WEO). 
证 明 由 (23) 和 (24) 可 知 
JAVa | =LAV x, 48z] 友 RefL47z,47z]) 
=Re[AVa+a, VEIS Aatel Ael, 

即 是 说 , 我 们 证 明了 (9). 

命题 4 设 {T,; t 伍 0} 是 一 个 具有 无 穷 小 生成 元 4 的 (00) 类 的 收缩 半 群 ， 如 果 六 是 关于 此 
半 群 的 一 个 抽象 位 势 算 子 且 了 = A, 则 对 于 站 的 对 偶 空间 肚 * 中 的 任何 一 种 半数 量 积 [ 了 *,g*]， 
『 的 对 偶 算 子 了 必定 满足 不 等 式 

Cf*, Vi f*]=0. (25) 

这 里 ， 

V' 是 V* 在 把 自己 的 定义 域 和 值 域 都 限于 R(V*)* 内 时 的 最 大 限制 . (26) 

WEAR (Tr; t20 ÆT; {三 0 的 对 偶 半 群 ( 见 第 九 章 §13)， 从 而 {TH; t20}% X*= 
D(A*)°=R(V*)* 内 的 一 个 (Co) 类 的 收缩 半 群 ， 因 此 ， 半 群 TH 的 无 穷 小 生成 元 4! 是 4* TEA 
己 的 定义 域 和 值 域 都 限于 X= DA. 内 的 最 大 限制 ， 于 是 六 = (At), 从 而 (25) 式 可 以 象 
命题 2 那样 予以 证 明 . 

现在 我 们 就 能 够 来 证 明 

定理 3 设 了 是 一 个 闵 的 线 人 性 算 子 , 其 定义 域 和 值 域 都 在 内 强 稠密 ， 这 时 ,F 是 一 个 抽象 
位 势 算 子 , EHV EREDE V LEREN. 

证 明 “ 仅 当 部 分 "可 用 命题 2 和 命题 4 来 证 明 ， 我们 来 证 明 “ 当 的 部 分 ”"， 首先， 根据 命题 
3, VREO. Hk, SAV*f + =0, FE SSR Mil V*f*t=—A'fteR(V*), Abe, 
f EDO) AAV + f= —f*, BELA, h Vt is He Ey 4 

[Af*, AVP I =ALf*, --f*] = —Alf* |? =O, 亦 即 f* =0. 
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于 是 , 着 算 子 (47* 二 79)-: 存在, 从 而 由 Hahn-Banach 定理 可 知 ，(15') 因 而 还 有 (15) 都 成 立 . 这 
就 证 明了 了 是 一 个 抽象 位 势 算 子 ， 

FIG. A. Hunt 的 位 势 理论 的 比较 ， 考 赛 一 个 特殊 的 空间 X 设 8 是 一 个 局 部 紧 ， 但 不 紧 的 
Hausdorff 可 分 空间 ，Cu(S) 是 由 那些 具有 含 于 人 内 的 紧 支 集 的 实 值 或 复 值 连续 函数 >(s) 所 组 
成 的 空间 , TH X BRIE Cs(S) 关 于 极 大 值 范 数 的 完备 化 空间 CC8)， 这 时 ， 我 们 用 下 式 来 定义 子 
的 元 素 之 间 的 半数 量 积 , M 

a, y]=a(s0)y (eo) ,这 里 % 是 8 的 任何 一 个 这 样 的 固定 点 , 它 使 得 


ly (so) | =sup|y(s) l. (27) 
所 以 , 下 述 条 件 给 出 了 线性 算 子 了 的 增生 性 质 , 即 
2 | (Vx) Cso) | =sup| (V(z)(s)) | 时 就 有 Re (also) + (Va) (89) 20. (28) 


这 可 以 同 Hunt 的 位 势 理论 (G. A. Hunt[11, 也 可 参看 P. A. Meyer[1] 和 KK, Yosida[ 32] 以 及 这 
些 文章 中 列 出 的 参考 文献 ) 中 关于 六 的 正极 大 值 原理 进行 比较 . 对 于 C (OPREA KER 
的 情形 ，Hunt ghi TH PARAM RAT U AS, veee DUES) 
入 C.。(S) 内 的 正 线 性 算 子 县 满足 三 个 条 件 : )DM)2CAMS), ii)U Cals) E Co (S) AIRI ELA 
及 ii 正极 大 值 原理 ， 它 可 表述 为 

对 于 每 个 x(s) ECS), RE Ox) (s) E s= 8 

述 到 它 的 正 的 上 确 界 , 就 有 rs) Z0, (29) 
(上 面 提 到 的 忌 的 正 性 , 指 的 是 如 把 非 负 函数 映射 为 非 负 函数 . ) 然 后 , Hunt 证 明了 存在 唯一 确定 
HI, h ClO A CoO AWEKA RT T: 的 (Co) 类 半 群 147 会 0), 且 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 


对 于 每 个 z(s)ECu(S) 都 有 4Uz= —a, 其 中 ,4 是 了 了, 的 无 穷 小 生成 元 ， (30) 
HFEA eC) EONAR Ua) (=| (Tw) (s) 二, 这 里 
积分 是 在 B- 空 间 C_(8) 的 强 拓扑 下 取 的 . (31) 


需要 指出 , 我 们 在 定义 抽象 位 势 算 子 下 时 , 并 未 假设 算 子 是 正 的 ， 此 外 , 在 我 们 的 叙述 中 ， 
(30) 可 以 换 成 真正 的 Poisson 方程 
了 = A“, (30') 
关于 这 一 点 需 指 出 , ALU RB CS) 上 的 最 小 闭 扩 张 下 满足 (30 ). WK. Yosida, T. Watan- 
abe, H. Tanaka[36]# K. Yosida(37)， 此 外 , 在 我 们 关于 抽象 位 势 算 子 了 的 叙述 中 , (317 可 以 
换 成 更 一 般 的 (Vx) (8) = s-lim ((AT— A) 2)(8)， 它 是 上 (7) 为 根据 的 ， 这 种 表述 方式 有 这 样 的 
优点 , 即 它 可 以 应 用 到 比 (31) 更 一 般 得 多 的 半 群 类 上 ， 例 如 , WK. Yosida[ 37], [38], A. Yam- 
ada[1]#1 K. Sato[1], [2]. 这 里 须 指出 , F. Hirsch[1]J，[2] 采 用 实质 上 同 本 书 著者 一 样 的 想法 
也 导出 了 一 种 抽象 位 势 理 论 ， 
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第 十 四 章 发展 方 程 的 积分 ? 


初 值 问题 
dy/dz=ay, y(0)=1 
的 解 是 普通 的 指数 函数 ， 我 们 考虑 扩散 方程 


ulat= Au 其 中 J 二 1932; 是 R" 中 的 拉 普 拉 斯 算 子 ， 


我 们 希望 水 此 方程 满足 初始 条 件 ul, 0) =f (x) HOR uw, t), #0. 这里, jz) 一 cy tn) 
是 z 的 已 知 函 数 ， 我 们 还 考虑 波动 方程 
32/ at 一 LU， 一 co<t<oo 
及 初始 条 件 
u(x, 0)=f(x) 和 (3u/3) =-o 一 9(z)， 
fig 是 已 知 国 数 ， 此 方程 及 初始 条 件 也 可 以 写 为 下 述 向 量 形式 : 


afu) /0TYVu Ju 
a\y)] \40 vf/ "=z 


ulz, 0) _(f@) 
Gao) ho) 
因此 , AESA PRBS TA, 波动 方程 可 以 看 作 某 种 形式 的 扩散 (或 热传导 ) 方 程 一 一 堪 端 是 对 时 
间 参 数 的 微分 运算 而 右 端 是 别 的 算 子 一 一 换 句 话说 也 可 以 认为 波动 方程 是 类 似 于 方程 dy/ dt 一 
oy 的 .由 于 后 一 种 情形 的 解 是 指数 函数 ， 这 就 使 我 们 想到 用 下 述 办 法 来 求解 热传导 方程 和 波动 
方程 , 即 在 适当 的 函数 空间 中 , 恰当 地 定义 算 子 


ol 
ans a) 


的 指数 函数 .这 就 促使 我 们 把 半 群 理论 应 用 于 Cauchy 问题 ， 我 们 指出 , Schrödinger 方程 

i 'du/dt= Hu=(4+U(2))u, 其 中 ,U(zZ) 是 已 知 函数 ， 
给 出 了 形 如 du/dt=Au, t>0 (1) 
的 发 展 方程 的 另 一 个 例子 , 这 里 , (1) 中 的 4 是 某 函 数 空间 中 的 一 个 不 一 定 连续 的 线性 算 子 . 


dufdt=A(t)u, a<t <b (2) 
的 积分 理论 ， 
QO 并 请 参看 < 补充 说 明 > 最 后 三 段 。 
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$1. I2(R") 中 的 扩散 方程 的 积分 


考虑 扩散 方程 
du/at=Au, t>0, (1) 
其 中 , 微分 算 子 
4 一 aa(z) Hbl) 2 +0(2) (VCz) 一 (2 (2) 


在 m 维 欧 儿 里 得 空间 R" 中 是 严格 本 圆 的， 我 们 假设 实 系数 a、5 和 c 是 0"(R") 函数 ， 又 
假设 
max (supla'i(z)|, sup|b*(2)|, sup1e(z)|, suplai{(2)|, 
sup 55,(2)1, suplai{.,(2)|) =0<00. (3) 
关于 4 是 严格 椭 回 的 假设 , 指 的 是 存在 正 的 常数 AM uo 使 得 


Mo > E Ba (2)E Es =A DEP HE R" EXE ARRE ES CE, 2, 1, Em) (4) 
1=1 


i=l 


都 成 立 . 
A> 硬是 所 有 实 值 的 RORA f(z) 组 成 的 空间 , 其 范 数 为 
m 1/2 f 
i= ?qd 十 m 2 a ’ (5) 
Ist =([ +E | af, 2) 
又 令 WE Argh 的 完备 化 空间 ”类似 地 令 WE AL 关于 范 数 
Iflo=(f Pa) (6) 


的 完备 化 空间 ， 于 是 ， 我 们 就 引进 了 两 个 实 的 Hilbert 空间 Hh A HS, 并 且 Hi MÂLE H? 中 
是 | LAR. REZE $ 10 中 的 命题 ， 我 们 知道 ALISA Sobolev 空间 本 1(Rm) 是 重合 
的 ; 我 们 还 知道 王 同 实 的 Hilbert 空间 VA EMA, RE Hilbert 空间 H) p G Hil- 
bert 空间 173 WHARA, 9): (BEC, o). 

为 了 在 复 的 Hilbert 空间 LA" 中 在 条 件 (3) 和 (4) 之 下 对 方程 (1) 积 分 ， 我 们 给 出 某 些 引 
理 ， 这 些 引 理 在 以 下 各 池 中 也 将 起 到 重要 的 作用 ， 

引 理 1 (关于 分 部 积分 )。 令 妃 gE 存 ， 则 有 

Af =| afr gede— | at fgde+| obifagdst| efgde, (7) 

JERN, ER CAF, 9)o 中 那些 含有 二 阶 导 数 的 项 进行 分 部 积分 时 , 被 积 出 的 项 念佛 是 零 ， 

证 明 根据 (3) 以 及 了 和 9 都 属于 妃 ; 这 个 事实 ， 我 们 知道 411fs,j9 在 R" 上 是 可 积 的 .于 
是 , 由 了 和 9 都 具有 紧 支 集 这 个 事实 可 知 


| | QZ 一 -| ntfs Oa; dz 一 | mai fag aa. 
R R R 
+ 把 4 的 形式 伴随 算 子 4* 定义 为 
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APmM=z =o) - 2 (x) f(t) +e(x)f(). (8) 


于 是 , 如 上 所 述 , 我 们 有 结论 ， 9E 记 8;， 则 我 们 可 以 对 (4*f, 9)。 中 那些 含有 一 阶 和 二 阶 导 
数 的 项 进行 分 部 积分 ， 使 得 相应 的 那些 积分 项 不 再 出 现 了 ， 亦 即 , 我 们 有 


(Af o= | noesgss do— | altfg.jde—| bfo dnt | sofgdz, r) 
系 ， 存 在 正 的 常数 xy 和 6, 使 得 对 一 切 充分 小 的 正 的 常数 都 有 ， 


A <(f—aAf, fos tay) fh? 24 fen 时 成 立 ， (9) 
adi fl? <(f—aA*f, Poa +ay) [F134 FCA Rese, 
f (f—aAf, pca ta fhloh 24 f, cAi 时 成 立 ， (0) 
| f—aA*f, golSA+ey) fh igh 4 F, gE 时 成 立 , 
| (AF, g)o— Cf, Ag)ol Saf, glo% f, CAS HRX. (11) 
证 明 (9) 和 (10) 可 以 这 样 证 明 , 即 利用 (3),(4)、(7) 和 (7') 并 注意 到 不 等 式 
2a)ab| ay lal?+»-1|6|?) ' (12) 


对 于 大 于 0 的 和» 成立， 事实 上 , 我 们 可 以 使 用 下 述 估计 式 
| naiifa gda SE mn lf ls +» lgl). 


再 由 
(Af, 9)o— (F, ANo=—| Califa, +a. fg fa gbi fg) de 


我 们 还 可 以 得 到 (11) 式 ， 
引 理 2 (关于 % 一 %4uw= 了 的 解 的 存在 性 ) 设 正 数 wo 是 如 此 选取 的 ， 使 得 上 过 的 系 对 于 O< 
% 三 go 成 立 ， 这 时 , 对 于 任 一 函数 fE, HA 
u—aAu=f (0<aSay) (13) 
有 唯一 确定 的 解 WET, NOR”). l 
证 明 ”我 们 定义 一 个 对 于 函数 u, vE A E L NAERA Ê lu, v) = (u—aA*u v) 由 
上 面 的 系 可 知 
[Bla, 0) |S tay) fal fol, adful?SBu uw). (14) 
因此 ， 我 们 可 以 利用 连续 性 把 Bu, v) 延 拓 为 对 于 wvEH3 有 意义 的 双 线 性 泛 函 BCw,v)， 且 它 
满足 
|B(u, v) [SQ +ay) ful, lol, ajul? <B(u, u). (14') 
定义 在 上 的 线性 泛 函 了 (w) = (w, 有 ),。 是 一 个 有 界线 性 泛 函 , 这 是 因为 | (w Pol Sule Ifl 
Slul Ifl FÆ, 由 Hilbert 空间 Hy 中 的 F. Riesz 表示 定理 可 知 , 存在 唯一 确定 的 sv (有 )E 
如 使 得 (w, 有 ,二 (wv(f))1， 因 此 ,把 Milgram-Lax 定理 应 用 到 Hilbert 空间 ;就 有 
Cu, f)o= (u, o(f)) =B (u, Sv(f)) :对 一 切 wEH, RX, 其 中 心 是 一 个 由 Ah Bl 
Hi LWA RR FT, . (15) 
。354 。 


Wt uiie OF R”), LB OCH) BAET lim Jv,—Se(f) 1 =0. M 

B(u, Sv(f)) = lim B(u, va) = lim Ê(u, va) = lim (u—aA*t, va)0= (u—aA*u, Sv(f))o, 
这 是 因为 范 数 | 有 大 于 范 数 | l-o 于 是 

(u, Po= (u—aA*u, Sv (Po (15') 

即 是 说 , Sv(f)EHI 是 方程 (13) 的 一 个 分 布 解 ， 因 此 , 根据 (1 一 &4) 的 严格 椭 贺 性 以 及 SECR 
这 个 事实 , 从 第 六 章 $ 9 中 的 Friedrichs 定理 的 系 可 知 ， 我 们 可 以 认为 u=80 (PE 三 是 (13) 的 
一 个 0"(R") 解 于 是 w=Sv(f 有 )EHS NOR"). 

(13) 的 这 种 解 的 唯一 性 可 以 证 明 如 下 ， 设 某 个 函数 wEH3 几 0”(R") 满 足 w 一 x4u 一 0. 因 
此 AUCH, C7 (RY) 三 有 ,从 而 表示 式 (w 一 ahwu, 四 ,是 确定 的 并 且 =0， BE a CHS HAF Lim lw 一 
ws 二 0， 和 (9) 式 一 样 进行 分 部 积分 , 我 们 就 得 到 


0= (u—aAu, u)o= lim (u—-@AuU, Ua)» Zad|ul?, AA HE u=0. 


系 1 存在 正 的 常数 GoM m HE, ME FCM), WEE 


au—Au=f (0<@)t+Ay + Sa) (16) 
AME — Wh EHO RR u= u EH NCR, 且 有 估计 式 
juslo (@—Ay— M0) IF lo (17) 
证 明 h Schwarz 不 等 式 可 知 


| afl—A)wlo: elo | (Cal —A)u, u)o| 3t uE É RT- (18) 
利用 分 部 积分 可 得 


((al —A)u, o= aluli + | naii, dx 十 | dx 一 | „b'usa dx—| „ow dx. 


于 是 , 由 (3), (4) 和 (12) 可 得 | 
(Col —A) 2s, 26) p= at] w]3 + Ag (faa? — lulh) — mnr CL? — huli) tom! huli + ma? fee 
= (a4—Ay— m?n (v-!—v-+m-*)) Jud + (4 — my) full. 
因此 , 由 (18) 可 知 对 于 n= mo —y +m), 
| (al — A) u]o= (a@—Ao— m) lulo 24 uE Éi RX, (177) 
PEI v0 如 此 之 小 ,以致 (1 一 mm2 纪 六 和 态 都 之 0， 然 后 我 们 把 名 取 得 这 样 大 , 使 得 对 于 三 
ot Aot, 我 们 可 以 应 用 引 理 2 来 求解 (16). 
因为 (16) 的 解 4=wEH3 M0~(R") 可 以 用 属于 名 的 一 个 函数 序列 在 | 有 范 数 下 来 逼近 , 所 
以 , 由 (18) 和 (17') 就 可 以 得 到 估计 式 (17). 
系 2 把 4 看 成 是 一 个 由 也 (4) = (aA ACH A WAAL. WF a>â tA 
no, ATE HS hay Rea ae A 有 由 HB 到 开 内 的 预 解 式 (oI 一 如 -1! 且 
| aI -Â lS a— Ao- m) ~. (19) 
证 明 注意 到 DC) 和 ALBEE HAL jo 稀 密 的 这 个 事实 ,再 由 系 1 可 以 明显 地 看 出 系 2 
是 正确 的 . 
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因此 , 由 第 九 章 $87 的 系 2 可 知 , 4 是 -空间 US 中 的 某 个 (Co) 类 半 群 T, 的 无 穷 小 生成 元 ， 
并 且 对 于 i20 WIT etto, 
现在 , 我 们 就 可 以 证 明 


定理 1 设 复 的 外 是 一 切 复 值 函数 score telfli=([ nifed + E] .fooaz Mt 
g=1 


co 之 下 所 成 的 空间 ， 设 Ahan Mowe MSPS fl 的 完备 化 空间 ， 我 们 知道 
Fi =( 复 的 )Sobolev 空间 W'(R™) (LIS —# § 10). 显然 ， 部 = ( 复 的 ) Hilbert 空间 ZR”). 
我 们 把 4 看 成 一 个 由 D(4) = (I-A) UAL CLR A LR") 内 的 算 子 ， 于 是 4 在 LR) 内 
的 最 小 闭 扩张 4 是 DR 中 的 某 个 (C) 类 解析 半 群 2, 的 无 穷 小 生成 元 ， 并 且 对 于 4 三 0 有 
HT ,Se tt, 

证 明 由 于 上 述 的 系 2 以 及 微分 算 子 4 的 诸 系 数 是 实 函 数 ， 所 以 我 们 知道 ， 对 于 a@ 汪 % 十 
otm, ER R(al—A) = (aI -A D(A E LRM pE L ARR. 此外, 24 (ut iv) CL? (R) 
H (u+ tvED(A) IM, 我 们 有 

| (af —A) (u+ iv) |§ =| (aL —A) ull § + | (al —A) vf} = (a—Ag—19)? Cul? + fold). 
于 是 , WAP- A) Ah RA LRM 内 的 有 界线 性 算 子 , 并 且 对 于 > Am 
有 | (af —A)~ Io (@—Ay—m) 7. 
所 以 , 出 第 九 章 $10 中 的 定理 可 知 , 我 们 只 需 证 明 
Tim |r|] (a+ iI- Dlhe. (20) 
对 于 wED(4), 我 们 有 
| (Cat ir)I—Awlolwho=1 (C(t ir) TI—A)w, wol. (21) 
同 证 明 (17) 一 样 , 利用 分 部 积分 , 我 们 得 到 
|Re(((a+ ir) I—A)w, w)ol 
=||allwl +Re (| nc i, de-+aiiw, 而 dw— | „bwi de — f aowa ža )| | 
= (&—Ay— n) jwis + (A m?) lwl? 
类 似 地 我 们 有 
IJ (((a-+ ir) I—A)w, w) | 
= |ri lols -mn (wh +m? jeld = CU rf —n) [wl —m2y| wf. 
假定 在 在 一 个 wyED(A), JwoloH0, 使 得 对 于 充分 大 的 r (或 对 于 充分 大 的 一 四 ,有 
[Im (((a+ ir) A) wy, oo|<2-1(r| —n|woll2. 
则 对 于 如 此 大 的 r (或 — r), 必定 有 
mênjw li> r] —n) lwl, 
从 而 
[Re (C (a+ ix) IA), wo)ol = Ao mêr) TELE prog, 
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FE, 利用 (21), 我 们 就 证 明了 定理 1， 

定理 2 . 对 于 任 一 fl (R™), ult, 2) = (Tf (ORF t>0 和 xER" 是 无 穷 可 微 的 ， 并 且 
u(t, zw) 满 足 扩散 方程 (1) 以 及 初始 条 件 lim luCt, e) —f(7)lo=0. 

证 明 BAUR TORR. 关于 t 在 7(R") 中 的 第 阶 强 导 数 ， 由 于 了, BUR) PH 
个 (C6) 类 解析 半 群 ， 所 以 当 1>>0 时 ， 有 Tf= 名 PT,fEL2(R"m) (k=0, 1 …)， 由 于 4 是 4 在 
ZL2(R") 中 的 最 小 闭 扩 张 , 所 以 我 们 知道 , 如 果 我 们 在 分 布 意义 下 使 用 微分 算 子 4*， 那 么 , MTA 
Hy t> BRA APP fEL2(R™) (k=0, 1, 2,…)， 因 此 , 由 第 六 章 § 9 中 的 Friedrichs 定理 的 系 可 
知 , 对 于 固定 的 1 之 0, (t,x) 在 调整 了 它 在 某 个 测度 为 零 的 集合 上 的 值 之 后 就 等 于 一 个 C" CR ) 
的 函数 . 

WAIT cetto, 所 以 容易 看 出 , 如 果 我 们 在 分 布 意义 下 把 椭圆 微分 算 子 

(3+4) 

WATU, 人 任意 次 之 后 ， 则 所 得 到 的 结果 在 乘积 空间 (二 0<t<00} xR" 中 是 局 部 平方 可 积 
的 ， 因 此 , 仍 由 第 六 章 § 9 中 的 Friedrichs EMMA AM, ult, x) 在 调整 了 它 在 此 乘积 空间 中 的 
某 个 测度 为 零 的 集合 上 之 值 以 后 就 等 于 一 个 这 样 的 函数 ， 它 关于 (i, x) 是 0” 的 函数 , 这 里 ,#>0 
而 xER"， 因 此 , 我 们 可 以 把 w(z, t) 看 成 方程 (1) 满 足 初始 条 件 Dim fue, z) 一 fz)lo=0 的 一 个 
真 解 . 

+ 上 面 得 到 的 解 w(t, 7?) 满 足 “ 正 向 的 和 反 向 的 唯一 延 拓 性 ”: 

如 果 对 某 个 固定 的 如 之 0， 在 某 个 开 集 GER" 上 有 w(to,?) 三 0， 则 对 于 每 个 
t>0 和 每 个 wxEG, 都 有 w(t, x) =0. | (22) 
证 明 因为 了 ,是 一 个 (Co) 类 的 解析 半 群 , 所 以 , 对 某 个 充分 小 的 &, 有 


lim|? af — Lanman, 一 0 
FE, 象 在 关于 I2(E”) 空 间 的 完备 性 的 证 明 中 那样 , 存在 一 个 自然 数 的 序列 {wn'), 使 得 
ulto +h, 2) = lim DD HAC, 人 对 a.e. ER” RN. 
根据 在 (22) 中 所 给 出 的 假设 可 知 ， Ea 中 有 Ata to, 2) 二 0， 从 而 在 G PHD hV EE 
4 加 十 思 轨 0， 重 复 这 种 讨论 , 我 们 看 见 (22) 的 结论 是 正确 的 ， 
参考 文献 
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决 了 的 . 
对 抛物 方程 , 从 耗 散 算 子 论 的 观点 出 发 , 已 讨论 8 得 相当 完全 . 见 R.S. Philtips[7]， 


8$2， 紧 黎 曼 空间 中 的 扩散 方程 的 积分 
设 有 是 一 个 连通 的 ,可 定向 的 m 维 07 ASE RA], 其 度量 为 


ds2 一 9ii(zZ)dzidazy。 (1) 
设 4 是 召 中 的 一 个 具有 实 值 的 C 和 
A= wa) 4 0(2) 2, (2) 


我 们 假设 a 是 一 个 对 称 的 反 变 张 量 , 并 设 六 4z) 在 坐标 变换 (2 2, or, 2) >, Bo BY ZB 


满足 这 种 变换 法则 
az 
Oak aus? (3) . 


所 以 值 (4 了 ) (7) 与 局 部 坐标 的 选择 无 基地 被 确定 . 我 们 进一步 假设 4 在 这 种 意义 下 是 严格 椭圆 
的 ， 即 存 在 正 的 党 常数 ho 和 Ho, 使 得 


天 一 中 Sah Ta 


ETTORRA 对 每 个 实 向 量 
1=1 1=1 


(Éi, ney Em) 和 每 个 LER 成 立 . (4) 
关于 扩散 方程 , 我 们 郑 虑 在 召 上 的 大 范围 的 Cauchy 问题 ， 寻 求解 w(t, x), 使 得 
cz/ 开 一 42%，t 六 0，2U(0,0) = 了 (zx), 这 里 f(z%) 是 书 上 的 一 个 已 知 函数 ， (5) 


我 们 要 证 明 
定理 ”如 果 肪 没有 边界 且 是 紧 的 ， 则 方程 (5) 对 任 一 初始 函 数 CC" R) WAR HR 
u(t, 2), BHT G, 2) Co AR, AB iSO 而 xEBR， 此 解 可 以 表示 为 


u(t,a)=| PC, z, dy) f(y), (6) 
其 中 , P(t, 2, E) ÆR ER Markov 过 程 的 转移 概率 . 
证 明 AN CD) 表示 瑟 上 的 实 值 连续 函数 f(x) 所 成 的 了 -空间 ， 其 范 数 为 |f1= 
sup|j(w) 1， 我 们 首先 证 明 
ZHE— FEC” (R) ME — n>), HA 
max h(x) =f (x) =min h(x), XE h(x) =f læ) n (Af) (2). (7) 


假定 f(a) TE =a 处 取得 它 的 极 大 值 ， 在 ze 处 , 我 们 选取 一 个 局 部 坐标 系统 ,使 得 a (are) = 45; 
(=1 或 0, 当 i=j 或 i 大 7 时 )， 因 为 有 条 件 (4), 所 以 能 够 选 出 这 种 局 部 坐标 系 ， 由 于 在 极 大 点 
wo 处 ， 有 


of _ Pf < 
ox}, 0 PICH ELCO 


所 以 
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hlao) =f (8) —n (Af) (0) 


= f (£a) n'h" (ao Ar A jr =f (e). 


因此 , max h(a) zf). XA, 我 们 有 f(x) =min h(a). 


我 们 把 4 看 成 一 个 由 D(4) =C" (RESOR) ACR) AMAT. FR, (7) 可知， 对 于 
n>>0， 存 在 逆 算 子 (一 4) 5 并 且 在 值 域 R(T 一 n-714) = 二 (1 一 n A) DA) 中 对 于 9 有 
1( 一 -14)-'g1 三 Igj， 对 于 充分 大 的 ,此 值 域 在 CR) 中 是 强 稠密 的 .这 是 因为 ， 和 在 前 一 节 
中 一 样 , 我 们 有 结果 : 对 于 任 一 9EC”(R) MU FHRAAB n>0, HE u—n'Au=g 有 一 个 唯一 
确定 的 解 vEC” (R. AA, 根据 黎 曼 空间 五 的 紧 性 ， 上 一 节 中 有 关 分 部 积分 的 引 理 1 能 适用 于 
我 们 的 无 边界 的 歼 曼 空间 R， 此 外 , C”(B) 在 CCR) 中 是 强 稠密 的 , 这 可 以 由 CCBR) 中 的 函数 的 正 
则 化 看 出 来 ( 见 第 一 章 § 1 中 的 命题 8)， 

于 是 , BEALE C(R) 中 的 景 小 闭 扩张 4 满足 条 件 : 

对 于 充分 大 的 n>>0， 预 解 式 (I 一 n-!14)"! 
| 在 并 且 作 为 一 个 由 CC(R) 入 C(B) 内 (8) 
的 有 界线 性 算 子 , 有 1 (一 224) Ys, 
eee EA h(e)=0, WER ERA 
(An Ah) (a) 20, 
(一 -14)-1.1 一 1 (10) 
由 (9) 给 出 的 算 子 (一 44) HEE, 从 (7) 式 可 以 清楚 地 看 出 来 . 方程 (10) 可 由 4.1=0 得 到 . 

所 以 和 4 是 CC(B) 中 (00) 类 的 收缩 半 群 TT 的 无 穷 小 生成 元 ， 辣 上 一 节 一 样 ， 由 和 4 的 严格 椭圆 
性 可 以 看 出 ， 对 于 任 一 SECR), Kg ul, e) =(T.f) (@) RFU, 7?) 是 一 个 0” 的 函数 ， 这 里 
t>0 而 XEBR, Mili u(t, x) 是 (5) 的 一 个 真 解 . 

由 于 C(BR) 空 间 的 对 侦 空 间 是 证 中 的 Baire 测度 空间 ， 所 以 , 注意 到 (9) 和 (10), 我 们 就 容易 
证 明定 理 的 后 一 部 分 了 . 


(9) 


§ 3， 欧 几 里 得 空间 R” 中 的 波动 方程 的 积分 
考虑 波动 方程 
Qu /= 4x， 一 co<t<co， | (1) 
其 中 , 微分 算 子 


=a KOEIE zt (x) 二 二 co) (ai (e) =a" (x)) (2) 


在 % 维 欧 几 里 得 空间 R” 中 是 严格 村 加 的 我 们 假设 实 值 的 C” 系数 a、5 和 < 满足 第 十 四 章 $1I 
中 的 条 件 (3) 和 (4)， 同 那里 的 作法 一 样 , 我 们 用 Mh AROS A CFR") 函数 fz) 所 成 的 空 
同 其 范 数 为 
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ifl = (ft dz -+ Èf, Pada), 


HSL HB) M PHBL (和 关于 范 数 |。 一 (| fa) ) 的 完备 化 空间 ， 
引 理 ”对 属于 房 的 任何 元 素 对 (六 9), MRE n 使 得 1n-!| 充 分 小 , 则 方 各 


(o a DG) 
—n 一 
0 I A 0 v g 
有 一 个 唯一 确定 的 解 人 2 0}, u A oCH) NOR"), 且 此 解 满足 估计 式 
((u— Gp Aw, u)o talv, ¥) 0) PEA pin DGE —@ Af, foot olg, g)? 
其 中 , 正 的 常数 a AP BH AS, ERM. 
证 明 i u CH NC” (R”) F vn EH NC" (R™) 分别 是 

u, —n ° Au =f 和 vn’ Av =g 


的 解 。 对 于 充分 小 的 jn !|， 这 样 的 解 4, o FEE AE PO § 1 的 引 理 2 中 证 明 过 


这 时 ， 
u=u 十 80712012 一 2 Au tv, 
就 满足 (3), 亦 即 有 4 一 02 10 王 六， v—n 'Au=g. 
下 面 , 我 们 来 证 明 (4)。 我 们 注意 到 
Au=n(v—g) CH) NC (R™) SAD, Minis f, geCTCR™), € 
Av=n(Au—Af) CH} NC" (RY CH3. 
因此 , 由 (3) 可 知 
(f —%Af, f)o= (一 2 u — aA lu—n w), u—n'v)o 
= (u—QAu, u)o— 2n! (u, V)o taon ! (Au, vV)o tan” ' (Av, 4) 9 


+n? (v—a Av, v)o 


Qo lg, J)o =X (v—n Au, v—n 'Au)o 


=Q (V, V)o— Qon?! (v, Aua — an”! (Au, v) o Han? (Au, Au) o 


(3) 


(4) 


(5) 
T. 


(6) 


AIA BRI Dts, Be TAT CATE BAS 1 Pee § 1 中 的 (9)、(10) 和 (11) 对 于 f=w 和 g=v 是 成 立 


的 .因此 , 由 第 十 四 章 51 中 的 (12) 可 知 , 存在 一 个 正 的 常数 b, 对 于 充分 大 的 1x|, 满足 
(F —aAf, Prot alg, go)!” 
= ((u— Au, u) ot Qo (V, VJo—Qojn™'] | (Au, v)o— (Av, u)ol —2in7!] | Cu, v) of)? 
= (1— pin |) (Cua A, u) o + ct lo, v)o) 
上 述 关 于 属于 Hi NCR") HOA u, 2} 的 估计 式 表明 , PEAR S, g Ee. 
R FENE 


($) vY’, 其 中 uc HT} Tg VCH. 
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(7) 


这 种 向 量 形成 的 乘积 空间 H) x 可 是 一 个 B- 空 间 , 其 范 数 定义 为 
ie -ie vY |= (Bu, u) +a lv, v)’, 8) 


其 中 BCS, 9) 是 关于 f ge 如 的 双 线 性 泛 函 
Bf, g) = (f —%Af, 9) 
数 | Lh 之 下 的 连续 延 拓 ， 我 们 知道 ,B(w w) Fuh RAHA 1): 
GS ul? SB(u, u)S(1+aoy) lult. (9) 


0 了 
x-( 3 ) (10) 


WER DONE REE {u v} CH, x HARÉ, Hh wvEH3 是 由 (6) 给 出 的 ， 这 时 ， 引 理 表 


明 算 子 
—n 1Y. 里 S=( 7 
n ;这 S= 0 I ? 


的 值 域 包含 了 所 有 向 量 { 户 人) ， 其 中 f, gE 如;， 因 此 , 算 子 AZE H x 石 ?中 的 最 小 闲 扩张 开 是 
这 样 的 算 子 , WIM PHD AW ||, RABE n WATI- A) 有 一 个 在 H, x HE 中 处 处 
有 定义 的 逆 算 子 ( 导 一 TD) 且 它 满足 

[Sn 1) flat] (11) 


RAT 


现在 我 们 就 可 以 来 证 明 
定理 ”对 于 任何 两 个 Con”) 函数 所 成 的 函数 对 {f(z), g(w)}， 方 程 (1) 有 一 个 Cr 的 解 
u(t, ©), CAE RE 
u(0,27) =f(x), u, (0,2) =g(a) (12) 
和 估计 式 
(B (u, u) +00 Ctt, 4s) 0) '?@Sexp (Alt!) (BF, f) +a0(g, g). (13) 
注 公式 (9) 表 上 明 , BCw, u) 可 以 同 波 (=(1) 的 解 )u(t, 2%) 的 位 能 相对 应 ,而 (ww)o 可 以 同 波 
u(t, x) 的 动能 相对 应 ， 因 此 , (13) 表 示 , 当 t BAF choo 时 , 波 u(t, 7z) 的 总 能 量 不 会 比 exp(B8111) 
增长 得 更 快 ， 这 是 对 一 般 波 动 方程 都 成 立 的 一 类 能 量 不 等 式 . 
定理 的 证 明 ”估计 式 (11) eH, We Hax HoP (C) RRE T, 的 无 穷 小 生成 元 ,而 7, 满 足 
|Z, |Sexp(Blt]), —w<t<oo. (14) 
根据 假设 , 对 于 =0, 1, 2, …, 我 们 有 


| f ) -人 ( ; ecw ca x OF (R") SHYX Hh 


g 
于 是 , 如 果 我 们 令 
(2) 
o(t,2)) ANg 
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RU cy UT, 的 可 交换 性 可 知 , 对 于 不 = 0, 1, 2, …, 有 


ae >) an) ae Peman. 
H\o(t,a)/ HF Ag(7) v(t, £) 
这 里 , 我 们 用 9*T,/91* 表示 在 Hix He HAE k SRS, A, AAH § 1 中 的 定理 2 的 
证 明 一 样 , 根据 OSA = DVR) 和 算 子 A RAE, RNA u(t, DRT, a) eC” hy 
PA BC, 这 里 一 co< 上 <co,zERn, 并 且 2 2) 还 满足 方程 (1) 和 (12) 以 及 估计 式 (13). 

注 本 节 的 结果 出 自 及. Yosida[22]. 参看 丁 工 .Lions[1]. P.D. Lax 友善 地 通知 本 书 著 
者 , 本 市 给 出 的 积分 方法 同 他 在 < 文摘 3>180 (美国 数学 会 会 刊 58，192(1952)) 所 发 表 的 方法 是 十 
分 类 似 的 。 这 里 , 还 得 指出 , 我 们 的 方法 经 过 修改 后 可 以 用 米 对 在 歼 曼 空间 的 一 个 开 域 中 的 波动 
方程 进行 积分 ， 另 外 有 人 以 耗 散 半 群 理论 为 基础 来 研究 波动 方程 的 积分 ， 见 R. S. Phillips[8] 
和 [9]. 此 方 靶 同 K. Friedrichs [2] 的 正 对 称 组 的 理论 有 密切 的 关系 ， 也 可 以 参看 P. Lax- 
R. S. Phillips[3]. 


§ 4，B- 空 间 中 的 非 时 齐 发 展 方程 的 积分 
我 们 将 要 讨论 方程 
da(t)/dt=A(t)a(t), ot (1) 

的 积分 .这 里 , RAR z(t) 是 下- 空间 互 的 一 个 元 素 , 它 依赖 于 一 个 实 参 数 f， 而 4A(t) 是 一 个 
已 知 的 ,一 般 是 无 界 的 线性 算 子 , KELUR DUGAR RAEE X 内 且 还 依赖 于 

T. Katof[3]、.[4] 兽 经 成 功 地 解决 了 (1) 的 积分 问题 ， 他 假设 有 以 下 四 个 条 件 : 

Ci) 定义 域 D(4(1)) 与 无 关 ， 并 旦 在 耻 内 是 强 稠密 的 ， 同 时 ， 对 >0， 预 解 式 (I 一 
aA( 刀 )"! 存 在 且 是 一 个 属于 工 (X, X) 的 有 界线 性 算 子 , 其 范 数 三 1, 
(ii) RF BG, s) = OAG) (一 4(s))-! 的 范 数 对 t 宇 s 而 言 ,是 一 致 有 界 的 ， 

Gid BC, s) 的 范 数 ， 至 少 对 于 某 个 s 来 说 ， 关 于 t 是 有 界 变 差 的 , 即 是 说 , 对 [a, 5] 的 每 一 
种 分 守 8 = tL h Lee ta =i MA 


n~t 
DJB Cts, 8) —BCt;, 8) |EN (a, b) <o. 
j=0 - 


(iv) BCG, s)， 至 少 对 于 某 个 s 来 说 , KF i EGG GAM, 而 IBC, s) /3 AF t ERER, 
在 这 些 条 件 下 , Kato 证 明了 极限 


0 
U(t, s)zo= s-lim [TL expC (tii tA) 


axltja~tjl40 sonny 
对 每 一 个 zoSX 都 存在 并 且 至 少 对 于 zoED(4(s)) 来 说 , 给 出 了 (1) 的 满足 初始 条 件 el) =r 的 
唯一 解 . 

Alvi, Kato 的 方法 是 Cauchy 关于 常 微分 方程 2x( 引 /二 a(t)x(t) 的 古典 折线 法 的 一 个 
延伸 . 虽然 他 的 方法 在 想法 上 是 非常 简单 和 自然 的 , 但 其 证 明 却 是 比较 元 长 的 , 这 是 因为 它 涉及 
区 间 fs, tj] 的 一 般 的 分 割 。KKato[3] 指 出 ,当空 闽 是 自 反 空间 时 ， 此 证 明 可 以 简化 一 些 ， 对 于 
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É fy B- 空 间 的 情形 , 也 可 见 K. Yosida[ 28]. 

在 这 一 节 中 , 我 们 将 对 于 一 个 国定 的 区 间 , 璧 如 说 [0, 1], 进行 与 s 和 上 无 关 的 一 种 等 长 度 的 
分 割 , 其 目的 是 把 Kato 原先 的 方法 加 以 改进 , 以 便 得 出 一 种 十 分 简单 的 表现 形式 ， 

我 们 假设 有 下 面 四 个 条 件 ( 它 们 实质 上 同上 述 Kato 的 条 件 (至 (iv) 是 一 样 的 )。 


D(A4(1)) 与 i 无关 且 在 了 中 是 称 密 的 . (2) 
HE ASO 和 0 三 t 达 1, REAA) 
T5 7(XE,X) 的 一 个 算 子 是 存在 的 ， (3) 
EHF 14>0, 有 | AT—ACG)) Sat 
A(t) A(s) “EL(X, X), 4 OSs, t21 时 成 立 。 | (A) 
对 于 每 个 zxEX， o 


(t—-s) O, s)e=(¢—s) (AG) A(s) Ir, XF t fills, 
ies, FE AISA, 并 且 s-lim k-O(t, 1-7) 
二 0C(41)z 关于 是 一 致 地 存在 的 ， 因 而 OEL, X) 关于 是 
强 连 续 的 ， 

注 “ 列 入 条 件 ( 全 是 为 了 方便 起 见 ， 它 可 以 由 (2) 和 闭 图 象 定理 推导 出 来 ， 这 是 因为 , 由 (3) 
可 知 4(s) 是 一 个 闲 线性 算 子 。 此外， 条 件 (2) 和 (3) 意味 着 ACs) 是 一 个 (Oo) 类 的 收缩 半 群 
{exp(taA(s)) t 三 0}) 的 无 穷 小 生成 元 。 于 是 我 们 有 ( 见 第 九 童 ): 

exp(iA(s))z=s-lim exp(tA(s) (I—n 'A(s)) 7 XF t, OSES, 一 致 成 立 ; (6) 


exp(tiA(s)) -exp(tA(s)) =exp((t, + )A(8))3 (7) 
dexpCtA(s))¥ _ A(s)exp(tA(s))y=exp(tA(s)) +A(s)y, yED ACs)), 


这 里 , d/t 表示 在 总 的 强 拓扑 下 的 微分 ; 
s-lim exp(tA(s))a=exp(t)A(s))z. (9) 


现在 , 我 们 就 可 以 来 叙述 我 们 的 结果 了 ， 
定理 1 HEERA MM OSsStS1, 定义 算 子 Ce syEL(X, 和 ) 如 下 : 


Us (4, 8) = exp((t—8) A(T D), ay i isss ag 


(5) 


(8) 


ai (10) 
U(t, 7) =U,G, 8)U,(s,7r), 4 0OSrSsSts1Wf, 
于 是 , 对 于 每 个 EX 和 OSs StS, 
s-lim Ui(t, s)e=U(i, se 对 上 和 8 一 致 地 存在 . (11) 
此 外 , 如 果 yED(A(0)), N] Cauchy 问题 
BDAC), eC) =y 和 zx(DEDCU(CD)，0stS1 a) 


的 解 是 oC) =U, 0y, LETRE fileo | Sig. 
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证 明 根据 (3),(6) 和 (10), 我 们 得 到 


Ua, Delale] (b=1,2, = 0SsStS1;2€X). (12) 
我 们 还 需要 关于 算 子 
W(t, 8) =A(4)U, (t, s)A(s)*! (13) 
的 下 述 估计 式 : 


(14) 


IWG, oFEIN) expN t—8)) “EL, 
N= sup |[(é—s)7'C(C#, s)|, 


OSs Elst 
它 是 整个 证 明 的 关键 . 为 了 证 明 (14)， 注 意 到 (10) 和 可 交换 性 Als) 'exp((t 一 8)4(s)) = 
exp((t 一 8)4(8))4(s) 1 我们 可 以 把 到,(t, 9) 改写 为 : 


manaon (EB) o O a (EO AEE) oE B 


A (Ha) A (AE iy" v(t 2 [ks] + *) A Cds *) 


x a (HN Di a(o. 
把 右 端 展开 , 再 注意 到 (10), 得 
W(t, 8)=(14.0(¢, 42) lo, 9) + > U, (t, wC(u,u—E Ue 8) 


ku=(hel+1 


Ikt] 


+ 5 VG, ne(e, v7) > U, we uC, s)++ l 


kv=(Cksl+! ku=(kaltl 


x+ 
wia, =(1+0(, Ev, s)+W2(t, 8) + W(t, 8) +} 


(eE) 


Wi? s)= ae (t, u)C(u, wD (u, 3), (15) 
WED, s= D Ue DOn uW (u, 8), (m=4,2,», [ht] 1). 
22= :55] 二 1 
r 1 viel. FR sate 
由 (14) 可 知 | C(ww 一 埋 )z| 夺 二 Ylzl， 于 是 , 根据 (12), 我 们 可 以 断定 
LE 
lee ajat" yna, a0) 


再 结合 六 的 定义 , 我 们 就 可 以 由 (12) 证 得 (14)， 
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我 们 还 只 带 地 证 明了 
4 yCD(A(s)) NH, Us (4, 8)yED(ACEN). (17) 


U,(, 8) y= erp((t 一 区 全) A (0) U, (5, s)y 


在 二 二 (i 二 0,1,…, 加 可 微 ,并 且 

dUy(t, s)y _ 4 (Lkt] 

WU, 4 (ENG (4, 8), yED ACO). (18) 
类 似 地 , U(t, 8)y 在 S+G =O, 1, «e, K) TTB, 并 且 

PROBIE [ks] | 

WD yt, DAFN, yoda). (19) 
这 些 导数 ,对 于 i 和 s rite, RAE t= + 和 s 一 二 等 处 之 外 , 都 是 有 界 的 和 强 连 续 的 . 为 了 证 明 


此 结论 , 我 们 把 (19) 的 右 端 改写 为 = CEH, i)w, 0, 8) AC) A(0) "any =A (0) PRIA FCS), 


(9), (12), (14) 和 05) 就 成 了 ;对 于 (19) 可 类 似 地 证 明 . 
因为 由 (9) 可 知 ;Us(t, 8)U LCs, 0)A(0) 1a 对 3 是 强 连 续 的 ， 所 以 ， 注 意 到 Ui(s, 0)4(0) 
zED(4(s)) 以 及 (18) 和 (19), 就 有 
(U,(t,0) -U,(é, 0))A(0) e= [Ua C, 8)U, (8, 0) ACO) e]: 


=f 全 《Cs 人 8)U,(s,0)A(0)'x}ds 


-| U,(t, ay} 4 (N — A (Hel) a(Hed)" a(o, 0)4(0)-izds 
-| —U,(t, ayo( Te] ] [ks sl) A (HA Ws, 0)ads. 


n’ k 
于 是 , 由 (12) 和 (14) 可 得 
JU, Ct, 0 AO) wx—U,(t,0)A(0) el 


sf | CE Hd)(I+ cE 2) Was, Oa 


wf [kel [zs] . [Cr+ ve 2) als, Owl ds 


ie 
xf 
这 就 证 明了 
s-lim Ui(t, 0)A(0) a 对 ,0 三 1 三 1), 是 一 致 存在 的 ， 从而， 利用 (2) 和 (12) 就 可 以 证 明 , 对 
每 个 BEX, 


IA 


Eks] 


IA 


一 )(a+ gr Jexp(s)- :wlas, 
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s-limU,(¢, 0)e=U(t, Oe 对 t，0 三 三 1， 是 一 致 存在 的 ， 用 类 似 的 推理 可 以 证 明 ， 对 每 
个 xEX， 
s- lim Uy (t, s)e=U (t, s)x 对 二 和 s, 0OSsSt<1, 一致 存在 (20) 
所 以 , 由 (9) 可知, UCL, sjz 关于 t 和 s 是 一 致 强 连 续 的 . 
注意 到 (15)、(16) 和 (20), 我 们 还 容易 证 明 当 k> th, Wi Ct, Os 关于 二 是 有 界 强 收敛 的 ， 
并 且 有 
s-limW,(¢, )2=W (t, 02)x=UCE, Da+W (t, Oat W(t, 0) ae, 


K, WCE, 0z=| UG, 8)C(s)U(s, 0)z ds, on 


WDC, a= T(t, 8) OCs) W™ (8, Oa ds (m=1, 2, +) 


所 以 , 如 果 yCD(A(0)), 则 极限 l 
s-lim U, (t, Oy=U(t,0)y 和 s-limA(t)U, (t, Oy=W (t, 0) 4(0}y 
Tt PARABLE, HA 本 (t, OAO)Y 关于 tt 是 一 致 强 连 续 的 ， 由 (3) 可 知 A(t) 是 
一 个 闭 线性 算 子 , 于 是 我 们 就 证 明了 , 对 每 个 EDO), 
U(t, 0) yCD(ACt)) E. 
ACLU (t, Oy =8- -timace a(S) (Noe, 0)y=W (t, 0) ACO) y, (22) 


这 里 s-lim 对 #,0<¢<1, 有 界 且 一 致 地 存在 . 


U,(t, 0)y—y= f (ee Oy)ds= f a (ots, Oy ds 
Zhe t>o, 我 们 新 得 到 
U(t, Oy—y= | A@UG, 0)y de. 


曾经 在 (22) 中 证 明 过 , 此 积分 中 的 被 积 函 数 关于 s 是 强 连 续 的 , 从 而 我 们 就 证 明了 Cauchy 问题 
ANRH w(t) =U (t, 0)y. . , 

注 定理 1 及 其 证 明 出 自 玉 .Yosida[30]. 这 里 要 指出 , Æ T. Kato[3] 中 ， 利 用 求解 一 个 
Volterra 型 的 积分 方程 ， 曾 经 得 到 过 一 个 类 似 于 我 们 的 (14) 的 不 等 式 ， 在 (10) 中 出 现 的 把 区 间 
CO, 1j] 等 长 分 割 的 恰当 性 是 在 J Kisyilski[1] 的 论文 中 提出 的 . 

GO 的 精确 解 a(t) =U (Ct, 0) y 的 近似 函数 x(t)=Ui(t,0)y 是 在 (1') 中 给 出 的 微分 方程 的 
一 种 差分 近似 ， 然 而 , 常见 的 差分 近似 是 采用 后 向 差分 格式 


T) TT) LAGEN). (23) 
太一 在 -1 


此 格式 给 出 
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rt) = (I (tt) AGs)) Es). 
所 以 ,在 (10) 的 启发 下 , 我 们 作出 近似 国 数 


rtd (EE) ACH) (Ea) 
AEPD ERE © 


OSs Stal). 
从 数值 分 析 的 观点 来 看 , 此 近似 函数 V, 8) BLEW, s) 实 用 得 多 ， 这 是 因为 在 构造 
近似 国 数 U, CE, s) 时 , 我 们 要 依赖 于 exp (t4(s)) 的 构造 . 
我 们 来 证 明 (GA T. Kato[10] 的 最 后 一 节 ) 
定理 2 ”在 同样 的 条 件 (2) 至 〈5) 之 下 ， 由 (1') 给 出 的 Cauchy 问题 对 每 一 个 初始 值 
5ED(4(0)) 都 有 解 


a(t)=s-lim V, (t, 0)y. 
kyo0 


证 明 由 (3) 可 得 
AO ESE (k=1,2, e 0s St El; 2EX). (12) 


V.G, 8) =v, (4, (A) 


我 们 可 以 看 出 ，Fe(t， s)y 在 stLG=0,1,, DALAT, IER 
dV, (t, s)y [ks] +1 [ks]\\"' , /Lks] ar 
Wil y, a(t (Ht e)a (E) 4 (19") 
由 yED(4(0)) =D(4(s))、(8) 以 及 (12), 我 们 可 以 看 出 ,此 导数 对 于 s 除去 s 一 二 之 外 ， 是 有 界 


的 和 强 连续 的 。 因 为 V(t, s)Uils,0)4(0) ~'e 对 s 是 强 连续 的 ， 所 以 在 注意 到 Us， 0440 ! 
XED(4(0)) 这 一 车 实 之 后 , 我 们 就 得 到 
U, 0) —V C, 0)) ACO) z= LV, CE, are, 0).A(0) ~'e]: 


其 次 , 从 


=| 7 L (V(t, 8)U, (8, 0)A(0) x) ds 


=f mc s(a (E1) a (Med) (P1H) a (EY Yw, (6,0).400) “te ds 
rt s(a ere re oean. 


因此 ， 我 们 有 
|U, (0) —V, (4, 0)) ACO) ~'e] 


=f |(r— (ts) a (HEY )(r+ o (81, «) rr aCe, owlas. eo 
由 (5) 和 (21) 可 知 
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s-lim 
E77?% 


另 一 方面 ,对 于 zED(4(s)), 有 
Ces] a) a (IVY 
-A ) 
Tks] [ls] A 4 ESIN 4 (TESINA -Ala 
= s)4( ) 4( be EO) Als) 
从 (3) 和 (5), 我 们 可 以 看 出 , 24 b> oo 时 , 上 式 强 趋 近 于 0. (2 中 的 被 积 函 数 对 友和 s 是 有 界 的 . 
因此 , 由 于 D(4(8)) =D(A(0)) 46 X PVE ERS, 所 以 由 (25) 可 知 
s-lim (U, (t, 0) ~Vi@, 0)) A (0) ‘z=0. 
从 而 , 藉 助 于 定理 1, 我 们 就 证 明了 定理 2. 
$ 上 述 证 明 是 由 H. Fujita 告知 的 , 他 是 受 了 T. Kato[10] 的 最 后 一 节 的 启发. 
其 它 研究 方法 K. Yosida[23] 和 [28] 提 出 了 一 种 想法 , 即 利用 
SA) I-AD) Ct), 2,(0) =yED(A(0)), O21E1l a”) 


(r; o(s s) )W4(s, O)e=W (s, 0)z 对 s, 0 三 s 三 1, 一 至 成立， (25) 


Mie Cauchy 问题 (1). J. Kysinski[1] 把 Cauchy 的 折线 法 应 用 到 方程 (1") 上 证 明了 {z(2)) 
aT CL’) AH, J. L. Lions[2] 提出 了 积分 (1) 的 另 一 方法 .他 假设 4( 引 是 一 个 具有 依赖 于 
4 的 光滑 系数 的 椭圆 微分 算 子 .他 在 具体 的 国 数 空间 中 ， 例 如 在 Sobolev 空间 WA) 或 由 它 
变形 而 来 的 空间 中 ， 把 方程 (1》 变换 为 积分 形式 . 而 寻求 其 分 布 解 ， 我 们 还 建议 读者 去 看 
O. A. Ladyzhenskaya-I. M. Visik[l] 那 篇 论文 , 它 受 到 了 类 似 于 Lions 的 想法 的 启示 ， 


§ 5，Tanabe 和 Sobolevski 的 方法 


设立 是 一 个 复 B- 空 间 , HA EX PAE AEA A POM RRR: 
dz(t)/ dt = Ax(t)+f(t), aot. ne.) 
这 时 ， 满足 初始 条 件 e(a) =zoEX 的 解 w(t EX ALAA RAG EB de/d = Ax 的 解 exp((t 一 a)A4)z 
通过 所 谓 的 Duhamel 原理 形式 地 得 到 , 即 


e. a » è è ;, o 


z(t)=exp((1—a)A)eı+ Í exp((t—8)4) -f (8)ds. (2) 
这 就 局 发 我 们 , 在 X 中 的 非 时 齐 方程 
du(t)/dt=ACt)a(t), a<t<b (3) 
可 以 按 下 述 方 法 去 求 它 的 形式 解 ， 我 们 把 方程 (3) 改 写 为 
d(t)/ dt =A(a)a(t) + (A(t) ~A(a)) a(t). (4) 
利用 公式 (2) 可 以 使 满足 (4) 和 初始 条 件 z(o) = ay 的 解 x(1) 作 为 抽象 积分 方程 
w(t) =exp((t—a)A(a))ao+ | exp((t—s)A(s)) (A(s) —A(a) )a(s)ds (5) 


的 解 给 出 利用 逐次 逼近 法 形式 地 求解 (5) 就 可 以 得 到 近似 解 : 
> 368 。 


z(t)=exp((t —a@) A(a)) rn. 


tyai(t) =exp((t a) A (a)) e+ [exp (Ct -8)A(8)) (ACs) ~ACQ)) 9 (894s. 
于 是 , (5) 的 解 s(t) 可 以 形式 地 表示 为 Oo 
o(t)=exp((t—a)A(a))ao+ | exp((t—#)A(s) ) RG, a) aed, (6) 
其 中 
R(t, s)= Sa Ct, 8), 
R, Ct, 8) = (A(t)—A(s) exp ((E—8) A(8)), 8<#, =0, 82t, (7) 
Rault, 8) = | Bit, Rn do — (m=2,3, =). 


H. Tanabe[2] 利 用 第 九 章 § 10 中 给 出 的 解析 半 群 理论 证 明了 上 述 的 形式 积分 法 是 合理 的 ， 
我 们 遵循 Tanabe 的 研究 方法 , 并 假设 有 下 述 条 件 : 

对 于 每 个 tEla, b], 4(t) 是 一 个 闭 线性 算 子 ， 共 定义 域 在 了 中 稠密 而 其 值 域 
为 已 ,并且 A(1) 的 预 解 式 集合 o AG) 包含 复 人 -平面 上 的 一 个 固定 的 角 域 
,此 角 域 是 由 原点 0 ESR A; 一 9<arg 4<9 而 9>x/2} 所 组 成 的 . M (8) 
EAMA) | RT i ERER, MEE- RRSO 之 上 关于 4 是 一 
致 强 连续 的 . 
ih 对 于 ACO M tcla, b], ARAL >MRA| (47 一 
A(t) U]SNCA|—-M) "7, FFA, MRA ARB WM N=1, 
(aca DAGS t 无 关 ， 从 而 由 第 二 章 §6 中 的 闭 图 象 定理 可 知 ， 


(9) 


算 子 4A(1)4(s)"!' 是 属于 (XX,X) 的 ， 还 假设 存在 一 个 正 的 常数 扩 使 得 , 对 (10) 
F s, t 和 7E[La,b], 有 | 上 ACt)A(s) 1! 一 4(r)ACs) USK t-r]. 

在 这 些 条 件 下 , 我 们 就 可 以 证 明 

定理 ”对 任何 LEX 和 满足 a 三 8 三 5 的 s, 方程 


da(t)/di=A(t)a(t), wv(s) =a, s<tssb (3 ) 
有 一 个 唯一 确定 的 解 <(t)EXK， 此 解 可 表 为 
w(t)=U(t, s)a(s)=UCt, 8), 其 中 ay) 
U(t, s) =exp((t—s)A(s)) +W (t, 8), 
lr to) [ ep((t—e)ACo) RC ado TRG DEROAN G» 
为 了 证 明 上 述 定理 ,需要 三 个 引 再. 
引 理 1 RU, OME 
|RC, s)| SKC-exp(KC(t—s)), (13) 


其 中 C 是 某 个 常数 , 并 且 R(t, s)EaSs<iab 中 是 强 过 续 的 . 
证 明 由 (8) 和 (9) 可 知 ， 每 一 个 4(s) 都 可 以 生成 一 个 解析 的 半 群 ， 它 可 以 表示 为 ( 见 第 儿 
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$% § 10) 

exp(tA(s)) = (2xi)7} |, er (A —A(s)) “dA, 

其 中 0' 是 @ 中 的 一 条 光滑 围 道 , 它 从 coe t 走 到 coe. (14) 
于 是 , 由 4(s) (4T 一 4(s)) =A —A(s)) I WR, HF (ba) >t >0, Hi 

Jexp(tA(s)) | £C 和 JA(sexp(tA(s)) IEC, 

其 中 ， 正 的 常数 C 同 t>o Ela, 的 无 关 ， (15) 
由 (7) 可 知 

Ri(t,s)=(A(t)—A(s))A(s) A(s)exp((t—s)A(s)), t>s, 


从 而 , 由 (10) 和 (15) 可 知 
|R, (t, s) |<KC. (16) 


由 (8) 和 (14) 还 容易 看 出 , y(t, 8) 在 a 三 s 二 1 三 5 中 是 强 连 续 的 ， 其 次 , 用 归纳 法 可 以 得 到 
tase, EP IRC, 0) 11a (o, 8) ldo 
< EO" o-s)" m- "dos (KO)"(#—8)""(|m—1), 
从 而 可 得 出 (13)， 用 同样 的 方法 可 知 , RCL, 8) TE Ss <td 中 是 强 连 续 的 . 
引 理 2 对 于 s<+<t, 我们 有 
IRG, 8) —R(r, 8) 1SC,($=2+ U—1) 0t), a7) 


i-r 
其 中 , C 是 一 个 同 sr At 无关 的 正 的 常数 ， 
证 明 由 (7) 可 知 
R, (t, s)—BRi(r, s) = (A(t)—A(r))exp((t— 8)A(s)) 
二 (A(r)—A(s))[exp((t—s)A(s)) —exp((r—s) A(s)) ]. 
由 (0) 和 (15) 可知, A AERA KF KOG -r Gs). Bee 
= (A(r) -aef -T exp(oA(s)) = (A) ROTON A(s)*exp(cA(s))do, 

并 且 由 (15) 可 知 

| 40)?expca cs))ao fi (A(s.exp (270 A(s))) lao 


<| (20/0) *do seji 
r-8 O 


t- 


” 40? (t-r) (t—8) ~! (r—8) ~. 
所 以 
1R, s)—R(r, D (EKC +40), (18) 


另 一 方面 , 由 (7) 可 知 


SI Ra (t, 8) — SR a (T, =| R,(t, c)R(o, 8)do 
m=2 m=? t 
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-| RG, aR (o, s)do=| R,(t,a)R(o,s)do 


+Ê (2,0) =R C, 0) RC, s)do. 
右 端 第 一 项 的 范 数 不 大 于 
| 12.@, ORG, s) |doSK*Ctexp(KC—a)) (t—7), 
由 (13) 和 (18) 可 知 , 右 端 第 二 项 的 范 数 不 大 于 
| 18., 0) -Ri 0) IRC, olac 


t—s 
t-r 


去 RazC2(] +40)exp(KC(b—a)) | (tT) (t—0) “do =K, (tr) log 


所 以 我 们 就 得 到 了 (17). 
引 理 3 对 于 s<t, 我们 有 
|ACt){exp((t—s)AC(t)) —exp((t—s)A(s))} | SC, 
其 中 C, 是 一 个 同 s 和 二 无 关 的 正 的 常数 ， (19) 
证 明 由 (14) 可 得 
ACt){exp((t—s)A(t)) —exp((t—8)A(s))} 
= Ori) | e PAAA HAG) —AC)) ALAC). 


男 一 方面 , 我 们 有 AA) AI-AC)) =A —AG)) 0, Tih 9) aT a 


IAQ) I-A) 1s GL tT 对 4E@ 和 #E[a DIRI (20) 


一 
于 是 , 由 (10) 和 
[CACt)—ACs)) AAG "| SI (ACE) ACs) ) ACs) AC) AT— AC) 
就 可 以 得 到 (19) . 
定理 的 证 明 ”我 们 把 (12) 中 给 出 的 琴 ce, s) 改 写 为 : 


Wt, 8)=[ exp((G 一 D4(DRG s)dr 
二 | (exp((t—1) A(@)) exp =r) ACE) RG, s)ar 


+f exp( tt) A(t)) (R(x, 8) — R(t, 8))dr. 


利用 Riemann 和 来 逼近 上 述 积分 ， 再 利用 算 子 4(?) 的 闭 性 ， 于 是 我 们 看 出 ， 可 以 把 AGE 
用 到 上 面 等 式 的 右 端的 每 一 项 ， 这 是 因为 ， 根 据 (9)， 我 们 就 可 以 把 4(t+) 作 用 到 端的 第 二 
项 ; 而 根据 (15) 和 (17) 就 可 以 把 4(t) 作 用 到 有 端 第 三 项 ; 利用 A(t exp((t —1) A(t)) = 
—dexp((¢—1)ACt)) /dr 还 可 以 得 到 

aof exp((i—r) ACE) R(t, s)dr= {exp((t—s) A(t) -D RG, 8). 
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于 是 我 们 得 到 
A(t)U Ct, 8) = A(t )exp((¢—s)A(s)) + {exp((¢—s) A(t)) —D RG, 8) 


二 | AGNE Ca -rA l) —exp((t 1) ACE) FRG, s)dt 


+f ACt)exp((t—7) ACEN (R(x, 8) —RG, 8)) de. 


以 上 证 明 表 明 , ACCU (Ct, 8) 在 4 筷 s 之 1 三 b 内 是 强 连 续 的 , HAA 
|ACt)W Ct, DSC 和 JACHUCE, s)| S0 0—8), 
其 中 Cs 是 一 个 同 s Ft 无 关 的 正 的 常数 ， 
其 次 ,对 于 s< (EA) <t, 我 们 定义 
U, (t, 8) =exp((t—s)A(s)) + | exp((Gt 一 D4(D)R(r s)ar. 
由 于 解析 半 群 exp(t4(s)) 对 1>>0 是 可 微 的 ,所 以 有 
20G, s) =A(s)exp((t—s)A(s)) +exp(kA(t—h)}R(t —h, 8) 


+| AGexp((t~n) AW) RG, s)dr. 
于 是 , 由 (7) 可 知 


2U, 8) —A(t)U,(t, 8) =exp (kA (t —h))R(t—h, 8) —R, (t, 8) 


一 人 Rd 2) R(x, s)dr. 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


Fa (8), (13) #14) wT AN, 24h) 0 Bt, exp(hACé—h) ) R(t —A, 8) RAUF RG, 8). BERME 


/3 
s-lim( 50,0, s) ACU, (Ct, s)) X 
= (R(t, 8)—R,(, 9 一 | R(t, o)R(a, s)do)zo, zoEX. 


FCT) A AERA ERA OL HAARE RA (21) A Bt ET A 
s-lim ACE )U, Ct, 8) ap = ACTU (t, 8) Xo, 


所 以 由 (25) 可 得 


s-lim SUCE, s) =ACt)U(t, s)z If t> 和 mnEX 成 立 
A40 


(25) 


(26) 


因为 (26) 的 右 端 对 ts 是 强 连 续 的 ， 所 以 ， 对 (26) 式 进行 积分 并 注意 到 s-lim U, (t, 3)zo 一 


U(t, s)zo 我 们 就 可 以 看 出 


到 (bm=4(DI(b az I> 和 EX 成 立 ， 


EA, at) =U Cb, 8) to 就 是 所 要 求 的 (3 ) 的 解 ， 此 解 的 唯一 性 可 以 象 上 一 节 那 样 予 以 证 明 ， 
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(27) 


评注 及 参考 文献 


上 述 定理 和 证 明 出 息 H. Tanabel2], 为 了 了 解 他 的 想法 , RIIE Tanabe 所 假设 的 那些 条 

件 稍 加 改进 , 例如 , 条 件 (9) 可 以 换 为 一 个 更 弱 的 条 件 : 

JA(t )A(s)-'—A(r) A(s) USK, t-r], m 0<p<, 
至 于 详细 情形 , 见 论 文 H. Tanabe[2], 它 是 H. Tanabe[3] 和 [4] 的 一 种 改进 形式 . 这 里 指出 , 俄 
国学 派 独立 地 提出 了 一 种 类 似 的 方法 ， 例 如 ， 见 P. E. Sobolevski[1] 以 及 该 论文 所 列 的 参考 文 
献 ， 还 可 参看 E. T. Poulsen[1]. 

Komatsu 的 工作 H. Komatsu[1] 对 于 上 述 Tanabe 的 结果 作 了 一 个 重要 的 注释 ， 把 实 
KHa, 85] 看 作风 入 在 复 平面 上 的 .. 令 人 是 [a,51 的 一 个 凸 的 复 邻 域 ， 假 定 对 于 ted ENT 
4(t) 且 它 满足 (8) 和 (9), 不 过 , 在 (8) 和 (9) 中 说 到 的 “tE[a, 5 了 应 换 为 <tE4”"， 此 外 还 假设 存在 
某 个 有 界线 性 算 子 Ay, 它 把 下 一 一 对 应 地 映射 到 4(t) 的 定义 域 D 上 , DS tEd ER, HAM Ao 
使 得 B(t)=A4(t)4o 关 于 t€EA 是 强 全 纯 的 ， 在 这 些 条 件 之 下 , Komatsu 证 明了 , 如 采 

jarg(¢—s) | 二 06 对 某 个 满足 0 过 9 过 x/2 的 如 成 立 ， 
则 前 面 所 构造 的 算 子 吕 (#,s) 对 Ed 就 是 强 全 纯 的 ， 此 结果 可 以 应 用 到 第 十 四 合 § 1 中 的 非 时 
齐 扩散 方程 的 解 的 “前 向 和 后 向 唯一 延 拓 性 "上 面 . 关于 这 一 点 , 我 们 建议 去 看 H. Komatsu[2]、 
[3]fn T. Kotaké-M. Narasimhan[1], 

Kato 的 工作 ”为 了 去 掉 关于 定义 域 D(A4(t)) 与 1 无 关 这 一 假设 , T. Katole HEM T ALA 
上 述 定理 中 的 条 件 (10) 换 为 下 述 条 件 : 

对 于 某 个 正 整数 为 ERDA) t ER. GE, (AC) R 
Venna S11 中 所 定义 的 分 式 宕 )， 并 且 存 在 常数 五 :>0 和 ?而 1 一 人 :< (107) 
?三 1, 使 得 对 于 s, tiEfa,5], A] (ACCA) ISK, t sj”. 

Tanabe 以 及 Kato-Tanabe 最 近 的 工作 ”出 于 与 Kato 一 样 的 想法 , H. Tanabe[1] 提 出 了 

一 种 方法 , 那里 , 他 把 条 件 (10) 换 为 
A(t)! ££ aStsb 内 是 一 次 强 可 微 的 ,并且 , 对 于 正 的 常数 下 ， Ha, 有 
A MOT casa 


此 外 还 存在 正 的 常数 和 pp 而 0<p 友 1 使 得 (10") 


Zara) [sway p<. 
至 于 详细 情形 , 见 Kato-Tanabe[8]， 其 主要 之 点 是 , 一 次 近似 函数 不 采用 exp((t—a)A(a))ay 
而 采用 exp((t 一 0)A(t))z. 


Nelson 在 Feynman 积分 方面 的 工作 ”关于 Schrödinger 方程 的 半 群 积分 法 给 出 了 对 于 
Feynman 积分 的 一 种 解释 ， 见 E. Nelson[2], 


Agmon-Nirenberg 的 工作 Agmon- Nirenberg[1] 讨论 了 方程 4 M Ay = 0 Æ B- 
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空间 中 的 解 在 i 个 oo 时 的 状态 . 


§ 6。 非 线性 发 展 方程 1 (Komura-Kato 方法 ) | 
WX BPs Hk Hi) Banach 空间 ， 它 具 有 一 个 半数 量 积 [w， yj 使 得 ( 见 第 九 童 $ 8) 
(a0, + ero, y] =r, 所 十 oo[zs yl, | Lz, yli Sel iy] 以 及 Cr, s= fef’. (1) 
考虑 一 个 由 入 承 内 且 满 吓 下 列 条 件 的 非 线性 映射 所 成 的 族 { 了 Ts; 60}: 
ai mm= 恒 等 映射 工 半 群 性 )， 
[7 .2—T y|<le—y| (收缩 性 )， 
HE T, 对 上 是 强 连续 的 ， 同 线性 映射 情形 一 样 , 我 们 把 人 2 之 0 的 无 穷 小 生成 元 4 定义 为 


A'z=s-limh (Tr—2). 
这 时 ,4 必定 是 下 述 意义 下 的 耗 散 算 子 : 
Re[ Ax— Ay, s~-y]<0. (2) 
其 证 明 是 容易 的 , 这 是 因为 我 们 有 
Re[h'(T,a—2) —h TY g), £ —y]=k 'RelT æ —T,y, 2—y] 
—k Ery, zs—y Sh Pæ Tyi le ylh hae yle 
Sh jeæe—yl— k ]e— yj. 
Y. Komura[1] 给 出 的 一 个 著名 的 例子 是 : $ X= R [Lo y]=r y lel= lr AR 
Tf 时 ， A = 时 ， 
0, 当 xX 三 0 hf, 0， 4eS0 ft 
利用 (2), 我 们 可 以 证 明 , 对 一 切 4>0, 由 D(4) 入 XX 内 的 映射 (I 一 44) 有 道 映 射 J ,= (一 44) 5 
这 是 因为 
@,—AAxv,=2=2,—AAZ, 
意味 着 
O=[ (£, —AAz,) — (£ — AAT), 2 一 Is] 一 [zi 一 zz £ —a,]—ALAr,—Axe, 1 一 Wej, 从 而 
0= |x, —2,]?—ARel Ax, — At», ıt] Jæ, — 2:1, 亦 即 zi =a. 
所 以 , 线性 收缩 半 群 的 理论 (第 九 章 § 8) 启示 我 们 , 对 于 非 线性 发 展 方程 
U) Au(t), #220, H. u(0) =a,€D(A), 
在 D(J,) =RU—-AA) =X WIRE F, 可 以 用 方程 
WO) A(t), 620, Hu? (0) =e i A =i O) 
RELE, 并 且 希 望 有 u(t)=s-lim w(t), 
在 上 述 的 Komura 的 例子 中 , DV.) = (一 co, OUG,-©), BA X=R' 并 不 一 致 ， 为 了 


BADI) =X=B', 必须 把 4 扩张 为 一 个 多 值 映射 4, 即 
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—1, X 2>0 时 ， 
和 -|-co3 4 2 =0 k, 
0, 4 ww 之 0 时 ， 
它 在 下 述 意 义 下 仍 是 耗 散 算 子 : 
Redy,—Yoy 2) — 120 对 任何 一 组 to 9s), pEr G=, DRE. (2) 
这 样 一 来 我 们 就 可 以 为 了 进一步 的 讨论 而 作 如 下 的 安排 ， 令 是 一 个 Banach 空间 ， 它 的 
对 偶 空间 记 为 xX’, XxX HERBA, PPK, eH, Ay EX ME XxX WTR 
A, 使 用 下 列 记号 是 方便 的 : 
1) D(A) = {a5 (a, EA HEA y 成立 }， 
2) R(A) =(y3 (x, EA BESET e or}, 
3). A= {{y, £); {%, y}CA}, 
4) AA={{a, Ay}; (x, 办 E4 而 4 为 实数 } 
5) A+B=({x, y+2); (x, y}CA M (a, 2}CB}, 
6) Au={y3 {x, y}CA 对 某 个 固定 的 zxED(4) 成 立 }， 
7) |Av|=inf (iyl; yEAz), 
8) J,= (I-AA) = {{a—Ay, x}; (x, EAD BA ARR 
T={{a, 2}; rEX), 
9) A,={{a—Ay, y} (2, y}CA}s 
显然 有 


a 


ee 


AA, =J,—I. (3) 
如 果 对 每 一 个 zxED(4), Aw 都 由 单独 一 个 元 素 组 成 ， 则 4 是 一 个 唯一 确定 的 函数 (= 单 值 映 
射 ) 的 图 象 , 该 函数 定义 在 DCA) 上 而 取 值 于 和 内 ; 在 这 种 情形 下 , 我 们 就 认为 集合 4 同上 述 函 数 
是 相同 的 . 
为 了 说 明 已 x 互 内 的 耗 散 集 的 概念 , 我 们 给 出 
定义 1 所 谓 由 X 入 X' 内 的 对 侦 映射 , 指 的 是 由 入 X 内 的 多 值 映射 ,其 定义 为 
F(x)={fEX' ;Cr, P= [a]? = IFP) (4) 
th Hahn-Banach THAM, F(a) ARS, wm EXA Hilbert 空间 ， 则 由 F. Riesz 表示 定 
理 可 知 , 了 (z) 由 单独 一 个 x 所 组 成 , FREY, F(a) >= O, a), AE y 同 > 的 数量 积 , 
定义 2 XXX AMIE A AMER, MEF ABERA Eo Mo h, BE 
在 一 个 FCF (zi 一 x) 使 得 Rey 一 yo, PE, 
$ 4 是 一 个 耗 散 集 , 当 且 仅 当 一 4 在 G. Minty[1] 的 意义 下 是 一 个 单调 集合 . 
我 们 还 给 出 
定义 3 KRDEXMH—-TTR, MTEHDAXA- TBR, TMR- TAA HK 
常数 k>0 的 利 普 希 获 映射 (函数 )， 如 果 对 于 一 切 %,，22ED RA Tr, — Tr] Skjer]. 如 果 
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我 们 可 以 取 上 =1, 则 多 就 叫做 收缩 映射 (函数 )， 我 们 有 

引 理 1 (T. Kato[11]) 设 x,yEX， 则 当 且 仅 当 存 在 SEFE Reky, 了 > 三 0 时 ， Iz—Ay|l 
= lal HH 4 二 0 成 立 . . 

证 明 当 z=0 时 , 此 结论 是 显然 的 , 下面 , RIIE HO. 如 果 对 某 个 fEF(z) 有 Rely, P 
<0, Mile] =r, f= Relz, 1) 三 Rekz 一 Ay, Ple f BFS IS, 所 以 我 们 就 得 到 
Izlslz—4gl. 

有 反之， 假定 对 一 切 4 二 0 都 有 |zx[ 三 |z 一 笋 I。 对 于 每 一 个 4 二 >0， 设 有 EF lA) BE 二 
Ffl, 从 而 1941=1. 这 时 , 由 19;1=1 可 知 , [x1 三 Jz 一 A491 =@e—Ay, 9,9 = Releg AREY, gu? 
三 |z1 一 4Rely, g>. 于 是 有 

lim inf Re<z, g,>= |a] 和 —ARely, g Z0. 


因为 对 偶 空 间 2X” 的 亲 间 位 球 是 弱 * 的 ( 见 第 五 章 § 1 附录 中 的 定理 1)， 所 以 序列 {gyrn} 有 一 个 
BRA JEX 且 1g9l 硅 1， 因此 我 们 看 出 , g 必定 满足 Redz, g) 宇 上 z| 和 Reky, g>S0, MLR, 
ZA lgl =1 Fite, g= jel. A S= lelg WE FEEN Rely, P. 

系 4 是 一 个 耗 散 集 , SAMY 
| Ca, —Ay,) -- Cag — Ay.) | = Je, — rl. Soe ADO m 


{@i,y¥t6A (i=1,2). (5) 
我 们 有 以 下 的 
命题 1 如果 4 是 一 个 耗 散 集 且 ADO, 则 J; MA, 都 是 单 值 喘 射 , 并 且 
(zit Sle, —aal 对 zt, zw2ED(J i) 成 立 ， (6) 


[Ami Aml S er] 对 mh EDA) =D, (7) 


此 外 还 有 , A, 是 耗 散 的 , 并 且 
4Jiz 一 4(Jiz)342 对 xED(J)) 成 立 ， (8) 
14iz1 至 1l4zl 对 一 切 xED(4) DVI) RX. (9) 
证 明 HHS) om, J, MA, 都 是 单 值 的 ， 由 (5) 还 可 得 出 (6)， 因 此 ， 利 用 (3) 和 (6) 可 证 得 
(7), 其 次 令 FEF (zi 一 za)。 则 由 (3).(4) 和 (6) 可 得 
Re¢A,a,—A,X2, fo =A Rel (J s — w) — (atag), fY 
=A Red t — d iro, f) —A Ka — zs, PEW rd flae —22,f> 
Sira]? A Yr, — ay |2= 0. | 
这 就 证 明了 A, 是 耗 散 的 ，(8) 显 然 成 立 ，(9) 的 证 明 如 下 ， 由 (3) 和 (6) 可 知 , 对 任 一 yE4z, 有 
Allal = [Jia] = æI aiy) |S ]a— (w—Ay) ] =Al yl. 
51 2 (Y. Komura[1]) 4 AR—-PRBBS XxX, MMF ADO, & DV) =X, 
则 对 于 满足 OSS | (uA) / | <1 的 每 一 个 e> 都 有 D(J,) =X, 


证 明 任 取 一 点 xEX, 并 考虑 一 个 如 下 的 单 值 映射 7; 
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X32072= TS 十 szia), 
A u 


因为 由 (6) 可 知 J 是 一 个 收缩 映射 , 于 是 得 到 
\72—Tw| s|(4e+ E4 E=) 一 (人 2 A ofp) = Ae | 一 四， 


即 是 说 ,人 是 一 个 利 普 希 藻 映射 , HA E yo 
a= | (u—å)/u| <1. 
因此 , 对 于 n>m 和 对 于 任 一 点 zEX, 我 们 有 
(Pz 一 人 ma | <a" |T"- "2—2|Sa"({T2--2|4+ Tes TH) 
<a” (1 fa tar-e-) Tz —2 <a" (i-—a) zz. 
于 是 , Hata X fy 56 TE AY A, s- -lim Pz = =y EEUE PE XA, WAT HATA Re 


连续 的 ， 于 以 出 y= s-lim T” 2 二 Slim TT") Wh Tey=y, 于 是 

y= J, {= at 二 二 4 外 = J (aA Tra). 即 是 说 ， 全 一 二 7)e4y 
Mitt y— p2=a H zeAy, ZIEMT Ja=y. KA r 是 任意 的 , 所 以 必定 有 D(J,) =X, 
O R 重复 上 面 的 推理 , 我 们 就 可 以 证 明 , 对 所 有 的 wo 都 有 DU) =X, 

现在 我 们 就 能 够 给 出 

定义 4 KB ACK X MW 做 超 耗 散 集 ， aR. DCT.) =X HEA ADO 成 立 就 必定 对 所 有 
的 ADO 都 成 立 . 

命题 2 一 个 超 耗 散 集 AGX x X 必定 是 一 个 在 下 述 意义 下 了 可 大 有 和 即 不 存在 以 4 
AKA TRY Ra BOX xX, 

证 明 假定 有 一 个 耗 散 集 BESXxX 是 以 4 为 其 真子 集 的 ， 令 yEBx， 这 时 ， 因为 4 是 一 个 
WERE, 所 以 存在 一 个 点 wi, y EA 使 得 2 一 y= 二 ?1 一 y;y， 因 为 4 千 B， 所 以 必 有 {zi, y EB, JMA 
而 把 (5) 应 用 干 耗 散 集 B, 我 们 就 得 到 =r, Myy, 

至 此 ， 我 们 就 准备 好 了 为 说 明天 5mnura 的 方法 所 需要 的 工具 ， 而 该 方法 是 关于 非 线性 发 展 
方程 在 Hilbert 空间 中 的 积分 法 。 设 五 是 一 个 实 的 或 复 的 Hilbert 空间 , 其 数量 积 为 (x, z), 又 设 
AGH x 是 一 个 超 耗 散 集 .， 我 们 将 讨 论 下 述 初 值 问题 的 强 解 : 

和 eCDE 4w(t) 对 区 间 [0，co) 上 的 刀 乎 每 一 个 t 成 立 ， 
u(0) =z0ED(A), 
这 里 , 定义 在 60, c) Em PUE FH ARS &() 册 做 (10) 的 一 个 强 解 ， 如 果 w( 引 关于 二 是 强 绝 对 连 
续 的 ， 在 [0，co) 上 是 儿 乎 处 处 强 可 微 的 ， 并 且 强 微 商 du( 引 /dt 在 ti 的 任何 一 个 紧 区 间 上 是 
Bochner 可 积 的 , 同时 .还 满足 (10)， 我 们 将 用 下 述 问题 来 逼近 (10), 即 
WO) Au(t)=0, 对 [0, co) 上 的 一 切 二 成 立 (0i>0)， 


u?(0) 二 zw 二 zo 一 Ayo, 其 中 加 是 Axo 内 的 一 个 固定 的 点 ， 


(10) 


(10°) 
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因为 4 2>>0, 是 一 个 利 普 希 欧 映 射 , 所 以 我 们 知道 方程 (10') 有 一 个 唯一 确定 的 解 w(t)， 它 可 
以 由 E. Picard 的 逐次 允 近 法 得 到 , 即 由 


uir (t)= n+) Aun” (s)ds (n=0, 1, +3 us? (t) =2,) (10"} 
得 到 ， 
引 理 3 (Y. Komura[1]) 对 于 (107) 的 解 u(t), 我 们 有 下 列 估计 式 : 
d (ay =< d. a) x 
lav” w| 三 |tu (s)| 对 于 OSs<ce 成立， (il) 
以 及 
Juht) uO (CA u)? tA A+ p)) Tyo}. (12) 


证 明 Au (tth) = 01), AO, 于 是 ,利用 4 的 耗 散 性 质 , 我们 就 得 到 
So) uF =2Re( 5 0 (t)— out (E), vw (t)— u(t) 


= 2Re (Aw ” (eA (4), o (4)—u% (t)) S0. 
因此 , fu? (+A ut Ct) DM 6 ER, 从 而 我 们 就 得 到 (11). 所 以 我 们 有 


Fu D| = jA u P (DEA u” (0) = JA to— Ago) = lyol. (13) 


作 类 似 于 上 述 的 讨论 , 根据 44, 二 J 一 了 我们 就 得 到 
Ju? (t)—w ?CF of (0) —u (0) [P= ju CE) — mCP yl 


=f Flu? Go) ul as 


=2| Re (A,u (8) —A,u (8), u?(s) —u (8) )ds 
=2| Re(Awu'(s) —A,u(8), Ju (8) — Ju (8) ) ds 


2 | ‘Re (A,u(s) —A,u(8), AA, (8) — pA, (8)) ds. 


最 后 一 个 等 式 的 右 端 第 一 项 是 非 负 的 ， 这 是 因为 4 是 吾 X 召 中 的 一 个 耗 散 集 ， 且 由 (8) 可 知 
Aju” (s) CAT us), 由 (13) 可 知 , 最 右 端 的 第 二 项 小 于 404 二 1 从 而 有 
put) wR Cp — A)? gol? S4t A+ u) | yo? 
这 束 证 明了 (12). 
系 
s-lim wt) 二 w(t) 在 的 每 一 个 紧 集 上 一 致 存在 , (14) 
s-lim Fu PCt)= uC E t 的 每 一 个 紧 集 上 一 致 成 立 . (15) 
证 明 由 (12), (14) 是 中 然 成 并 的 由 QD 就 可 得 (15), 这 是 因为 , 由 (13) 可 得 
(TUPE) ut) = ALA wt SAL gol 


引 理 4(Y. Ksmura[1]) HEAR £20 ih u(t CDA). 
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证 明 由 (8) 可 知 , 对 国定 的 4>0 
{Fu (t), Au CLEA 对 每 一 个 4>0 BRL, (16) 
因此 , 记 ACO) =w (2), MODTA WOOS yl. Fae, 由 Hilbert 空间 瓦 的 局 部 能 紧 
性 可 知 , 对 固定 的 10, 存在 一 个 满足 Aa 4 0 PIER I Aat, 使 得 
w-lim w??)(t)=w(HEH HA lD iSl]. (17) 
因为 4 是 一 个 耗 散 集 ， 所 以 对 每 个 点 {z， DEA 都 有 不 等 式 Re(y—wlr (4), 2— Fu CA )) 0, 于 
E, 今 n 人 和 oo, 我们 就 可 以 由 (15) 得 到 Re (y—w( 4), e—-u(t)) SO. RUE T 
(u(t), wt)EA, (18) 
这 是 因为 , 已 经 在 命题 2 中 证 明 过 4 是 一 个 极 大 耗 散 集 =H xH. 
引 理 5 (Y. Komura[1]) w(t) 对 t 是 强 绝对 连续 的 ， 并 且 它 在 几乎 每 个 t 宇 0 处 都 是 强 
可 微 的 . 
证 明 由 (13) 可 知 , 对 于 0 至 所 < 和 <… 且 Git) <o, H 


fe“? (¢ 541) —y (t;) sf ae (s) ds<(t igi) lyol. 


所 以 , 令 A40, 我 们 就 得 到 
Dees) alt) ISD) Girt) yol (19) 


i 


这 就 证 明了 w(t) 对 t 的 强 绝对 连续 性 . 

Fifi, 0 过 to 之 oo 这 时 ,由 (19) 可 知 ， 集合 ti; Otte) HEH HEEN, 于 是 它 是 可 分 的 ， 
所 以 , 不 类 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 刀 是 可 分 的 ， 于 是 就 令 {zo} 是 瓦 的 一 个 强 稠密 的 可 数 序列 .由 
(19) 可知， 每 个 数值 函数 at) = (w(t), wm) 都 是 绝对 连续 的 ,从 而 存在 一 个 测度 为 零 的 集合 N, 
使 得 wx(t) 在 [0, to] -~N, 上 是 可 微 的 ， 由 (19) 可 知 , u(t) 在 [0, to] 一 U N, 上 是 弱 可 微 的 ,并且 


K=1 
弱 导 数 w(t) 满 足 jw(t)| 三 |yol， 因 为 假设 了 吾 是 可 分 的 , 所 以 由 Pettis 定理 (第 五 章 § 4) 可 知 ， 
yy HY WER Be u (ORTA, MA A R ER Ee OSE hyl ra, w(t) 是 Bochner 可 积 的 ， 
所 以 , 由 Bochner 定理 (第 五 章 § 5) 可 知 
u(t) —u(0) =| w (s) ds (20) 
对 于 几乎 每 一 个 1E[0, to] 都 是 强 可 微 的 , 且 以 w(t) 作 为 其 强 导数 ， 

现在 我 们 就 能 够 来 证 明 Y. Komura 的 

定理 x(t 妇 就 是 初 值 问 题 (10) 的 - 个 强 解 . 

证 明 Hr AEE o, RITE XE H ARERIA MA =t) 组 成 的 空间 
TACTO, to], H), 3X1, | la(s) [*ds<co, miti WIFE = f” le(s) |*ds, 容易 证 明 ZEO, to], H), 
在 赋予 数量 积 
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(i, 9) = f (e(s), y(s)) ds (an 


之 后 , 是 一 个 Hilbert 空间 , 而 (21) 中 的 (z(s),y(s)) 是 x(s) 同 y(5) 在 五 中 的 数量 积 ， 
因此 , 我 们 可 以 把 苹 =w(t) 看 作 LO, to], HD) 的 一 个 元 素 , 这 是 因为 u(t) 是 一 个 取 值 于 五 内 


的 强 连 续 函 数 . 此 外 , 此 超 耗 散 集 4 可 以 按 下 述 方式 自然 邮 扩 张 成 一 个 超 耗 散 集 ACL? (0, to], 
H) x LECCO, to], 12), BURE SL 
A¥ = {7CL? (LO, to], H)3 y(t)EAz(t) 对 几乎 每 一 个 EELO, to] ABRIL}. (22) 


HL C16) 和 (13) 可 知 
(TH, AUDyE 和 对 每 一 个 ADO 都 成 立 , (16) 
再 由 (13) 可 知 , (Aa; ADO} fe Hilbert 空间 L2 (LO, tl, 如) 的 一 个 范 数 有 界 的 子 集 . 于 是 ， 存在 
一 个 满足 A, 4 0 AERO), 使 得 
w-lim Am =weL?((0, to], H). (17°) 


JE Sh, 由 (15) 可 知 
s- lim J, A =4EL’ (LO, to], H)- (15') 


由 于 4 是 一 个 超 耗 散 集 , 所 以 也 是 一 个 超 耗 散 集 ， 因 此 , 由 命题 2 可 知 , A A PLA Re, 
所 以 , 象 在 引 理 4 的 证 明 中 一 样 , 我 们 有 
w(t)EAw(t) 对 几乎 每 个 4E[0, to] AMI, (18") 
一 方面 , 我 们 有 | 
u(t) — u (0) = [a Sue (s)ds (对 OStSty MID), 
ARREZ 8 5 中 的 系 2 可 知 , 对 每 一 个 xEH 都 有 
(WC), a) — aq, 2) =] (0 (9), gjd OH OSSh 成立). 
0 . 
FE, 由 (14) 和 (17') 可 得 
(u(t), 2) — (arp, 2) =| (w(s), yds =([' w(s) ds, s) (23) 


IH EH FU t> 0 都 是 任意 的 , 所 以 由 (23)、(187 和 (20) 可知 D —w'( 4) wt EAU) APL 


PHA i 三 0 RR. 

注 T. Kato[11] 把 上 述 定理 推广 到 是 一 个 Banach 空间 而 其 对 偶 空 间 是 一 致 同 空 间 的 
情形 ,关于 非 线 性 收缩 半 群 的 Hille-Yosida 定理 ，Y. Kamura[2] 在 Hilbert 空间 中 提出 并 证 明 
了 了 一 种 几乎 完满 的 说 法 . 参看 M. G. Crandall-A. Pazy[1], T. Kato[12] 和 在 Y. Kamura[2] 
的 8 5 中 所 引用 的 工 R. Dorroh[1]， 在 Kmura 的 这 篇 论文 中 最 重要 的 地 方 是 证 明 无 穷 小 生 
成 元 的 定义 域 是 轴 密 的 ， 而 这 个 证 明 在 稍 后 一 些 时 候 又 被 T. Kato [12] 大 大 简化 了 ,最 近 ， 
H. Brezis 发 表 了 一 篇 关于 在 Hilbert 空间 中 的 非 线 性 半 群 的 综合 性 论文 ,这 本 书 (H. Brezis 
[3) 哈 在 一 个 涉及 面 很 广 的 文献 目录 , 它 并 不 局 限于 Hilbert 空间 . 

。380。 


$ 7， 非 线性 发 展 方程 2( 立 足 于 Crandall-Liggett 的 收敛 定理 的 方法 ) 
设 和 是 一 个 实 的 或 复 的 Banach 空间 ,而 4 是 (00) 类 的 线性 算 子 CLO, X) 的 一 个 等 度 连续 
ERETT t 三 0) 的 无 穷 小 生成 元 ， 这 时 , 在 第 九 章 $ 12 中 的 引 理 就 证 明了 了 了, 的 Hille BIER: 
ant REX 者 有 Tmo=s-lim (I—n th) Treo, 
| 并 且 此 收敛 在 上 的 每 一 个 紧 区 间 上 都 是 一 臻 的， 
本 节 标 题 中 的 收敛 定理 就 是 受到 (1) 的 启发 而 得 到 的 . 它 的 叙述 如 下 ， 
定理 1(M. Crandall-T. Liggett[2]) RAR- FP RECN xX, 则 对 所 有 的 rE DCA) 


(1) 


ee 在 了 的 舒 一 个 紧 区 间 上 都 一 致 存 ay 
在 , 其中, J,— (一 44) 是 前 面 $6 中 所 说 的 ， 
下 而 的 证 明 出 自 S. Rasmussen[1], 它 似乎 比 Crandall-Liggett 原来 的 证 明 有 所 改进 : 
证 明 第 一 步 ” 我们 需要 下 列 的 (2) 一 (4); 

14;z| 三 14z1 对 所 有 的 xED(4) 和 所 有 的 4>0 成 并 ， (2) 


[Enee |= uen eeeh ZA) a 
对 所 有 的 ED (A) RIH M A >01, 2, +, aE 

Hn 由 一 及 — 3 fj yp- ad 
K batto Ja) Juz 对 所 有 的 zE 和 所 有 的 >O a) 


RE, 
(2) 已 经 在 前 面 86 中 证 明 过 了 . (3) 的 证 明 可 以 利用 J, 的 收缩 性 质 ,(2) 以 及 44;=J 一 I 得 出 
Ae, 其 证 明 如 下 : 


[T72 
i=l 


(TT J2- TT TDA! Juz 一 开 Jaa] 
i=l ‘jot ， 了 = 1 十 1 t=1 jsi j=itl 


SE tal] SA, l(a. 
i=l i=l i=l 


Fii, 我 们 来 证 明 (4). 因为 4 是 一 个 超 耗 散 集 , 所 以 对 任何 CX 和 4>>0 都 存在 一 点 {oi， eA 
使 得 z=z 一 Ay1， 因 此 Jiz=z 从 而 


4 一 | 4 一 
et qed =F a, dy) py 


HB ERT J. uy) =a, = Se TB 4), 
第 二 步 ” 设 wED(4) 和 4>0., 又 设 tpx;% 伍 1} 是 一 个 对 所 有 的 % 都 满 是 0<uo 三 4 的 序列 , 
这 时 , 我 们 定义 
Agim = [e-a], (n, m=0, 1, 2, =+) (5) 


i=j 


(为 方便 起 见 ， 我 们 令 了 LJ.,=7= J9)， 


此 外 , 令 l 
=$ u; (n=0, 1,2,5 to=0) (6) 
i=l 
以 及 
An 一 u,/A fi BPa= iaa (A— un) /2, 这 里 n=l, 2, ee (7) 
TERNE 
Anma Ema mA A Ene by) Ab) Ael. (8) 
AT HEIHEI RIIT ye A 
An manini m-i F Bnd-t,m 对 n, m=1, 2, + CTE, (9) 


事实 上 , CAI, 的 收缩 性 质 可 知 


nm [TTI Paar -| Tv 2 一 (从 nmi A st: te) 
<I. a (E le +Â He Jia ) 


so, |T eo J ! |+p, TL a— Ja |= nAn -i,m-1 F Bn An- ism 


我 们 用 (9) 和 归纳 法 来 证 明 (8). 我 们 先 证 明 , 对 于 所 有 的 m=0, 1, 
on 一 上 z 一 J321 三 m41l4zj (根据 (3) 和 (5)) 
St{L(mA— to)’ + mA? -+ [(mA—to)? +Ato]'?} [Axl (Al ta =0). 


BL EELS n Mme ER, SBC Anm 和 Anm- GRE (8). FER NIT EE Antim 满足 
(8), 事实 上 , 我 们 有 


Ant 1,mGn+1An,m-1 Bnri Anm REO) 
Sue {Lm — 1A ta)? + (m —1) a] 


dom 满足 (8)， 事实 上 ， $F 


LCGn—1)A—#,)?-+At,]'?} | Aw} 
+ Bast l(mA—t,)? + mA]? [mA ty)? HAt] A| 
S{Gnail((m—1)A—t,,)? 


+ (m—1)A?]"? +64, CmA— ta)? + md?!) | Aa} 
taal Cm— At) HAt] + Basil mA ta)? + AE] Ae] 
Z(G, + Bn) he, 0m — 1) A—t,,)? + Gn —1) A?) 

4- Bair l(maA—t,)? + mA] eA] 

+ Arsi t Basi)? {nas LC(m — 1D A— ty)? HAt] 

Hne CMA ta)? + Ata}? | Aa] 


= (mA? — an ZMA? + hy AE — 


(根据 Schwarz 不 等 式 ) 
2mAtn tA, ;2Ab,-- tm ae, Az} Agel 
+ (mA — ay ,2mA* TAr 14 — 2mÀtn Hara 124t, 十 bit At,} 2 {Aaj 


《由 二 B,-1=1—a@,_)) 
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= {m= Hn 2M- Harih T MAL > Abba bye -t mA? py Att Ae] 
-im band a amd Dyes! t2-HAta p lAr] 
= (mA (ngs by)? u? mae} | Aer | 
+ €(mA— (uni bn) 2 ua FACE Una)? Aa 
AL CMA bar)? MAR? mA by) Abb Aa, 
从 而 我 们 就 证 明了 4 满足 (8), 我 们 还 可 以 证 明 , HEAK m= 1, 2, +, Ana ABIE C), eK 
上 , 由 (3) 可 知 


Ayo=| I Joe] SS ae | Ace] = tala] 


<{[(O-A—6,)? HOA 7? + [(0-A—6,)? Atn] Ael 
所 以 , 我 们 就 完成 了 归纳 法 , 从 而 (8) 得 证 . 
第 三 步 设 1 是 一 个 正 数 , 并 考 虚 闭 区 间 [0, 让 的 一 种 分 割 4: 
Ae Stolt t=t. 
对 于 这 种 分 割 , 我 们 规定 
4,= (tb) G@=1,2,--,2) ARIA] = max (¢;—t 5-1). 
— 4) Fl 
Ase OF ELBE Et oe ELE, 
并 规定 
A (65 —-85-.) (j=1, 2,1, k) LAR | 4") = max (tj— t3). 
这 | 时, 对 于 x0ED(4), 令 
A=max(|4], L'DE m= BAER StA, 
我 们 就 出 (8) 推 出 下 还 不 等 式 : 


k 
My. ,0 一 Ty |: s| T re- —J "xo Da [Ie] 
J51 


<2 [(mà— t) + mA] mA) +A] Axl (10) 
<21 [42 1- tA A Aro]. 
PELL E10) Pe A = t/r =1, 2, +, mA Ayt klj =l, 2, e k), RITRO). 
注 我 们 还 附带 地 证 明了 
P ty = s-lim(—n"'t A) “rEg s-lim(7—r7'A) go 
JE E fy be A lB] Lb — BORM, a”) 
其中 的 [wt] 一 最 大 整数 三 nt 
定理 1 NERTILA FESR 的 定理 2, 定 理 3 和 定理 4 看 出 来 . 
定理 2 设 4 足 XxXX 的 一 个 超 耗 散 闭 集 ， 则 对 每 一 个 zxED(4)， 下 面 两 个 条 件 是 彼此 等 
价 的 . 
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D: uCe) 2 we 
AUD Ault) Ht LPS 620 BIL) BuO) =a (11) 


. 的 一 个 强 解 ， 
此 强 解 的 定义 已 在 前 而 S 6 中 叙述 过 ， 
(jd: u(t) ~s-lim(I—n™'A) "ag JER. uC t )35-F JL 
LPN £220 都 是 强 可 微 的 ， 

我 们 首先 给 出 Brezis-Pazy[2] 关 于 论 源 让 > 记 的 证 明 , 至 于 Crandall-Liggett[2] 关 于 论断 
ii)->) 的 证 明 ， 将 在 证 明了 定理 3 之 后 给 出 ， 我 们 从 T. Kato[11] 所 得 出 的 一 个 关键 性 的 引 理 
出 发 , 

引 理 UES 是 这 样 一 些 s 兰 0 组 成 的 集合 , 在 这 种 s 处 ，(11) 的 强 解 x(s) 是 强 可 微 的 ,于 让， 
在 几乎 每 一 个 sES 处 

rjue) l? = pac [ML pe (MES), fA ab fer us) Ra 013) 


证 明 因为 w(s) 是 (11) 的 一 个 强 解 ， 所 以 强 导 数 dus) /ds 在 s h BEA HA EAE 
Bochner 可 积 的 , 从 而 由 第 五 党 8$5 的 Bochner 定理 可 知 


u(8) —u(0) 一 | 2 as, 


(12) 


Plus) | 在 s REARS AREY, BELA, lule) 1 在 几乎 每 个 s 兰 0 处 都 是 可 
微 的 ， 
由 于 SEF (u(s)), 所 以 有 Recult), fr hult) h Juls) IF Recul), f= huls) |, TERT] 
得 到 
Recu( t)—u(s), fyShucs) | luct) — les) |) 
上 式 两 端 同 除 以 (一 9) ,然后 在 s 的 两 侧 , 令 t >s, 于 是 在 几乎 每 个 SES 处 ,我 们 都 得 到 


如 此 , 我 们 就 证 明了 (13). 
系 (H. Brezis-A. Pazy[1]) ”对 于 (41) 的 强 解 %《 引 ,有 有 
tut) | lAn i= inf lz) 在 几乎 经 个 i 宇 0 处 成 立 ， (14) 
证 明 4+ du( t)/dt=y(t), Atih (11) AY RIZE ILE AEA 0 处 , y(t)E4u(t)、 对 于 这 种 t 
以 及 每 个 zehzxo, 由 4 的 耗 散 性 质 可 知 , 存在 一 个 fneP (w(t) 一 x0) 使 得 ReCy(t) 一 z, foYS0, F 
是 , 利用 证 明 (13) 时 所 用 的 同一 推理 , 我 们 就 得 到 


2 jut) aol? fut) — ae) Sul t)—aol = Ref —o, fo) 
= Recy(t)—2, fay + Recz, JERE, forte LF A 620 处 成 立 ， 
« 3846 


因此 , 在 几乎 每 个 620 处 , 有 
Jt) ol h(E) —aal a for] Shek bt) el, 


而 由 于 2€Aay 起 任意 的 , 所 以 
fult) ro 三 旨 4zol 在 每 个 上 会 0 处 成 立 l (15) 
下 面 , 设 RO jA u(t +h) =l), 则 


a Av(t) 对 几乎 每 个 1 衬 0 成 立 ， 


fH. v (0) uh). 
因此 , 类 但 于 em 对 于 革 个 FoR OG Jut), 我 们 得 到 


A ho) a OF 一 Re 一 方 5 ALPA 620 成 立 ， 


ur’) 


所 以 , 我 们 有 
Jutt +h) a(t) |csiu(sth)—u(s)] ef #920 pear, 
从 而 , FEE 15), 我 们 就 最 后 得 到 
Gt +h) ulti E uh) —u(0) | Sh] Aaol. (15 ) 
这 就 证 明了 (14) . 
定理 2 中 的 论断 D>) AEA 《〈12) 右 端的 极限 的 存在 性 起 由 定理 1 肯定 了 的 . 令 了 是 
一 个 正 的 任意 常数 ， 除 了 阶梯 函数 u(t) = rA) ay 之 外 ， 我 们 在 [0, 到 9] 上 再 定义 另外 
一 个 函数 序列 vC), 即 
Oal) =U, (j/n) oI) n ua (ji1) /n) —ua(j/n) J 
| C j/nStS(j+1)/n; j=0, 1, =, [Ln7j 一 1 时)， (16) 
=u,(t) (4 nv '[nT St ST tt). 
WAR, eC) TE LOTI E, 除去 有 限 个 形 如 二 j/r ity cP, A 是 强 可 第 的 并 且 对 于 j/n<t 
<(jt-1)/n, 47 


ve = [ty (G1) /n) =u (jin) =m Cn A) u (9/28) =en Cj] 


= Aydt, (jin) (根据 4;= 和 -1(J; 一 了 D)) (17) 
= Ay tty (t= Ann jn). | 
W1(7), (8), Ey COLA Be Au, (jr) = AT ptt (GD) Anu Cj 1) [n) iif fi - 


| [Asstt CG [E f Atty J/N |S | Ao D/O pen (IoD) /n) |. 1 (18) 
从 向 , 由 (17) 可知 
PP = Min G/D 1E Aua (0) | =A Hae, LZOR (19) 


在 证 明 (17) 一 C9)1h, 我 们 附带 证 明了 当 j/eStS(j+1) Wr i, 
oD OF E fie) ne fa CJE) a) -u Ji En A (fn) {En | Aare, 
从 而 
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honl) En Arl 对 所 有 的 i 三 0 成立 ， (20) 
我 们 令 du(t)/di=y(t VAR alu, t)—u,(t—-1/m)]=9.(t). 于 是 由 (11) 可 知 ,对 几乎 每 个 
20, y(t)edu(t), 4 tH j/n(j=0, 1, itt, 还 有 g(t)EAwn(1), 这 是 因为 由 前 面 86 的 
(8) 可 知 
Ya E)= Amtn (t —1/M) EACT—n 1A) lt —1/n) = Aun(t). 
由 于 4 是 一 个 耗 获 集 , 所 以 利用 前 面 $ 6 的 (5) 可 以 得 到 对 于 几乎 每 个 tS 0 成 立 的 不 等 式 
[ [re-2(t)—y,Ct)] —[n-u(t)—y(t)] | 2 I n-un(t)—n-u(t)]. 
ELA, Mh SLAP ag 6 20, 都 有 
et) fut) —u(t—-1/n)] = |nLu,(t)—a,(é-1/n)] 
~—n[u(t)—u(t—1/n)]+ yl) AC) 
= hEn ualt) —yn(t) |—En- ut) — y(t) 1] [n un — 1/2) 
--neu(t—1/n) ne) —uCt)) lr fu, (6 —1/n) — ut —1/n) |. (21) 
我 们 可 以 把 en) Al eC 8) RETRY 6 OS HUET, 办 法 是 令 
fini) 一 2 一 2 12, 其 中 zo 是 Ade 的 任 一 固定 点 ， 
ult) = £o. 
然后 , 把 不 等 式 (21) 的 首尾 两 端 在 50, 9 上 进行 积分 , 这 里 % SOST, 我 们 就 得 到 


-np Nast njaa hasS | nc) -u-i 
-I/R 6-ik/n 0 . 
即 是 说 


(22) 


多 ao. n[ult)—u(t—1/n)] 
0 


dt+n hzo] non. | 
把 这 些 关于 O=1/n, 2/n, +, N/a iit N=(eTIWASRKRMBKZ AREA 

nf Dust) uN || — nfu(t)—a(t—1/m) ett mV, 
所 以 


三 u(t) — Dlats7| | mutt) 


TOS ua- aerate. lzol. 23) 
因为 , 根据 假设 ,s-lim net) UDI /at 对 于 [0, TJ 上 的 几乎 每 个 1 都 成 立 ， 
所 以 根据 (23) 以 及 由 (4 和 % Cus) -ui 1) 1=[' Mas 所 导出 的 不 等 式 


ua) 


—n{u(t) — “eum fs z2. qz0l, 


我 们 就 得 到 lim | e(O- uD ldi =0， 所 以 ,再 利用 (20), 我 们 就 得 到 
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lim| Jost) —u(e)]dt=0. (24) 


5 — Fi itd, FFA (14), (19) EAB TEWE 13) Da He, 号 得 到 


dv,(t) _du(t) 
di di 


S]v,C4)—uCt)|-2-l zo] MUL ae teL, TI, 
所 以 , 由 Va (0) =u(0) 二 zo 可知 


lo(u Pa| fo (s) uls) [ds-[ao] 3 OStSP RE 
定理 3 令 4 是 一 个 超 耗 散 集 XxX, LB mcDCD) 和 40， 同 前 面 $ 6 一 样 , 初 值 问题 


d 2 
2 pleat) — OETA ES) uO 


WOD Au), £20, LAE u (0) =s (25) 


有 一 个 唯一 确定 的 解 u), EA A 是 一 个 利 普 项 获 映 射 ， 于 是 
s-lim UP CELE t EAER EAE, 并 且 
slim w (1) = s-lim(T—n tA) "to (26) 


EWN (11) BOTA wt) Fe, WAER HE IZ — Ai, we) BET Hille 型 的 逼近 式 slim 
(n't A) "wo 家 出 又 可 用 Yosida 型 的 逼近 式 s- lim u (4) 22. 


定理 3 的 证 明 因为 4 = (由 一 门 是 耗 散 的 ， KE (15') 的 情形 一 样 ,我们 得 到 
ju (£)—w? (OFEt AV OF = 6+ Ayo] =t Jirel. (27) 
A — Feit, 容易 验证 (25) 在 4=- 工 时 的 解 WP CDH o 


UOCE) =e trot | ea (8) ds. (28) 


WPC) -J r= 0t (rJ) [' eJ u (8) Fhe], 
从 而 , RRJ, LRR, RATA 
| [w(t Steal Ene TT Dood tf elas) Tr 9) 
我 们 从 (29) 来 推导 出 


fu? Q) —Jinl SV WI ,-Daal. l (30) 
PATA WIA SF, —Daty = Aya £0, 这 是 因为 ， 不 然 的 话 ，(25) 关 于 A=1 的 解 uw C1) BRAT HEH 
uPCt)=79, 从 而 (30) 显然 成 立 ， 假 设 (J — 1) eo £0, 再 利用 (29) 就 得 到 


posh e ‘gpn-1(8) ds, 其 中 
9 | (31) 


Palt) = hu E) — Jiz «| Ji Dl 
我 们 用 对 a 的 归纳 法 来 证 明 
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AOS C + Oy" (32) 
在 此 不 等 式 中 ， 令 f= 就 得 到 (30)， 不 等 式 (32) 对 m= 0 是 显然 成 立 的 ， 如 果 (32) 对 (n 一 1) 成 


SEM pD Eneth eais) +s) ds， 把 比 式 右 端 记 为 ,Ct)e “我们 就 需要 证 明 


pnt) Set {(n—t)? ti 
由 于 Pa (0) =n, 所 以 只 AGG HERH 


Palt) = e'i (n— oe ee eee eiin itp 


景 后 这 个 不 等 式 是 容易 验 计 的 , 从 而 我 们 就 证 明子 (30)， 
现在 我 们 就 来 证 明 (26). OC) =u CE), WA A, = (JD 


ae (J; 一 了 Dv IH 620 KL vo O) =a (25 ) 


在 (30) 中 , 把 六 WA Tw? 到 为 22， 再 利用 前 面 8$6 的 (9), 于 是 得 到 
Jo? (n) — J20] = fu @ Gad) — Tay ER NT Dro SV n AYA, 20 sw n AlAs (83) 
A hy 0 Filme =(t/ Ar), IAI mA, ft, FER FO) FT HH s -lim Tv = 8-lim (I —n tA) "ito, 
所 以 ,再 注意 到 (33), 我 们 就 得 到 
ju e (mh) Jia | E nr A, | Arl En t | Amol. 
因为 ts) 是 任意 的 , 所 以 我 们 就 证 明了 (26). 
注 ”上述 证 明 出 自 H. Brezis-A, Pazy[2]， 这 里 还 要 指出 ， 不 等 式 A (30) È H I. Miyadera- 
S. Oharu[1]j 得 出 的 . . - 
定理 2 中 的 论断 iii BEA ik u(t )=s-lim (=r 4) "zo 在 如 盖 0 是 强 可 微 的 ， 且 其 
强 导 数 为 y= duCt)/dt| isi 从 而 
ulto+h)=u(to) +hy +0), JEP s-lim0 (4) /h=0. (34) 
因为 (19) 和 (20) 意味 着 i>w( 直 是 一 个 利 普 希 获 映 射 ,其 利 普 希 获 常数 为 |4zol, 所 以 ， 如 果 我 们 
RE né EHH 
{u(to), y}EA, (35) 
则 我 们 就 得 到 了 i). (35) 的 证 明 如 下 ， 令 O<A<to, WHA ult) fe t= to 的 强 可 微 性 以 及 4 的 超 
耗 散 性 质 可 知 , 存在 一 个 唯一 确定 的 点 (za ga CA 使 得 


a, -Ayi =U (by—A) = uty) Ay OCA). (36) 
因为 根据 假设 , A JEX x Xf), 所 以 , 如 果 我 们 能 证 明 
s- lim t; 二 W(to) 和 s- -lim Ya =Y, (37) 


则 我 们 就 得 到 (35)， 为 了 证 明 (37), 我 们 信 
(4, =8—AG, 其 中 全 分 是 4 的 某 个 点 ， 
l 我 们 在 后 面 才 采 确定 它 . 
AO Ai =, 并 县 由 首 面 56 中 的 命题 1 可 知 , A, 是 耗 歼 的 , 二 是 由 (183) 和 (25) 可知， 存在 某 个 
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(38) 


SEP (ul? (4) —#,) (RE 
2) Flu (4), = RecA), f= Ret Au? G) Arty f+ Reid, Py Rey, f>. 
因此 
[uP tot DB Ju (to) tT Cw? Catr) — Adr, (39) 
共 中 
CW, 2), = sup Rec, kX. (40) 
稍 后 一 些 时 候 我 们 才 去 证 央 
Cw, 27* 是 上 半 连 续 的 , 亦 即 3 -Lim wn = Wes 和 
| lim 24 = ze 必 导致 lim saps, Yet Fue 
于 是 ,利用 在 (26) 中 证 明 过 的 s- -lim u” (t)=u(t) = 8- -lim (7 一 2 264) "2o 并 利用 $- lima.=4, | 
我 们 就 得 到 


(41) 


h 
lulto tA) —#]?— lulta) "IEJ <, ulta +t) — a), dr. (42) 


HEMET JEF ult.) i) BA 
ReCu(ty +h) —u(to), fo—ReCé—ulto), fo =ReCulty +h) —4, f> 
<Ju(ég +h) —#] le~ ult) [S27 Hulth) —a]? tt 7}. 
所 以 ,由 Re<t—ulto), P= — |é—u(ty) |? #42) a A 
2-Re( Hat} aC) fy sel Cý, w(to-bhr) —A edr. 


于 是 , H UCTE t= to Mb TRA PAPELA (41) 可 知 B 

Rely, PEG, u(to) 一 分 ， © (42) 
我 们 可 以 把 (42) 右 边 的 上 确 界 改 成 极 大 值 ， 这 是 因为 包含 于 X 的 强 闭 奈 内 的 集合 F(a(t0) 一 4) 
(E X AER RM OUELAS S 1 中 的 定理 1), 因此 存在 一 个 feF (u(t) 一 4) 使 得 

Rely, 有 i) 三 ReLy, f> 对 所 有 的 了 EF u(t) 一 4 都 成 立 , 
RAs, Pay, 以 及 六 = 之 后 , 我们 就 得 到 
Rely, 从 三 Re<g fy, WELW, ReCyi—y, 从 兰 0. (43) 

另 一 方面 , 从 (36) 可 得 

2 一 sy 0%. 


从 而 , t (43) 可 得 
l lulto) a12 Relult) — Eys fY<ReCO(A), PEA lult — et. 
Fæ lulto) -e 04), Matt, 由 (44) 就 得 到 了 (37). 
最 后 , 关于 (41) 的 证 明 如 下 。 因 为 集合 (JEX” FIE len ER R (第 五 之 附录 8 1 中 的 
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EM 1), 所 以 我 们 可 以 找到 fnEX 使 得 
Com End = Relwm fn El fal E lnl- 
不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假设 Vim Qt, zw》 存在 ， 设 foEX' EAS EA R. FEN 
limin, 4m), = lim Relm fn) =R Was fa) Fal Sheol 
这 是 因为 s-lim WaS JERI TIFA m SEA SEM 9 FEB m h A w*- lim Fur = fe 所 


以 必定 有 (41). | | 
注 “ 一 个 不 幸 的 但 因而 更 有 趣 的 情况 是 ， 虽 然 在 很 一 段 的 条 件 下 s-lim (7 一 2 tA) "zo Al 
s-lim ao (4) 都 存在 且 和 后 此 相等 ， 然 而 ， 此 极限 对 任何 上 都 不 一 定 是 强 可 微 的 ，M， Crandall- 
T. Liggett IAN TxA AIT . 近来，P. Bénilan[11 对 于 上 述 情况 给 出 了 下 述 的 补救 办 
法 ， 设 (四 是 初 值 问 题 (11) 的 一 个 强 解 . Tietz, Ww} 是 也 x 的 超 耗 散 子 集 4 的 任何 一 个 固定 
点 ， 这 时 , 辐 (42) 一 样 , 我 们 得 到 . 
CORDONET KOAR 对 一 切 0<s<; 
成 立 ， 且 具有 一 全 固定 的 初始 条 件 u0) =a D(A), 
P. Benilan[1] 把 一 个 取 值 于 内 的 强 连 续 函 数 CY fH Vad ELL) 的 一 个 积分 解 ， 如 果 WCE) 
对 一 切 {z, w} CA 部 满足 上 述 条 件 ， 同 时 , 他 证 明了 
定理 4 设 4 是 一 个 超 耗 散 集 忌 XxX， 则 u(t) =s-lim & (t)=s-lim =n tA) ”ro 是 
(11) 的 唯一 确定 的 积分 解 . 
关于 这 个 定理 的 证 明 以 及 进一步 的 推广 和 论述 , 我 们 建议 读者 去 看 P. Bénilan[2], 
注 要 想 更 好 地 了 解 在 本 着 和 前 面 几 节 中 的 那些 定理 的 应 用 范围 , 可 以 去 i iks AE an ibe, 
S. Aizawa[1],M. G. Crandall[3], Y. Konishi[1] 和 [2] 以 及 ‘B. K. Quinn[1]. 
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补充 说 明 


第 一 章 和 第 六 章 
1. $F S.L. Sobolev, L. Schwartz ff I. M. Gelfand 的 分 布 或 广义 函数 理论 ，j 请 参看 新 
增订 版 L. Schwartz [6] 和 英文 版 1. M. Gelfand[6]—-[10]. 
2. 关于 M. Sato 的 超 函 数理 论 的 最 近 发 展 , 语 参 看 M. Sato [2] 一 [3] 和 P. Schapiral1]. 


第 六 章 
1. ($7) Sobolev 空间 在 p. 147 给 出 的 定理 (Sobolev 引 理 ) Æ S. L. Sobolev [1]—[2] 


中 的 所 谓 Sobolev 嵌入 定理 的 一 个 非常 特殊 的 情况 ， 这 些 谋 入 定理 的 发 展 情况 的 一 个 综合 叙 
述 是 在 R A. Adams[1] 中 给 出 的 ， 亦 请 参看 E. M. Stein[2]. 


第 十 章 
1. (31) 迹 算 子 或 广义 边界 值 ， 我 们 可 证 如 下 


定理 设 Q 是 是 "中 的 有 界 开 城 使 得 它 的 边界 超 曲 面 2 是 C7 的 , URE PE FEW? ACO) 
和 几乎 所 有 的 &E39， 如 果 我 们 令 z 沿 在 点 5E39 MERELT é, RRE pE) = lim f(a) 必 


存在 ， 此 外 ，， …f(z) 的 这 个 边界 值 (© BF OQ) ABER ER: 
lP ron ECFE | a+ > Jaf [asl parts 


这 里 正常 数 C 与 了 的 选取 无 关 , 记号 Of /de; 表示 分 布 意义 下 的 微分 . 
线性 映射 ->p 称 为 迹 算 子 . 对 于 上 面 定理 的 证 明和 定理 的 推广 请 参看 , 例如, S. Mizohata 
[7] R. A. Adams[1] Ai F. Treves[2]. 


2. GE PTER) XAF R. A. Minlos[1] 结果 的 推广 的 绕 一 处 理 请 参看 工 . Schwartz [7] 
RRES H wik. 


第 十 一 章 
1， 对 于 Hilbert 空间 中 的 收缩 算 子 理论 的 景 近 -发 展 请 参看 B. Sz. Nagy-C. Foias[4]. 
第 十 二 章 


1. G1) Chcquet 对 于 Krein-Milman 定理 的 精细 的 改进 请 参看 R. R. Phelps[1]. 


第 十 三 章 
1. ($1) 我 们 可 以 证 明 CK. Yosida[17]) 


© 39] « 


定理 1 WPG, r, E) 是 具 不 变 测 度 m 且 使 得 m(S)==1 的 相 空 间 (S, 由) 上 的 Markov 过 
Pi, Wer HE ul FEES, B, m) 和 5>0, 在 在 机 应 的 了 .E56; 轩 ,mm) 满 是 上 -中 二 上册 使 得 
| mofo Pa, z, B)=| f- (2)m(de) 对 十 一 切 BEB RY. (19) 


证 明 A PC s E) Ab ti HA, | mn fra, g, E) 对 于 任何 FEL CS, 8, m) tite 


4s 
sup! | manfa ra, x, B)| <sup| m(dz) f(x) IP a EY ft. | (20) 


PESEL CS, 8, m) JE ELS, XV, m), WIH C8), BOB ify o iy AK | maof, g, E) i 


m- 绝对 连续 的 用 在 | n(dz)f(@)PC, r D| if a= ‘m(E), iX Aj fl. =essential sup! f&)]. 
HA, SELS, B, m) EKES f(r) =min(f(2), n) h ER p. 60 的 Vitali- 


2x 


Hahn-Saks M, , 
| (dx) FPU, 2, E =iim| | mlda) f(r) PC, x, E), Ajij- BOS (7a AL m-e 


ERI. KEE, 对 于 了 的 这 一 特殊 情况 ， 我 们 可 以 由 (19) 定 义 f_EL' CS, 8, m) EL (20) 45 Pods 
“WF. XAW (at PA 

注 Bi PG, wt, Y= C gly (2) M, HAES PS LAG GE mCP) = m(y, Bib oH 
AS fe a> y (© DIN ZS BE Ly (2s 一 co<t<ccy HA aE se PETA OE, MUTT Laz PL 1(p. 319) 
HOw fos, AMER PURE fof. a Of y@)) MP Oafg_ (yan, 
THK ACE SOP, PAT ANAS WE miy Markov bb RAE “WS bal ny ae fy,” 

2 (8 1) PEA aie PEL A, Mohd ae A 2 Cp. 322) 的 情况 一 样 , 我 们 得 到 如 下 

定理 2 (K. Yosida[17]) EEM T Be WB ek oe AR aes 


s-limn DSUs =f 在 天 (So 中 存在 ， (21) 
[fd mds) =| f-*s)m(ds). (22) 
第 十 四 章 


1， C8 4) 我们 可 以 还 明 
定理 1 ft (0) = gS DCA(0)) 和 (3)(p. 363) 的 假设 下 , (1)! (p. 363) 的 解 , 如 果 存 在 ， 是 叭 
E, _ 
证 明 ”我们 遵循 Kato[3] 中 的 论证 ， 于 是 对 于 6>0, 有 有 
T(tto)=2(t) toa Et) OO) 
= OA 2-6 ACt)) IT— SAC rt) 006) 
。392 。 


=: (I--dACt)) a(t) — 62 A(t) — SAY TACY) -- 008) 
= (I~dACt)) a(t) —8(( —8 A(t TD ACt a(t) + 008). 
ERG) Mf FE EX CS IL 87 CAI, 我 们 有 s- lim (1— SACE) 5 一 5， 因 此 ， 
RRG), 在 
|x(t+6) [slate 008) 
从 而 中 tat) /dt<0, Whe 3% (a(t) [a(0)}. 
因此 ,Ci 的 共有 和 相同 初始 条 件 ED(C4(0)) 的 两 个 解 志 其 必 为 0， 


第 九 章 和 第 十 四 章 
1。 对 于 线性 发 展 方程 , 话 参 看 S. Krein[2], P. Lax-R.S. Phillips[4], J. L. Lions [5] 和 


F.Treves[2]. 0 

2， 对 于 线性 和 非 线性 发 展 方程 ， 请 参看 V. Barbu [1], F. Browder[2], J.L. Lions [5], 
R. H. Martin[ 1], K. Masuda[1], I. Miyadera[4] #1 H. Tanabe[6], 最 后 开 列 的 一 本 Tanabe 
的 基 的 英文 翻 话 工 作 正在 进行 中 ， 

3. EEA. 品 分 本 在 非 线 性 发 展 方 各 中 起 着 重 时 的 作用 , 有 关 材 料 请 参看 ,例如 , R. S. Rocka- 


feller[1] M I. Ekeland- -R. Temam[1]. 
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Riesz 表示 定理 Riesz’ representation theorem 76 

波动 方程 wave equation 352 

奇异 测度 singular measure 317 

奇 性 凝聚 原理 Principle of the condensation of 
singularities 60 


Stone-Weierstrass 


空 齐 Markov it spatially homogeneous Markov 
process 335 

Banach (或 B-) 空间 Banach (or B-) space 20, 
45 

Fréchet (或 F-) 空间 Fréchet (or F-) space 45 

Hilbert 空间 Hilbert space 45, 70,73 

Sobolev 空间 Sobolev space 47 

单位 分 解 resolution of the identity 261 

单位 分 解 partition of unity 52 

单位 球 GEED unit sphere (or disk) 37 

线性 子 空 间 linear subspace 18 

线性 无 关 linear independence 18 
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线性 (全 ) 序 linear (total) ordering 2 

线性 有 序 集 linearily ordered set 2 

线性 泛 国 linear functional 18 

线性 拓扑 空间 linear topological space 22 

线性 空间 linear space 17 

线性 算 子 linear operator 18, 37 

韭 时 齐 发 展 方程 temporally inhomogeneous 
equation of evolution 352, 362 

非 线性 发 展 方程 non-linear evolution equation 
374, 381 

非 线性 发 展 方程 的 无 穷 小 生成 元 infinitesimal 
generator of non-linear evolution equation 
374, 381 

JEM non-negative functional 345 

限制 restriction 2, 18 

Cayley 变换 Cayley transform 172 

Fourier 变换 Fourier transform 124, 130, 131 

Laplace 变换 Laplace transform 137, 202 


Fourier 变换 的 Parseval 定理 Parseval’s theorem 


for the Fourier transform 131 

4% convolution 132, 135, 297 

SUX BM LAS generalized function with 
compact support 53 

具 紧 支 集 的 分 布 distribution with compact 
support 53,54,55 

Jim EE transposed matrix 165 

转移 概率 transition probability 318 

Boltzmann 的 遍历 假设 ergodic hypothesis of 
Boltzmann 319 

抽象 -空间 abstract L'-space 310 

范 数 norm 26, 37 

函数 function 1 

函数 的 支 集 support of a function 22 

Baire M% Baire function 16 

Heaviside 函数 Heaviside function 42 

实 算 子 real operator 267 

Mih Æ topological measure 16 


A & 
35 (#57) difference 207 


žo T difference operator 207 
ve inverse 1,18, 37 
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逆 Fourier 变换 inverse Fourier transform 
125 

逆 算 子 inverse operator 18 

相对 一 致 *- 收 全 relatively uniform*~convergence 
310 

相对 拓扑 relative topology 3 

相对 紧 relatively compact 4 

相 空 间 phase space 319 

FRIEZE nearly orthogonal 72 


54 AMR almost periodic function 186, 279 


殖 周 期 函数 的 平均 值 mean value of an almost. 
periodic function 188 

绝对 连续 的 absolutely continuous 15, 79, 113, 315 

重 对 侦 空 间 bidual space 78, 95, 119 

《Oo) 类 半 群 的 表示 定理 representation theorem 
for semi-groups of class (Co) 209 

(Co) 25 FESR equicontinuous groups of 
class (Cy) 213 

(Co) SEER RARE representation 
theorem for equicontinuous groups of class 
(Co) 218 

Jacobi SGk Jacobi matrix 293 

Hm moment problem 91 

Hille 型 的 遍历 定理 ergodic theorem of Hille 
type 183 

测度 measure 13 

测度 空间 measure space 13 

Baire 测度 Baire measure 16 

Borel 测度 Borel measure 16 

Lebesgue 测度 Lebesgue measure 16 

测度 的 Kolmogorov 扩张 定理 Kolmogorov’s 
extension theorem of measures 248 

迹 类 算 子 operators of the trace class 238 

复 测 度 complex measure 30 

+c RE We convergence in measure 33, 104 

映射 mapping 1 

标准 尺度 canonical scale 342 

度量 metric 3 

度量 可 递 的 Markov 过 程 metrically transitive 
Markov process 328 

度量 空间 metric space 3 

点 谱 point spectrum 178 


十 


核 空间 nuclear space 246 

核算 子 nuclear operator. 236, 245 

Aronszajn-Bergman #% Aronszajn-Bergman 
kernel 381 

Hilbert-Schmidt 核 Hilbert-Schmidt kernel 168, 
234 

格 lattice 2 

格 同 态 lattice homomorphism 312 

B- 格 B-lattice 309 

F-#% F-lattice 309 

积分 算 子 integral operator 168, 234 

Bochner 积分 Bochner integral 112 

Cauchy 积分 定理 Cauchy’s integral theorem 109 

Dunford 积分 Dunford integral 192 

Feynman 积分 Feynman integral 373 

Green 积分 定理 Green’s integral theorem 43 

Lebesgue 积分 Lebesgue integral 17 

Radon 积分 Radon integral 101 

compact 4 


E| 


紧 群 compact group 279 

紧 算 子 compact operator 232, 234, 274 

弱 可 测 weakly measurable 110 

WB- weakly -measurable mapping 
110 

弱 * 对 偶 空 间 weak* dual space 94 

AJE weak closure 106 

sce weak convergence 102 

55 * roe weak* conve gence 106 

器 拓扑 weak topology 94 

弱 * 拓 扑 weak* topology 94 

gaff? weak solution 151 

Fourier 展 式 Fourier expansion 63,74 

Hilbert-Schmidt 展开 定理 Hilbert-Schmidt 
expansion theorem 275 

Taylor 展 式 Taylor’s expansion 109 

能 闭 算 子 closable operator 66 

能 量 不 等 式 energy inequality 361 

调和 函数 harmonic function 345 

特殊 Tauberian 定理 special Tauberian theo:em 


297 
特征 函数 defining function 15 


部 分 有 序 集 partially ordered set 2 
速 降 函 数 rapidly decreasing function 124 


| Rayleigh 原理 Rayleigh’s principle 271 


值 域 range 1,18 

耗 散 的 Markov 317% dissipative Markov process 
332 

耗 散 部 分 dissipative part 333 

耗 散 集 dissipative set 377 

真 解 genuine solution 151 

离散 拓扑 空间 discrete topological space 20 

乘积 空间 product space 5 

乘积 测度 product measure 15 

高 斯 概率 密度 Gaussian probability density 200 
207, 226 

预 解 方程 resolvent equation 179 

预 解 式 resolvent 178 

预 解 式 的 孤立 奇 点 
resolvent 193 

预 解 式 的 Laurent 展 式 Laurent expansion of a 
resolvent 181 

预 解 集 resolvent set 178 


isolated singularities of a 


十 一 画 

第 一 纲 first category 10 

第 二 纲 second category 10 

基本 定向 集 fundamental directed set 89 

基本 邻 域 系 fundamental system of neighborhood 
24 

基本 解 fundamental solution 155 

基底 basis 18 

商 空 间 factor space 19, 51 

商 群 factor group 187 

FR Cartesian product 3 

检验 函数 testing function 40 

Fredholm 理论 theory of Fredholm 232 

Riesz-Schauder 理论 Riesz-Schauder theory 
232, 239 

理想 ideal 250, 312 

理想 函数 ideal function 40 

混合 假设 mixing hypothesis 330 
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桶 空间 barrel space 117 tyr phe} isometric mapping 96 


维 数 dimension 18 等 距 算 子 isometric operator 172,173 
十 二 夯 Æ idempotent 71 l 
OIF DIF scattered open covering 52 

最 大 下 界 ( 下 确 界 ) greatest lower bound _ — 

(=infimum) 2, 308 += 8 
最 小 上 界 ( 上 确 界 )least upper bound(=supremum) | # group 187, 297 

2, 308 群 环 group ring 297 
最 小 闭 扩 张 smallest closed extension 66 群 的 表示 representation of a group 278 
最 小 的 调和 优 元 素 least harmonic majorant 346 解析 半 群 holomorphic semi-group 215 
强 可 测 strongly measurable 110 解析 梢 圆 微分 算 子 analytically elliptic differential 
强 对 偶 空 间 strong dual space 94 Operator 164 
强 闭 包 strong closure 107 微分 算 子 表征 为 无 穷 小 生成 元 differential operator 
强 收敛 strong convergence 26, 27 as infinitesimal generator 207 
强 全 纯 strongly holomorphic 109 微分 算 子 弱 于 differential operator weaker 156 
an Hi tks if strongly elliptic differential 简单 收敛 托 扑 simple convergence topology 94 

operator 151, 242 稠密 dense 10 
Baire 集 Baire set 16 十 画 


Bore] # Borel set 16 

Co- 集 Gs~set 16 

超 极 大 ( 自 伴 ) hypermaximal (=self-adjoint) 
295 

EHRE hyperdissipative set 377, 380 

椭圆 微分 方程 elliptic differential equation 
164 

剩余 类 residue class 187, 251 

Ki) ev residual spectrum 178 

组 和 分 布 tempered distribution 127 

组 增 测度 slowly increasing measure 128 

£3 pae slowly increasing function 128 

RIL normed ring 26 

赋 范 环 的 根 radical of a normed ring 252 

赋 范 环 的 极 大 理想 理论 maximal ideal theory in 
normed rings 250 

赋 范 线性 空间 normed linear space 26 

mtk normed field 110 

荆 范 商 空间 normed factor space 51 

TEARRE equi-bounded semi-groups 198 +t AE 

REE SE equi-continuous 72, 181 


X accumulation point 3 

模 恒等式 modular identity 306 

模 格 modular lattice 307 

算 子 operator 18 

G- 算 子 d-operator 145 

算 子 的 一 致 拓扑 uniform topology of operators 
95 

算 子 的 比较 定理 (Hirmander 定理 ) theorem of 
comparison of operators(—Hormander’s 
theorem) 67 

算 子 的 扩张 extension of an operator 2,18 

i+ hse strong convergence of operators 69 

pe spectrum 178, 253 

444% spectral resolution 258 

pee spectral radius 179 

谱 的 重 数 multiplicity of the spectrum 271 

谱 映 射 定 理 spectral mapping theorem 193 

PEFRYE spectral theory 178 


增生 算 子 accretive operator 177 
等 度 连 续 半 和 群 equi-continuous semi~groups 199 


fis MAR equi-measure transformation 183 tA 
等 距 的 isometric 96,172, 173 JERE covering 4 
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